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 Introduction 

 Let G =  (V, E) be a simple graph with vertex set 𝑉 and edge set 𝐸. A set 𝑆 ⊆

𝑉 is a dominating set if every vertex in 𝑉 −  𝑆 is adjacent to at least one vertex 

in 𝑆. The domination number of G, denoted by 𝛾(𝐺), is the minimum size of a 

dominating set in G. An eternal 1-secure set of a graph G is defined as a 

dominating set 𝑆0 such that for any positive integer k and any sequence 

𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘 of vertices, there exists a sequence of guards  𝑢1, 𝑢2, … , 𝑢𝑘 with 

𝑢𝑖 ∈ 𝑆𝑖−1 and either 𝑢𝑖 = 𝑣𝑖  or 𝑢𝑖𝑣𝑖 ∈ 𝐸 and 𝑆𝑖 = (𝑆𝑖−1 − {𝑢𝑖}) ∪ {𝑣𝑖} is a 

dominating set. If we take a guard on every vertex in an eternal 1-secure set, 

then for any sequence of attacks to vertices of the graph only by moving one 

guard during one of the edges adjacent with the vertex, the result set still 

remains secure. Now let for every sequence of attacks to vertices, all guards 

could move during one of the edges adjacent with the vertex and the result set 

still remains secure. This set is called eternal 𝑚- secure set. The eternal 𝑚- 

security number σ𝑚(G) is defined as the minimum number of an eternal 𝑚- 

 secure set in G. Obviously, any eternal 𝑚- secure set of G is a dominating set 

of G. So we have 𝛾(𝐺) ≤ 𝜎𝑚(𝐺). 

An edge 𝑢𝑣 ∈  𝐸(𝐺) is subdivided if the edge 𝑢𝑣 is deleted and a new vertex 

𝑥 is added, along with two new edges 𝑢𝑥 and 𝑣𝑥. The eternal 𝑚- security 

subdivision number 𝑠𝑑σ𝑚
(𝐺) of a graph 𝐺 is the minimum cardinality of a set 

of edges that must be subdivided (where each edge in 𝐺 can be subdivided at 
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most once) in order to increase the eternal 𝑚-  security number of 𝐺 to increase 

the eternal m- security number of G.  

Material and methods 

 In this paper, we first, prove that if there is a cycle or a path of length 3 in G, 

then 𝑠𝑑𝜎𝑚
(𝐺) ≤ 3. Then we prove our main result using these results.  

Results and discussion 

 We prove that 𝑠𝑑𝜎𝑚
(𝐺) ≤ 3 for any connected nontrivial graph G, in our main 

Theorem. 

Conclusion 

 In this paper we prove that 𝑠𝑑𝜎𝑚
(𝐺) ≤ 3 for any connected nontrivial graph G 

which implies that 𝑠𝑑𝜎𝑚
(𝐺) ≤ 3 for any nontrivial graph G. However, it is well 

known that the domination subdivision number of graphs can be arbitrary large.  

 

How to cite: Atapour, M.; (2022). Eternal m- secure subdivision numbers in Graphs. Mathematical Researches, 
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 هاامن دایم در گراف 𝒎−عدد زیرتقسیم 
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 های کلیدی: واژه

 امن m- مجموعه - ایاحاطه عدد

  ،دایم

 ،یال یک زیرتقسیم

 ،ایاحاطه زیرتقسیم عدد

  .دایم امن m- زیرتقسیم عدد

 

 

𝐺فرض کنید  = (𝑉, 𝐸) رئوس ۀگرافی با مجموع𝑉 های یال ۀو مجموع𝐸 ۀباشد. مجموع 𝑆 ⊆ 𝑉  را یک

𝑉نامند هرگاه هر رأس از  𝐺گر در ۀ احاطهمجموع − 𝑆  با حداقل یک رأس از𝑆 گر احاطه ۀمجاور باشد. مجموع

𝑆0  از گراف𝐺 امن دایم گویند هرگاه به ازای هر عدد صحیح مثبت  -1 ۀرا یک مجموع𝑘  و هر

,𝑣1دنباله … , 𝑣𝑘  ای مانند از رئوس، دنباله𝑢1, … , 𝑢𝑘   با شرط𝑢𝑖 ∈ 𝑆𝑖−1  موجود باشد که𝑢𝑖 = 𝑣𝑖  یا

𝑢𝑖𝑣𝑖 ∈ 𝐸  و𝑆𝑖 = (𝑆𝑖−1 − {𝑢𝑖}) ∪ {𝑣𝑖} یک از رئوس یک  گر باشد. اگر روی هراحاطه ۀیک مجموع

گاه به ازای هر دنباله از حملات به رئوس، با حرکت یک یک محافظ قرار دهیم، آن 𝐺امن دایم در  -1 ۀمجموع

ماند. اگر به ازای هر دنباله از باز هم امن باقی می حاصل، ۀآن، مجموع های مجاورحافظ در امتداد یکی از یالم

حاصل باز  ۀهای مجاور حرکت کنند و مجموع، تمام محافظان بتوانند در امتداد یکی از یال𝐺حملات به رئوس 

 ۀیم نامند. کمترین تعداد اعضای یک مجموعامن دا 𝑚− ۀگاه این مجموعه را یک مجموعهم امن بماند، آن

−𝑚  امن دایم را عدد−𝑚  امن دایم𝐺  نامیده و با𝜎𝑚(𝐺) دهند.نشان می 

𝑒زیرتقسیم یال  = 𝑢𝑣  از𝐺  عبارت است از حذف𝑒  و افزودن رأس جدید𝑤  و یالهای𝑢𝑤  و𝑤𝑣 عدد .

𝐺 ،𝑠𝑑𝜎𝑚امن دایم  𝑚−زیرتقسیم 
(𝐺)هایی از کمترین تعداد یال ، عبارت است از𝐺  که با زیرتقسیم آنها

امن دایم در  𝑚−دهیم که عدد زیرتقسیم در این مقاله نشان مییابد. گراف افزایش می امن دایم 𝑚−عدد 

 است.   9هر گراف حداکثر 

 

 .193-121(، 1) 1، های ریاضیپژوهش. هاگراف در دایم امن m- زیرتقسیم عدد .(1201) ؛مریم ،عطاپور: استناد

               

     نویسندگان. ©                                                                                                                                      خوارزمیناشر: دانشگاه 
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 مقدمه.1

𝐺گراف  = (𝑉, 𝐸) ۀک ساختار ریاضی متشکل از دو مجموعی 𝑉  و 𝐸 است که در آن𝑉 ای از نقاط ومجموعه  𝐸 

نامند. تعداد رئوس و تعداد می یال را 𝐸 اعضای و رأسرا 𝑉 است. اعضای  𝑉 های نامرتب روی تاییای از دومجموعه

𝑒اگر  نامند.آن می ۀازهای یک گراف را به ترتیب مرتبه و اندیال = 𝑢𝑣  یالی از𝐺 گاه باشد، آن𝑢  و𝑣  را دو رأس مجاور

مجاورند، به عبارت  𝑣که با  𝐺 از هاییأسمجموعه تمام ر، عبارت است از 𝐺 ،𝑁𝐺(𝑣)از  𝑣 أسهمسایگی باز رنامیم. می

𝑁𝐺(𝑣)دیگر، = {𝑢 ∈  𝑉(𝐺)| 𝑢𝑣 ∈ 𝐸(𝐺)} . سأرهمسایگی بسته 𝑣 عبارت است از𝑁𝐺[𝑣] = 𝑁𝐺(𝑣) ∪ {𝑣}. 

𝑆فرض کنید  ⊆ 𝑉(𝐺) .های باز و بسته همسایگی𝑆 به ترتیب عبارتند از 𝑁𝐺  (𝑆) = ⋃ 𝑁𝐺𝑣∈𝑆 (𝑣)   و  𝑁𝐺[𝑆] =

𝑁𝐺(𝑆) ∪ 𝑆 .أسدرجه ر v  برابر است با|𝑁𝐺(𝑣)|  که باdeg𝐺(𝑣)  یاdeg (𝑣) شود. کوچکترین و نشان داده می

  .دهندنشان می (𝐺)∆و  δ(𝐺)را به ترتیب با  𝐺گراف  ۀبزرگترین درج

نامند. گراف ساده گرافی است که طوقه و یال تکراری نداشته ی آن بر هم منطبق باشند، طوقه مییالی را که دو انتها

𝐺اف منظور از گر سر این بحث،در سراباشد.  = (𝑉, 𝐸) با مجموعه رئوس  ساده یک گراف𝑉 های و مجموعه یال𝐸 

 . است

𝑣0𝑣1به صورتمتمایز ای از رئوس عبارت است از دنباله 𝐺در  𝑛به طول یک مسیر  … 𝑣𝑛 1 به ازای هر که در آن ≤

𝑖 ≤ 𝑛 رئوس ،𝑣𝑖  و𝑣𝑖−1 یک دور به طول  .باهم مجاورند𝑛  در𝐺  عبارت است از مسیری به طول𝑛 و انتهای  که ابتدا

گراف همبند بدون  رأس متمایز آن مسیری وجود دارد. گراف همبند گرافی است که بین هر دو آن بر هم منطبق هستند.

,𝑑(𝑢که با   𝑣و 𝑢دو رأس  ۀفاصلنامند. دور را درخت می 𝑣)  است با طول کوتاهترین مسیر نشان داده می شود، برابر

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) نشان داده می شود برابر است با 𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺)که با  𝐺. قطر گراف همبند 𝑣و  𝑢بین  = min {𝑑(𝑢, 𝑣): 𝑢, 𝑣 ∈

𝑉} . گراف کامل از مرتبه𝑛  را با𝐾𝑛 س متمایز باهم مجاورند، لذا نشان می دهیم. چون در گراف کامل هر زوج رأ

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐾𝑛) = 1 . 

𝑒یرتقسیم یال ز = 𝑢𝑣  از𝐺  عبارت است از حذف یال𝑒  و افزودن رأس جدید𝑤  و یال های جدید𝑢𝑤  و𝑤𝑣. 

𝑉نامند هرگاه هر رأس از  𝐺گر در احاطه ۀاز رئوس را یک مجموع 𝑆 ۀزیرمجموع − 𝑆  با حداقل یک رأس از𝑆 مجاور 

عدد دهند. نشان می γ(𝐺)نامیده و با  𝐺ای را عدد احاطه 𝐺گر در احاطه ۀکمترین تعداد اعضای یک مجموعباشد. 

ای گراف که با زیرتقسیم آنها عدد احاطه 𝐺هایی از ، عبارت است از کمترین تعدادیال𝐺 ،𝑠𝑑𝛾(𝐺)ای زیرتقسیم احاطه

تواند زیرتقسیم شود(. این مفهوم نخستین بار توسط ه هر یال حداکثر یک بار میکنیم کیابد )توجه میحاصل افزایش می

 .]8[ معرفی و مورد مطالعه قرار گرفت1ولامل

های شود. به عنوان مثال، دوربینمجموعه امن نیز در نظر گرفته می به عنوان یک 𝐺احاطه گر در گراف  ۀیک مجموع   

ها بیندوردهند. ها نگهبانی میای از سربازان که بر سر تقاطعکنند و یا دستهیرا رصد م نامنیتی یک موزه که هر مکان آ

                                                           
Velamel 1 
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 239 1041ۀ اول، ، شمارهشتم دورۀ ،های ریاضیپژوهش                                                                                                     

ند چ به حرکت نیاز دارند. هرمانند ولی سربازان برای دفع یک حمله ابت هستند و تا آخر ثابت باقی میدر محل خود ث

 ظ رها شوند. فها بدون محابعد از دفع حمله ممکن است بعضی از جایگاه

 سال در همکارانش و 3کوکین او از بعد و ]7[ کرد مطرح 1991 سال در 2اچمانک را امن گراحاطههای مفهوم مجموعه

 .]4[ کردند بررسی هاگراف روی را مفهوم این 2003

 4برگر وسطت ابتدا نظریه این ید،آبر هاحمله از ایدنباله پس از بتواند سیستم که است این تریافته تعمیم ۀنظری یک    

 تعریف آن رئوس در محافظان از جایگذاری یک واقع در را گراف یک در امن ۀمجموع یک. ]3[ گرفت قرار طالعهم مورد

 رقرا حمله مورد رأس یک فقط حمله هر در که کنیممی توجه. دهد پاسخ حملات از ایدنباله هر به بتواند که کنیممی

هرگاه به ازای هر عدد صحیح مثبت  گویند 𝐺دایم در امن  -1 ۀرا یک مجموع 𝐺از گراف  𝑆0گر احاطه ۀمجموع .گیردمی

𝑘  و هر دنباله𝑣1, … , 𝑣𝑘   از رئوس𝐺ای از رئوس مانند، دنباله𝑢1, … , 𝑢𝑘 𝑢𝑖با شرط    ∈ 𝑆𝑖−1  چنان موجود باشد

𝑢𝑖که = 𝑣𝑖 𝑢𝑖𝑣𝑖یا    ∈ 𝐸  و𝑆𝑖 = (𝑆𝑖−1 − {𝑢𝑖}) ∪ {𝑣𝑖} احاطه گر باشد. اگر روی هریک از رئوس  ۀیک مجموع

ا ، با حرکت تنه𝐺ای از حملات به رئوس گاه به ازای هر دنبالهیک محافظ قرار دهیم، آن 𝐺امن دایم در  -1 ۀیک مجموع

 ماند.حاصل باز هم امن باقی می ۀهای مجاور با آن، مجموعیک محافظ در امتداد یکی از یال

های مجاور ان بتوانند در امتداد یکی از یال، تمام محافظ𝐺ای از حملات به رئوس فرض کنید به ازای هر دنباله حال  

 نامند. کمترین تعدادامن دایم می 𝑚−حاصل باز هم امن بماند. این مجموعه را یک مجموعه  ۀحرکت کنند و مجموع

این مفهوم  دهند.نشان می 𝜎𝑚(𝐺)نامیده و با  𝐺راف گ امن دایم 𝑚−امن دایم را عدد  𝑚− ۀاعضای یک مجموع

 𝜎𝑚(𝐺)از اندازه  𝐺امن دایم در  𝑚− ۀیک مجموع .]5[ است شده معرفی 2005 سال در همکارانش و 5قدارد توسط

 نامیم.مجموعه می 𝜎𝑚(𝐺)−را یک 

𝐺 ،𝑠𝑑𝜎𝑚گراف  امن دایم 𝑚− عدد زیرتقسیم 
(𝐺)هایی از یال است از کمترین تعداد ، عبارت𝐺  که با زیرتقسیم آنها

ها این مفهوم را معرفی و ثابت کرد که این پارامتر در درخت ]1[عطاپور در  یابد.گراف افزایش می امن دایم 𝑚−عدد 

کرد. در  بندیاست، دسته 2امن دایم آنها برابر  𝑚−هایی را که عدد زیرتقسیم است. همچنین تمام درخت 2حداکثر 

آشنایی بیشتر با تعاریف و  برای است. 3دایم در هر گراف حداکثر  دهیم که عدد زیرتقسیم امناین مقاله نشان می

 .دهیمارجاع می ]وست[و  ]فوندا[، ]باندی[اند، خواننده را به جا تعریف نشدهنمادهای اولیه در نظریه گراف که در این

 ن مقاله مفید خواهند بود.ات قضیه اصلی ایبنتایج زیر در اث

𝑛. به ازای هر ]5[ 1 ۀگزار ≥ 2 ،𝜎𝑚(𝐾𝑛) = 1 . 

 ،𝐺. در هر گراف  ]5[ 2 ۀگزار

𝜎𝑚(𝐺) ≥
𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) + 1

2
. 

                                                           
Ochmanek 2  

 Cockayne 3  
4  Burger 

Goddard 5  
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 شود.حاصل می 2و  1های زیر، از گزاره ۀنتیج

𝑛به ازای هر  .3ۀنتیج ≥ 2 ،𝑠𝑑𝜎𝑚
(𝐾𝑛) = 1. 

𝑛 ۀاز مرتب 𝑇در هر درخت . ]1[ 0 ۀقضی ≥ 2 ،𝑠𝑑𝜎𝑚
(𝑇) ≤ 2. 

 

 نتایج اصلی.2

 کنیم.های زیر را ثابت میاصلی در این بخش، ابتدا لم ۀبرای اثبات نتیج

𝑠𝑑𝜎𝑚گاه داشته باشد، آن 3از طول  دوری 𝐺اگر گراف  .5لم 
(𝐺) ≤ 3. 

:𝐶فرض کنید  برهان: (𝑣1, 𝑣2, 𝑣3)  یک دور در𝐺  بوده و𝐺′  از𝐺 های با زیرتقسیم یال𝑣1𝑣2 ،𝑣2𝑣3  و𝑣3𝑣1  به

است  𝑥1مجموعه باشد که شامل  𝜎𝑚(𝐺′)−یک  𝑆حاصل شود. فرض کنید  𝑥3و  𝑥1 ،𝑥2ترتیب توسط رئوس 

 کنیم:های زیر را بررسی میحالتر گرفت(. را در نظ 𝑥1توان یک حمله به ای موجود است. می)همواره چنین مجموعه

,𝑥2  .1حالت  𝑥3 ∉ 𝑆در این صورت قرار دهید . 

𝑆′ = 𝑆 − {𝑥1}. 

𝑥2 . 2حالت  ∈ 𝑆  و𝑥3 ∉ 𝑆  حالت(𝑥3 ∈ 𝑆  و𝑥2 ∉ 𝑆  مشابه است(. اگر𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 ∈ 𝑆گاه قرار دهید ، آن

𝑆′ = 𝑆 − {𝑥1, 𝑥2} . اگر𝑣1, 𝑣2 ∈ 𝑆  و𝑣3 ∉ 𝑆 دهید، آنگاه قرار 

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2}) ∪ {𝑣3}. 

,𝑣1اگر  𝑣3 ∈ 𝑆  و𝑣2 ∉ 𝑆آنگاه قرار  دهید ، 

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2}) ∪ {𝑣2}. 

𝑣1 اگر  ∈ 𝑆 و 𝑣2, 𝑣3 ∉ 𝑆 حالت( 𝑣3 ∈ 𝑆 و 𝑣1,  𝑣2 ∉ 𝑆،)دهیدگاه قرار آن مشابه است 

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2}) ∪ {𝑣2}. 

,𝑥2. 3حالت  𝑥3 ∈ 𝑆 . اگر 𝑣1, 𝑣2 ∉ 𝑆    یا 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3 ∉ 𝑆گاه قرار دهید، آن 

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}) ∪ { 𝑣1, 𝑣2}. 

,𝑣1 اگر  𝑣3 ∉ 𝑆 گاه قرار دهید، آن 

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}) ∪ { 𝑣1, 𝑣3}. 

,𝑣2 اگر  𝑣3 ∉ 𝑆 گاه قرار دهید، آن 

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}) ∪ { 𝑣2, 𝑣3}. 

,𝑣1 اگر  𝑣2, 𝑣3 ∈ 𝑆گاه قرار دهید ، آن 

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}) ∪ {𝑥, 𝑦} 

,𝑥که در آن  𝑦 ∈ 𝑁({ 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3}) − 𝑆 . 
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|𝑆| ۀاز انداز 𝐺امن دایم در  𝑚− ۀیک مجموع ′𝑆توان بررسی کرد که در هر حالت، به آسانی می   − است. بنابراین  1

𝜎𝑚(𝐺) ≤ |𝑆| −  و لذا 1

𝜎𝑚(𝐺′) = |𝑆| > |𝑆| − 1 ≥ 𝜎𝑚(𝐺). 

𝑠𝑑𝜎𝑚در نتیجه 
(𝐺) ≤ 3. 

𝑠𝑑𝜎𝑚گاه داشته باشد، آن 3مسیری از طول  𝐺اگر گراف  .6لم 
(𝐺) ≤ 3. 

:𝑝فرض کنید فرض کنید  برهان: 𝑣1, 𝑣2, 𝑣3, 𝑣4  در  مسیریک𝐺  باشد. اگر𝑣1 = 𝑣4حاصل  5گاه حکم از لم ، آن

𝑣1می شود. فرض کنید  ≠ 𝑣4  و𝐺′  از𝐺 های با زیرتقسیم یال𝑣1𝑣2 ،𝑣2𝑣3  و𝑣3𝑣4  به ترتیب توسط رئوس𝑥1 ،

𝑥2  و𝑥3 .دهیم نشان می حاصل شود𝜎𝑚(𝐺′) > 𝜎𝑚(𝐺) . فرض کنید𝑆  یک−𝜎𝑚(𝐺′)  مجموعه باشد که شامل

𝑥1 کنیم.های زیر را بررسی می. حالتاست 

𝑆| .1حالت  ∩ {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}| = ,𝑣2اگر . 3 𝑣3 ∉ 𝑆گاه قرار دهید، آن 

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}) ∪ {𝑣2, 𝑣3}. 

𝑣3 اگر  ∈ 𝑆  و𝑣2 ∉ 𝑆  یا 𝑣2 ∈ 𝑆  و𝑣3 ∉ 𝑆 آنگاه به ترتیب قرار دهید ،𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2}) ∪ {𝑣2}  یا

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2}) ∪ {𝑣3} اگر .𝑣2, 𝑣3 ∈ 𝑆  و 𝑣1 ∉ 𝑆  یا𝑣4 ∉ 𝑆دهیدگاه قرار ، آن 

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2}) ∪ {𝑣2, 𝑣4}.. 

𝑆|. 2حالت  ∩ {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}| = ,𝑥1. ابتدا فرض کنید 2 𝑥2 ∈ 𝑆 اگر .𝑣2 ∉ 𝑆آنگاه قرار دهید ، 

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2}) ∪ {𝑣2}. 

𝑣2اگر   ∈ 𝑆 دهید ، آنگاه قرار𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2}) ∪ {𝑤}  که در آن𝑤 ∈ |𝑁𝐺[𝑣2] − 𝑆 . حال فرض کنید

𝑥1, 𝑥3 ∈ 𝑆 در این صورت برای احاطه شدن .𝑥2  باید داشته باشیم|𝑆 ∩ {𝑣2, 𝑣3}| ≥ ,𝑣2. اگر 1 𝑣3 ∈ 𝑆گاه ، آن

′𝑆قرار دهید  = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥2}) ∪ {𝑤} که در آن 𝑤 ∈ (𝑁𝐺(𝑣2) ∪ 𝑁𝐺(𝑣3)) − 𝑆. اگر 𝑣3 ∈ 𝑆  و𝑣2 ∉

𝑆  یا 𝑣2 ∈ 𝑆  و𝑣3 ∉ 𝑆گاه به ترتیب قرار دهید، آن 

𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥3}) ∪ {𝑣2}.  یا𝑆′ = (𝑆 − {𝑥1, 𝑥3}) ∪ {𝑣3} 

𝑆| .3حالت  ∩ {𝑥1, 𝑥2, 𝑥3}| = ,𝑥2. در این صورت 1 𝑥3 ∉ 𝑆 . برای احاطه شدن𝑥2  و𝑥3  باید داشته باشیم

|𝑆 ∩ {𝑣2, 𝑣3, 𝑣4}| ≥ 𝑣3ابتدا فرض کنید . 1 ∉ 𝑆 . در این صورت𝑣2, 𝑣4 ∈ 𝑆 . یک حمله به𝑣3  .را در نظر بگیرید

′𝑆یک پاسخ به این حمله باشد. قرار دهید  𝑆1فرض کنید  = 𝑆1 − {𝑥1} . حال فرض کنید𝑣3 ∈ 𝑆 . اگر𝑣2, 𝑣4 ∈

𝑆گاه قرار دهید ، آن𝑆′ = 𝑆 − {𝑥1}.  اگر𝑣2 ∈ 𝑆  و𝑣4 ∉ 𝑆،  یک حمله به𝑥3  را در نظر بگیرید. فرض کنید𝑆1 

′𝑆 یک پاسخ به این حمله باشد. قرار دهید = (𝑆1 − {𝑥1, 𝑥3}) ∪ {𝑣4} .  اگر𝑣4 ∈ 𝑆  و𝑣2 ∉ 𝑆،  یک حمله به

𝑥2  را در نظر بگیرید. فرض کنید𝑆1 یک پاسخ به این حمله باشد. قرار دهید 

𝑆′ = (𝑆1 − {𝑥1, 𝑥2}) ∪ {𝑣2}. 

|𝑆| ۀاز اندا 𝐺امن دایم در  𝑚− ۀیک مجموع ′𝑆توان بررسی کرد که در هر حالت، به آسانی می   − است. بنابراین  1

𝜎𝑚(𝐺) ≤ |𝑆| −  و لذا 1
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𝜎𝑚(𝐺′) = |𝑆| > |𝑆| − 1 ≥ 𝜎𝑚(𝐺). 

𝑠𝑑𝜎𝑚در نتیجه 
(𝐺) ≤ 3. 

𝐺 ،𝑠𝑑𝜎𝑚در هر گراف همبند  :7 ۀقضی
(𝐺) ≤ 3. 

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺)اگر  ن:برها = حاصل می شود. فرض کنید  3 ۀنتیجیک گراف کامل است و حکم از  𝐺گاه ، آن1

𝑑𝑖𝑎𝑚(𝐺) ≥ حاصل  1یا  5گاه حکم از لم های باشد، آن 3یا مسیری از طول  3دارای دوری از طول  𝐺ر . اگ2

هیچ دوری ندارد و لذا درخت  𝐺. در این صورت باشدنداشته  3مسیری از طول  و 3دوری از طول  𝐺شود. فرض کنید می

 کند.ل می شود و این برهان را کامل میحاص 4 ۀقضی است و حکم از
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