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Introduction 

The aim of this study, is painting of topological surfaces with the least 

number of colors without the distance, and the colors have a border. For this 

purpose, we need a color mapping. In this mapping, we have not any fixed point, 

and we can colorable the map with least colors.  

Definition: Let f∶ X → X be a graph without a fixed point. f is colorable with k 

colors, if there is C={C_1,…,C_K}, where all C_i do not include {(x, f(x)}. Or 

similarly, for every i=1,…, k, there is the equation C_i ∩ f(C_i )=∅. 

Also, we define some concepts such as Compression, Metric, or non-

Compression of space. Also, to achieve the desired result of each space, we 

change the properties of the maps. 

Material and methods 

In this work, first, we define the properties and conditions of the color mapping 

and color number. Also, by the study of properties of each space, we choose the 

best of space. One of the best conditions of this space is the lowest color number 

and higher efficiency. Finally, we proved  that this number is finite, and we can 

do coloring space with some maps and conversely. 

Results and discussion 

In this work, we define the properties and conditions of the color mapping and 

color number. We presented some theorems and Lemma in the article and 

proved them for coloring of any space by coloring map, the coloring number is 
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at least 3 and at most is a n+3. Also, we proved the coloring number finite and 

we can  do coloring space with some maps and conversely. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 the coloring number is at least 3. 

 the coloring number is at most n+3. 

 coloring number is finite and we can do coloring space with 

some maps. 

 We can do the coloring of any space by the finite coloring 

map. 
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ها دارای مرز اما که رنگ در این مطالعه هدف بیان نحوه رنگ آمیزی سططططوو توپولوی کی به تطططورتی

یزی آمتوان با حداقل چه تعداد رنگ رنگو با کمترین عدد رنگی است. اینکه یک سطح را میبدون فاتله 

تورتی شته  شرایط ایجاد تعریف که کرد به  شرط بدون نقطه ثابت بودن را همراه دا شت با  یک نوع نگا

رمال یا ن فضا مانند فشردگی یا پارافشردگی،ت رنگی نامیده و در شرایط مختلف باشد. این نگاشت را نگاش

سی و تحلیل قرار می ستگی و... مورد برر ضا خواص مربوط  گیرد ومتریک بودن و پیو سب با نوع هر ف متنا

شت ضایا و لمبه نگا شود. در ادامه با اثبات ق تل   های متعدد، عددها را تغییر داده تا نتیجه مورد نظر حا

شت سوب به هر یک از نگا شرایط مختص به آن برنگی من شود که به جز ه ها با  ست آورده و اثبات می  د

شرایط خاص هر فضا البته و بسته به  9 یک استنثنا که در متن به آن اشاره شده است این عدد از حداقل

 تواند بسته به شرایط متناهی هم باشد.می n. که یابدافزایش می n+3تا حداکثر 

 

 .1-14(، 2) 8، های ریاضیپژوهش. توپولویی در پذیری رنگ (.1401)؛ مجید، اورعی عرفانیان ؛حمید، دهرخی اورعی عرفانیان: استناد

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-1
2-

12
 ]

 

                             3 / 14

mailto:hamiderfanian23@yahoo.com
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3034-en.html


 
 یدر توپولوژ یریپذرنگ 

 
 

4 

 مقدمه .1

وع این صورت که ابتدا با بررسی ندر این مطالعه هدف رنگ آمیزی سطوح توپولوژکِی با بکارگیری نگاشت است، به 

شت سب با آن تعریف کرده به طوریکه کمترین عدد رنگی را نتیجه بدهد. این نگا شتی را متنا ضا نگا سری ها یف ک 

باقی خواص مربوط به آنها همچون پیوستگی و ... متناسب با و مثل نقطه ثابت بودن تعاریف مشخص خواهند داشت 

های رنگی معروف اسااات یک دید کامل از نگونگی ریف زیر که به تعریف نگاشاااتتعنوع فضاااا ترییر خواهد کرد. 

 دهد.را نشان میهای رنگی انتخاب و نحوه عمل نگاشت

باشاااد تابع f : X → X فرض .1،1تعریف  بت  ثا طه  با f .بدون نق نگ،  k را  نگر ند اگر پوشااا  پذیرر گوی

سته Cب = {C1, … , CK}شد، به طوری که شته با شامل i Cوجوددا شند. یا به {x,f(x})جفتها  شابه برای نبا طور م

iهر = 1, … k رابطه∅ (=i∩ f(Ci C .برقرار باشد 

یک رنگ و به طور مسااتقی   CiهرC پوشاا که در این اساات  بالا تعریفنتیجه بساایار ساااده اما ک یدی در 

 𝑓(Ci) توان نتیجه گرفتمیبه راحتیمذکور شاارطتوجه به نیز رنگ خواهد بود و با f−1(Ci) در پساارنگ اساات. هم

شت، عدد مییک نگاه اجمالی  ست 3توان بیان کرد که حداقل عدد رنگی یک نگا شتپذیدر رنگنه نآ. ا ها ری نگا

جا که امکان بررسی تمام از آن، نوع فضا و نوع پوش  تعریف شده بر روی آن است از اهمیت بسیاری برخوردار است

ست  ص ه این بحث به دور ا ضاها از حو سازی در کل بحث ف سان  سدورف فرض لذا برای یک ضاها ها . شودمیتمام ف

 درصورت استفاده از سایر فضاها در شروع قضیه به آن اشاره خواهد شد.

تر آن، هدف های سادهها است. اثبات این قضیه و خوان پذیری نگاشتمعروف به قضیه رنگی یا همان رنگ 1قضیه

 است. اص ی این مطالعه

ضیه به   Xریختی بدون نقطه ثابت ازباشااد. در نتیجه هر همسااان dimX ≤ nفضااای پارافشاارده و  Xفرض .1 ق

 پذیر است.رنگ، رنگ  n+ 3خودش، با 

ست که  ضیه این ا شردگی قوینکته مورد توجه در این ق شردگی از پاراف ضیه به جای اگرنه ف ست، اما در این ق تر ا

ده شود، پیوسته استفا هانگاشتهای پیوسته استفاده کرد. یعنی اگر لازم باشد از تواناز نگاشتها نمیهمسانریختی

دهد دقت در انتخاب نوع نگاشت از اهمیت بسیاری این نشان می ترییر یابد. 2باید شکل آن به صورت قضیه شماره 

 برخوردار است.

ضیه  شرده   Xفرض .2ق ضای ف سته بدون نقطه ثابت، از dimX ≤ n بایک ف شت پیو شد. هر نگا به خودش،  Xبا

 رنگاست.  n+ 3پذیر با رنگ

   [1اثبات. ]

 نوان بیان کرد.را می 1با استفاده از تعریف زیر ک یتی از نحوه اثبات قضیه 

شردهC(x) بزرگترین عنصر در خانواده .2تعریف  ضای تیخونوف مثلسازیاز همه ف شرده  Xها، از یک ف سازی را ف

 دهند.شان مین  βXنخ گویند و با -استون
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 βXدر اصل یک فضای هاسدورف فشرده همراه با یک نگاشت پیوسته ازX   است، با این شرط که هر نگاشت

شد، تنها به یک صورت منحصر به فرد قابل  K کهزمانی  f : X → Kپیوسته مانند یک فضای فشرده هاسدورف با

که  خواهد شدبه این صورت  1به تعریف بالا طرح اثبات قضیهباشد. باتوجه βf: βX → K ارتقاء به نگاشت پیوسته

 =dimXۀتواناثبات کرد که رابطیابد. همچنین به راحتی میگساااترش می βXنخ_به فضاااای اساااتون Xفضاااای

dimβX  برقرار است. حال فرضf : X → X  یک همسانریختی وX شود ایننگاشت با ه میفشرده باشد و نشان داد

شتر از بعد شرده که بعد آن نابی ضای متریک ف سانریختی( روی یک ف شت بدون نقطه ثابت)حتی یک هم   Xیک نگا

که با دقت انتخاب   Xهایجموعهم-صفراز یک خانواده از ” ای  والمننم”بایستی دارای  Yاست، مزدوج است.فضای

,𝐴1} در واقع رنااگ آمیزی شااااده انااد، باااشااااد. … , 𝐴𝑛+3}از نگاااشاااات ساااااختااه شااااده رویY رنااگ

,Ҩ−1(𝐴1)}آمیزی … , Ҩ−1(𝐴𝑛+3)} را برای نگاشااتf  3کند که این همان عدد ایجاد می +n  را برای عدد رنگی

 مورد نیاز برای آن ازاهمیت زیادی برخوردار کند. برای رسیدن به این هدف، نوع فضا و بیان خواصنگاشت اثبات می

 دهد.این فضا و خواص آن را ارایه می 1است. ل  

 باشند:می برقرارفضای هاسدورف فشرده باشد، در این صورت احکام زیر  X ض. فر1لم

(1 .).dimX ≤ n 

 :کهبه شرط این  ℏ⊆ Bکه برای هر مجموعه متناهیطوریها وجود داشته باشد، بهمجموعه-از صفر Bپایه .(2)

∅ =ℏ∩مجموعه متناهیC ⊂ B  خواص زیر موجود باشد:با 

(a) برای هر عنصرG ∈ C وجود دارد ،F ∈ℏبه طوری کهF ∈ G 

.∩C = ∅. (b) 

(c) هر زیرمجموعه ازG  3با بیشتر از +n عنصر، پوششی از X .است 

  .[2اثبات. ]

شمارای .2لم  شمارایS ⊂ Z(X) برای مجموعه  که  Ʈ ⊃ Sکه رابطهطوری وجود دارد، به T ⊂ Z(X) ، مجموعه 

 باشد.است، برقرار می )*( ازلیست 1 - ۶دارای خواص 

 [٧اثبات. ]

 لیست)*(:

(1 .){Ø, 𝑋}. 

,𝑆 (. برای 2) T ∈ Ʈ  داری. {𝑆 ∩ 𝑇, 𝑆 ∪ 𝑇} ⊂ Ʈ 

,𝑓−1(𝑥)} رابطهT ∈Ʈ رایب(. 3) 𝑓(𝑥)} ⊂ Ʈرقرار است.ب 

 کهطوریبه Ʈمتع ق به H  ،Gمجزا، وجود دارد S,T ∈ T که برای هرطورینرمال است به Ʈشبکه منظ  .(۴)

G ∩ S = ∅ = T ∩ H = X 

 برقرار است.{Tn: n ∈N}∪ = {X \ T} کهطوری بهTn∈Ʈ  رابطه T ∈Ʈبرای هر .(۵)

 با خواص زیر وجود دارد: C ⊂ T مجموعه متناهیℏ =∅به شرط ℏ⊂ T برای هر مجموعه متناهی .(۶)
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C = ∅.(a) 

(b). مجموعه ازهر زیرC   زبا بیشتر اn +  است. Xعنصر پوششی از  1

(c).برای هر عنصر G ∈ C وجود دارد یکFدرℏ به طوری که  F ⊂ℏ.برقرار باشد 

,C1} زیر مجموعه متناهی .(٧) … , Ck}ازƮ 1وجود دارد و برای هر ≤ i ≤ kرابطه ∅ =i ) ∩ Cif(C و 

 C1, … , Ck = X .برقرارخواهد شد 

fنگاشت .3تعریف ∗ : Y → Y  (ریختیطور ضعیف مزدوج گویند اگر نگاشت بدون نقطه ثابت )یا حتی یک همسانبه 

oφf=fهوجود داشته باشد، به قسمی کX → Y :  مثل ∗oφ سازی دوجکافی است یک مزرقرار باشد. برای این منظورب

fبین ∗ : Y → Y  وf : X → X  ساخته شود. 

 ∋ φ(x)را در نظر بگیرید، واضح است که φ(x) = {s ∈ T : x ∈ S}با تعریف φ : X → Y نگاشت :1قضیه اثبات

Y  توسااX  شااده اساات. همچنین فشااردهφ  د:نآیین رواب  زیر به سااادگی به دساات میپوشااا اساات، بنابرا 

𝜑−1(𝑆∗) = 𝑆و φ(𝑆) = 𝑆∗ 

سته  در نهایت fتابع پیو ∗: Y → Y  صورت fبه  ∗(ℏ) = {f (F): F ∈ℏ} ساس رابطه شودتعریف می  Y ∋بر این ا

f ∗(ℏ) زیر به راحتی قابل اثبات است: هایواضح است. حال تساوی 

f ∗(S∗) = (f(S))∗و(f ∗)−1(S∗) = (f −1(S))∗ 

fسااتبدیهی f توان نشااان داد کهپیوسااته اساات. به راحتی می ∗ ریختی بدون نقطه ثابت اساات. سااانیک هم∗

Y حقیقتدر = C1
∗ ∪ … ∪  Ck

∗  زیر برقرار است: ۀرابط دهد کهنشان می i) ∩ Cif(C= ∅است و 

(f(Ci))∗ ∩ Ci
∗ = fو∅ ∗(Ci

∗) ∩ Ci
∗ = ∅ 

f و  φهای تعریف شدهدر نهایت اگر برای نگاشت  در بالا نشان داده شود که:∗

oφf=f ∗oφ 

  ذیر استانجام پ توضیحات بیان شده قبل بیان اثبات قضیهبا  رسد که این امر به سادگیاثبات قضیه به پایان می

 

 استفاده از چند نگاشت روی یک فضا  .2

ضا را نمی ستفاده کرد تواگاهی یک ف ست از نند پوش  نا همگون ا ن با یک پوش  به تنهایی پوش  داد و لازم ا

 برد؟ هتوان از نند نگاشت همزمان برروی یک فضا بهرکند، آیا میجا ذهن را معطوف به خود میحال یک سوال این

ت . به این منظور ابتدا تعریف نگاشرا ایجاد کرد استبرای پاسخ به این سوال ابتدا با شرایطی که برای این کار لازم 

 رنگی که در ابتدا متن بیان شده را باید به شکل زیر ترییر داد.

j فرض برای .0ف تعری = 1, … , l های بدون نقطه ثابتنگاشااتfj: X → X  ها را باموجود باشااند، آنk   ،رنگ

ست پذیررنگ ش  ب C ه گویند، اگرپو = {c1, … , ck} شرط برقرار    j ≤ lو  i ≤ kبرای i ) ∩ ci(cjf= ∅ موجود و 

,f1را رنگ و خود آن را رنگآمیزی برای Cگاه عناصرباشد، آن … , fl  .گویند 

 پردازد.ها ببه بیان عدد رنگی این نوع نگاشتتواند می با توجه به تعریف بالا قضیه زیرحال 
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ضیه  شرده با X [ فرض٩] .3ق ضای پاراف شد و  dimX ≤ nیک ف 1برای X → X i f :با ≤ i ≤ l  سان ریختی هم

1 برای X → X jg :باشااد و فرض  Xبدون نقطه ثابت از ≤ j ≤ k نگاشاات بدون نقطه ثابت ازX  به روی خودش

,f1}باشد، پس … , fl, g1, … , gk}  ه به وسیn + 2l + k +  شود.آمیزی میرنگ، رنگ 1

   [.٧اثبات. ]

اسااتفاده شااود م حظه زیر از اهمیت خاصاای های پیوسااته جا ه  اگر لازم باشااد از نگاشااتمانند قضاایه رنگی این

 برخوردار است.

ظه  گاشااات .1ملاح به برای ن تابع  یب هر دو  که ترک مانی برقرار اسااات  ها ز بالا تن یه  ته، قضااا های پیوسااا

,f1}شکل … , fl, g1, … , gk} .با ه  از دوجهت برابر باشند 

 نویسی کرد.پیوسته به صورت زیر باز هانگاشتتوان قضیه فوق را برای ال با استفاده از م حظه بالا میح

iبرای X → X i f :و X ≤ n  dimیک فضای فشرده با X فرض .0قضیه  = 1, … , l   نگاشت پیوسته بدون نقطه

j برای X : X jg →خودش باشد و فرض به Xثابت از = 1, … , kنگاشت بدون نقطه ثابت ازX شد، به به خودش با

,f1}طوری که هر دو تابع به شکل … , fl, g1, … , gk} ترکیب آنها با ه  از دو جهت برابر است(.  ا ه  مبدل باشندب(

,f1}در نتیجه … , fl, g1, … , gk}  به وسی ه n + 2l + k +  شود.رنگ، رنگ می1

   [1اثبات. ]

ست آوردن کران بالا برای عدد رنگی  ست که برای به د ضیه بالا این ا nنکته مه  در دو ق + 2l + k + بهترین  1

 باشد.k = 1یا  k= 0که شرطی است. بهn, l کار انتخاب کران بالا برای

 هیچ نوع مثالی وجود ندارد.  kبرای مقادیر دیگر. 2ملاحظه 

 آمیزی کرد؟توان با یک نگاشت نند فضا را رنگکه آیا می شودبه ذهن متبادر میحال این سوال 

از اهمیت خاصی برخوردار است. در پاسخ به این سوال باید گفت انتخاب نوع فضا در انتخاب نگاشت متناسب با آن 

پاسااخی مثبت خواهد داشاات که نوع فضاااها با ه  یکسااان باشااد، یا دارای خواص  در نتیجه تنها زمانی این سااوال

ش  ست اجتماعی از همه پو صورت کافی ا شند. در این  شابهی با ضیه م ش  معرفی کرد و ق ها را به عنوان یک پو

 رنگی را برای آن پوش  پیاده نمود.

از  به عنوان مثالبه ذکر اساات عدد رنگی بسااته به نوع توپولوژی معرفی شااده بر روی فضااا نیز متفاوت اساات.  لازم

ضای توپولوژیکی ضاهای توپولوژیک، ف ست،  معروفترین ف سته ا س شخصزیر  ۀضیقگ ضا را م  عدد رنگی این نوع ف

 کند.می

 است.پذیررنگرنگ،  3 گسسته باروی فضای توپولوژیک   φ : D→ Dنگاشت بدون نقطه ثابت .5قضیه 
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   [3اثبات. ]

 هاریختیهای پیوسته با همساننگاشت جایگزینی  .3

ها است، ایجاد شرای  لازم برای این کار با ریختیهای پیوسته به جای همساندر این قسمت هدف استفاده نگاشت

 شود.بیان متفاوتی از قضیه عدد رنگی به شکل زیر میسر می

ضیه  ضای نرمال با Xفرض .6ق سانf : X → X و dimX ≤ n یک ف شد. اگریک هم  f ریختی بدون نقطه ثابت با

 آمیزی کرد.رنگ، رنگ n+3 توان آن را بامی باشد پذیررنگیا  یمتناه

ها اسااتفاده شااده اساات و ریختیتوان فهمید در کدام قساامت اثبات از خواص همسااانحال با اثبات این قضاایه می

سی کرد  سانبرر سته آیا خ  ی در اثبات ایجاد میکه با ترییر هم شت پیو رای اثبات ب .شود یا نهریختی به یک نگا

 د.نآیبه دست می  ٧قضیه اثبات رد ک یدی هست که با استفاده از اابتدا نیاز به مو ۶قضیه 

ضیه  ضای نرمال با  Xفرض .7ق ست و n ≤ ω که dimX ≤ n یک ف ش  باز متناهی از Uا با کاردینال  Xیک پو

3+|U| ≥ n  شد، نیز سان Xf: X → فرضبا شد. در نتیجه تحدید بازیک هم  U از U}  ∈: U U V = {Vریختی با

⋂ رابطه | ℏ| = n+ 3شاارط  به ℏ⊆ U وجود دارد به طوری که برای هر تعداد 𝑉𝑈𝑈∈ℎ  ∪  f−1(VU) = برقرار  ∅

 باشد.

 به شرح زیر است. گزارهبه منظور اثبات این قضیه نیاز به طرح ل  و 

,A فرض .3لم A1, … , Anهای بسته از یک فضا باشند. همچنین فرضزیرمجموعه 𝑉1, … , 𝑉𝑛های بازی زیرمجموعه

Â برقرار باشد، حال اگر رواب V  ⊆i A ∩ Aرابطه  i ≤ nشرط که برای هر باشند به این Xاز = A\ ⋃ Vi
n
i=1 Âiو =

Ai ∪ V̅i گاه برایبرقرار باشد، آن i ≤ n  رواب  A ∪ ⋃ Ai
n
i=1 ⊆  Â  ∪  ⋃ Âi

n
i=1وÂ ∩ ⋂ Âi

n
i=1 ⊆  ⋂ FrVi 

n
i=1 

 برقرار است.

   [٨اثبات. ]

ضای نرمال با Xفرض .3ارهگز Fi رابطه i ≤ m و برای  dimX ≤ nیک ف ⊆ Uj شد، به سته Fiکهطوریبرقرار با ها ب

ها باز   Ujها بسااته وGjه برقرار باشااد به طوری کUjGj⊇  ه  رابطه  j ≤ kها بازباشااند. در نهایت فرض برایU𝑖و

,F̂1های بستهزیرمجموعه گاهآن  m + k ≥ n+ 3باشند. اگر  … , F̂n, Ĝ1, … , Ĝk  ند:با خواص زیر وجود دار 

iبرای  .1 ≤ 1 , F̂i ⊆  Ui و برایj ≤ k  ,Ĝj ⊆  Uj 

2. ⋃ Fi
m
i=1 ⊆  ⋃ F̂i

m
i=1  و⋃ Gj

k
j=1  ⊆  ⋃ Ĝj

k
j=1 

3. ⋂ F̂i
m
i=1 ∩ ⋂ Ĝj

k
j=1 = ∅  

   [٨اثبات. ]

سته ای از ℏفرض .7یه ضثبات قا شامل  Uتحدید ب صر  n+ 3و  شد. فرض  m + k = n+ 3برای  Uمتفاوت ازعن با

φ  رواب = {U1, … , Um, U´
1, … , Uk

´ به  وجود دارند φمتناظر با عناصاار ℏرقرار باشااد، در نتیجه عناصااری ازب {

 رواب  زیر برقرار است: m + k = n+3با در نظر گرفتن   j ≤ kو  i ≤ mطوری که برای

𝐹𝑖 ⊆  𝑈𝑖و𝑓−1[𝐺𝑗] ⊆ 𝑓−1[ 𝑈𝑗] 
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,A1 های بستهموعهمج 3به وسی ه گزاره … , Amو B1, … , Bk  باشند:آیند که دارای خواص زیر میست میبه د 

i(. برای 1) ≤ m  ,F̂i ⊆  Ui  و برایj ≤ k  ,Bj ⊆ f −1[U´
j]  . 

(2 .) ⋃ Fi
m
i=1 ⊆  ⋃ Aj

m
i=1 و⋃ f −1k

j=1 [Gi] ⊆ ⋃ Bj
k
j=1. 

(3 .)⋂ Ai
k
i=1 ∩ ⋂ Bj

k
j=1 = ∅ 

Aj از Gبه جای  j ≤ kترییر یابد و برای هر Aبا Fجای  i ≤ mبرای هر ℏاگر در
ستفاده ´ صر ثابت  شودا سایر عنا و 

j نگه داشاااته شاااوند، برای ≤ k  رابطه Aj
´ = f[Bj]توان ادعا کرد که خانواده به دسااات آید. حال میبه وجود می

شی برای ℏ′آمده ش سته Xپو ست. بنابراین تحدیدی ب شمار می Uاز ا صادفیبه  صر ت را جدا کرده   X  ∈xآید. عن

xاگر ∈ ⋃ Fi
m
i=1  ( استفاده می شود و اگر 2قسمت اول خاصیت )برقرار باشد، ازx ∈ ⋃ Gi

k
j=1 گاه برقرار باشد، آن

  شود:( نتیجه می2با استفاده از قسمت دوم خاصیت )

f −1(x) ∈ ⋃ f −1[Gj]
k

j=1
⊆ ⋃ Bj

k

j=1
 

x به ازای هر   j ≤ kاین اسااااس نتیجه منطقی برای بر ∈ Aj
در هیچ کدام از  xآید. در نهایت اگربه دسااات می´

صر شد درنتیجه ℏ از    Hعنا ست که ℏ′متع ق به نبا ست. همچنین بدیهی ا ⋂ ۀرابط ا 𝐴𝑖
𝑚
𝑖=1 ∩ ⋂ [𝐴𝑗

´𝑘
𝑗=1 ] = ∅ 

 برقرار است.

سب از Vفرض سعید باز منا ضیه  Uو همزمان یک تحدید از ℏ′یک ت ستفاده از ق ست. با ا [ این نتیجه ٨در ]٧.1.1۴ا

ست میه ب fها وVکهطوری دارد، به Vتحدید باز مثل یک Uآید کهد −1(V)ها درφ  شتراکی ندارند. با تکرار با ه  ا

 دست خواهد آمد و اثبات تمام است.به  U، تحدیدی از n+ 3ها با کاردینالVمکرر این روش با هر خانواده از

 سوال مورد نظر را در آن یافت. جواب را اثبات کرد و ۶توان قضیه حال به راحتی می

ضیه  اثبات ش  f کونکترین مقدار برای عدد رنگ آمیزی k فرض .6ق شد و پو U با = {U1, … , Uk} رنگی برای

 آن باشد.

شد. به راحتی میk > n + 3فرض  فرض خلف: شان داد اگربا iتوان ن ≠ j گاه آنUi ≠ Uj سی برقر ست. به و  ۀار ا

 برقرار است رابطه زیر n+ 3با کاردینال  ℏ∈ Uترییر در اصل موضوع فرض کرد برای هر توان بدونمی ۶هقضی

(2) 

⋂ 𝑓(𝑈)
𝑈∈ℏ

∪  𝑓−1(𝑈) = ∅ 

ℏفرض = {𝐹1, … 𝐹𝑘}دیدی بسته ازتحU   1باشد. برای−i ≤ k تعریف می شود: 

Bi = Fi ∪ (Fk ∩ f[X\Ui] ∩ Bi = ∅ 

Jتوان ادعا کرد کهحال می = {B1, … , Bk−1}یک رنگ آمیزی برایf است. بنابراین رابطه f(Bi) ∩ Bi = برقرار  ∅

طهمیاساااات. همچنین f(Bi)توان راب = f(Fi) ∪ [f(Fk) ∩ f −1(X\Ui) ∩ (X\Ui)]   مان بات کرد. این ه را اث

 باشند:رواب  زیر برقرار می شد، بنابراینای است که باید اثبات مینتیجه

∅=  )iF∩ f(i F ,∅=  )Fk∩ f(kF,∅) = Ui\∩ (X i F 
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ست که رابطه ای که میاولین نتیجه  Jبا توجه به پوش  ⋃ توان گرفت این ا Fi
k−1
i=1 ⊆ ⋃ Bi

k−1
i=1.ست حال  برقرار ا

 شود.بات تمام مییک پوش  است در این صورت اث kF اثبات شود که کافی است

f(Ui)}مجموعه  kF∈x با انتخاب عنصر ∪ f −1(Ui): i ≤ k − ن نتیجه گرفت تواگیرد، میمورد بررسی قرار می {1

k که رابطه − 1 ≩ n + ستفاده از رابطه 2 ست و با ا شان داد که می (2) برقرار ا i توان ن ≤ k − وجود دارد به 1

 طوری که:

x ∉ f(Ui) ∪ f −1(Ui) 

   دهد حک  برقرار است.و تناقض آن با فرض خ ف، نتیجه میبرقرار بود   i B ∈xبا توجه به اینکه در ابتدا رابطه

توان به جای می ۶توان به راحتی به سااوال مطرح شااده پاسااخ داد، اینکه آیا در قضاایهها میداشااتهاکنون با این 

 استفاده کرد؟پیوسته  هایها از نگاشتریختیهمسان

سوال می سخ به این  ضیهدر پا سان ۶توان گفت تنها زمانی که در اثبات ق ستفادهریختیاز هم ست، ها ا اثبات  شده ا

ضیه شد. بامی ٧ق شت در نظر با ستفاده از نگا سانگرفتن آن برای ا سته به جای هم  n = 0ها برای ریختیهای پیو

 → f : Xو  Xیک پوش  باز متناهی از Uباشد وبعدی -صفر Xآید. به این صورت که فرض وجود نمیه شک ی بم

X   0یک نگاشااات پیوساااته باشاااد، بنابراین =dimX  اسااات. ازاین رو تحدید بازU} ∈: U U V = {V ازU  با

 ord(V) ≤ شند، امادو مجزا میبهها دوUدارد به طوری که0 ست. با این فرض  Vبا سته ا  ∋ xاگرکه  همچنان واب

X و تنها یک عنصر ازV شاملx  گاه به طور مشابه یک عنصر ازباشد، آن f −1(V)شاملx  .است 

 های پیوسته کارایی ندارد.در مورد نگاشت ٧ های بزرگتر قضیه  nبرای

باشاااد، اگر  f: X → Xفضاااای نرمال و  Xفرض .٨قضیییه  بت  ثا بدون نقطه  ته  ناهی  fتابع پیوسااا ا ی مت

dim پذیررنگ X ≤ nگاهباشد، آن f 3توان به وسی ه را می + nآمیزی کرد.رنگ، رنگ 

ساله می توان f یک رنگ آمیزی متناهی از  Uاثبات. فرض صل م شد، بدون ترییر در ا شرده فرض کرد و   Xبا را ف

شابه میبه سته f : X → X توانطور م شت پیو سترش و  βf : βX → βXرا به نگا ش  باز  Uگ  = ExUرا به پو

{ExU : U ∈ U}  ازβX و گسترش داد dimX = dimβX است. همچنین βX نقطه ثابت ندارد، نون U  متناهی

اساات، حال  f متناظر با  Uاثر یک تحدید خوب از اساات که  βfمتناظر با  ExUاساات. بنابراین یک تحدید خوب از

 برای به دست آوردن نتیجه مورد نظر استفاده کرد. ]1[3.2توان از اثبات پل در قسمتمی

 

 به عددی متناهی n+3تبدیل .0

توان به یک عدد متناهی تبدیل کرد؟ یعنی را میn + 3گیرد که آیا عدد رنگیحال این موضاااوع مورد توجه قرار می

 متناهیارنگ پذیرند؟پذیررنگهای آیا نگاشت

  :هگاه هر نگاشت بدون نقطه ثابت بستالبعد و پارافشرده باشد، آن متناهی   X[ اثبات کرد اگر۶اولین بار فان داون ]

X → X که برای مقدار n < ωو هرx ∈ X  دارای خاصیت |f−1(x)| ≤ n   ،[11است ]پذیررنگا ی متناهیباشد. 

 تواند متناهی باشد.میn +3شود تا نشان داده شود که سوال مطرح شده قضیه زیر ارایه میدر پاسخ به 
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به خودش متناهی  Xریختی بدون نقطه ثابت ازمتناهی البعد و پارافشرده باشد پس هر خودسان X فرض .9قضیه 

 است. پذیررنگ

 ل  زیر در اثبات این قضیه از اهمیت بالایی برخوردار است.

ای مجموعه ℏ ریختی باشد. حال فرضیک همسان  f : X → Xباشد و dimX ≤ n فضای نرمال با X فرض .0لم 

f(F) رابطه F ∈ ℏباشد به طوری که برای هر X های بسته ازمجزا از زیرمجموعه ∩ F = برقرار باشد. در نتیجه  ∅

,A1 ه های بستزیرمجموعه … , A2n+3ازXکه: طوری وجود دارد به 

(a برای هر .)i ≤ 2n + 3,f(Ai) ∩ Ai = ∅ 

(b .)⋃ ℏ ⊆ ⋃ Ai
2n+3
i=1 

با   fباشاااد. باید نشاااان داده شاااود که ریختی بدون نقطه ثابتخودساااان  f: X → Xفرض .9قضیییه ثباتا

 (n + 1) ∗ (2n +  است.  dimX = nپذیراست، در حالی کهرنگ، رنگ(3

شرده و   Xبدون نقطه ثابت و f بنابراین ضع بعدی-nپاراف ش  باز مو ست. حال پو U متناهی یا = {Us}
s∈S 

 X از 

شد، ع وه براین  ord(U) ≤ n وجود دارد به طوری که رابطه  s∩U)sU(f=  رابطه  S  ∈sبرای هربرای آن برقرار با

,V1 خانواده از  n+ 1که مبین اجتماع طوری وجود دارد به Xاز Vنیز برقرار اساات، پوشاا  باز V2, … , Vn+1 اساات

Viو = {Vi,s}s∈S ها جفت به جفت مجزا هساااتند و برای s ∈ S  و i ≤ n + Vi,sرابطه1 ⊆ Us   .برقرار اسااات

ضیه شاهده ۵در ] 3.2.۴ق سته از ℏ. فرضشود[ م ضیه Vتحدید ب ستفاده از ق شد. با ا سادگی ۴در ] 1.۵.1٨ با [ به 

کهداده می نشاااان ماع   ℏشاااود  ,ℏ1 ای از خانواده n+1اجت … , ℏn+1 وℏi = {Fi,s}s∈S   ب که طوری هاسااات. 

s یبرا ∈ Sو 𝑖 ≤ 𝑛 + Fi,sرابطه1 ⊆ Vi,s  ست. در نتیجه برای هر iبرقرار ا ≤ n + 1 ,ℏiوجود دارد که مجزا  های

ستند.  ضعاً Uبنابراینه ست. به راحتی می مو شان داد برای هرمتناهی ا f(F) رابطهF ∈ℏ توان ن ∩ F = برقرار  ∅

f, رابطه iدهد برای هراین نشااان می .اساات ↾ ⋃ ℏi2به وساای هn +  ۴ از ل اساات و با اسااتفاده پذیررنگرنگ،   3

n) به وسی ه f توان نتیجه گرفت کهمی + 1) ∗ (2n +  است.پذیررنگرنگ، (3

 

 بعد فضا با عدد رنگی ۀرابط .5

 پردازد.ی ارتباط عدد رنگی با بعد فضا میشود که به بررسای به نام قضیه الحاقی بیان میهحال قضی

را کونکترین کاردینال از  C(f) یک نگاشااات بدون نقطه ثابت باشاااد، عدد رنگی  f: X → Xفرض . 5تعریف

 گویند. f آمیزی بازرنگ

را ثابت گویند اگر  X از  Aگاه زیرمجموعهبدون نقطه ثابت باشاااد، آن یک نگاشااات f: X → Xاگر .6تعریف 

 برقرار باشد.  f(A) ⊂ Aرابطه

 دهند.نشان می fA  را به وسی ه  f : A → Aتحدید Xاز Aبرای زیرمجموعه ثابت
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های ه ثابت باشد. اگر برای زیرمجموعهیک نگاشت بدون نقط  f : X → Xیک فضای متریک و  Xفرض که .14قضیه

ساوی  Xاز Bو Aثابت صورت رابط  B  ∪X = Aت شد، در این  برقرار خواهد  C(fAC(f) ≤ C(f + (B) −1 ۀبرقرار با

 بود.

 ل  زیر در روند اثبات قضیه بالا از اهمیت زیادی برخوردار هستند.

و  Xزیرفضاااایی ثابت از  Aیک تابع بدون نقطه ثابت و X از Wدر نتیجه زیرمجموعه باز  f: X → Xفرض .5لم

وجود X از  Wباشااد. در نتیجه زیرمجموعه باز fA نیز یک رنگ بسااته از  Aاز زیرفضااای  Cفرض  که زیرمجموعه 

fA که درستی رابطهطوری دارد به
−1(C) ⊂ W برقرار و Wیک رنگ از f .خواهد بود 

fA و Cهایرنگ اثبات.
−1(C)های بسااته و مجزا از زیرفضااایزیرمجموعه A های هسااتند، بنابراین آنها زیرمجموعه

 که:طوری وجود دارند به X از Vو Uهای مجزایرو زیرمجموعههستند. از این Xای ازجداگانه

C ⊂ V وfA
−1(C) ⊂ U 

W با تعریف = U ∩ fA
−1(V)شود کهبه راحتی نشان داده میW یک رنگ باز و شامل fA

−1(C).است   

که باز یا بسااته هسااتند،  f ها ازرنگی  nیک مجموعه از C ثابت ونگاشااتی بدون نقطه   f: X → Xفرض .0گزاره

 وجود دارد. nبا کاردینال بیشتر از f آمیزی باز ازباشد. در نتیجه یکرنگمی

fA را در رنگ آمیزی B توان رنگ بسااتهمی  X = Aو قرار دادن ۵اثبات. با اسااتفاده از ل  
−1(C)ازf  با رنگ بازU 

   باشد. B ⊂ A جایگزین کرد به طوری که

است که شامل رنگ های  X دهد عدد رنگی از یک نگاشت، کونکترین کاردینال از پوش  هایگزاره بالا نشان می

 باز یا بسته است.

 دهد.های باز از فضا را نشان مییرفضای ثابت با یک مجموعه از رنگل  زیر رابطه رنگ آمیزی باز از ز

شت بدون  f : X → X فرض .6لم شد و زیرمجموعهیک نگا ضای ثابت، فرض Xاز Aنقطه ثابت با یک  µیک زیرف

شد. در نتیجه مجموعه m ∈ Nرنگ که mشاملfA رنگ آمیزی از شتر از Vبا اهد وجود خو fرنگ باز از mشامل بی

Aکهطوریداشت به ⊂ ⋃ V .باشد 

ستاندارد، زیر ضایاثبات. به طور ا سته A ف سته از C وجود دارد. در نتیجه µ از Cشامل تحدید ب  fAرنگ پذیری ب

ℏ اساات و رابطه = fA
−1(C)برای هر عضااو ۵ ل آید. به وساای ه به دساات میH ازℏ یک رنگ بازV ازf  وجود دارد

  ر داده و ل  اثبات می شودها قرا Vاین را مجموعه همه Vاست. بنابراین H ⊂ V کهطوریبه

 را اثبات نمود. 11 ۀتوان قضیحال به راحتی می

بات یه اث کهمی. 11قضااا با قرار دادنfB و fA توان فرض کرد  ند.  ناهی دار عدد رنگی مت m هردو  = C(fB) و

 n = C(fA) هایخانواده ۶به وساای ه لV = {Vj│j = 1,2, … , m}و µ = {Ui│i = 1,2, … , n}های بازاز رنگf 

رنگ  n + m با  fیک رنگ آمیزی از V ∪ Wاست. در نتیجه اجتماعB پوش  Vو Aپوش  µآیند کهبه وجود می

گاه اثبات کامل میباشاااد، آن  fهمچنان رنگ آمیزی  V ∪ Wها، پوشااا اگر با برداشاااتن یکی از رنگاسااات.
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W های باز به شااکلای از مجموعهمجموعهشااود. = {Ui|i = 1,2, … , n − 1} ∪ {Vj|j = 1,2, … , m − در {1

R نظر گرفته و = X\ ⋃ Wتوان ادعا کرد کهتعریف کرده حال می R یک رنگ بسته ازf  .است 

 اثبات ادعا:

f یک رنگ اسات. قب  اثبات شاد که Rمنظور ابتدا باید نشاان داد کهبه این  −1(R) ∩ R = برقرار اسات، اکنون ∅

y فرض ∈ f−1(R)توان فرض کرد کهترییر در اصاال مساااله می باشااد، بدون y ∈ A بنابراینA ثابت و f(y) ∈ R 

ست، در نتیجه ست. بنابراین رابطه  R ∈f(y) ا شد، در نتیجهبرقرار می  nU ∈f(y) ا ست و nUبا متع ق  yیک رنگ ا

که برای nUبه با این جه  با تو به i< n ,y هر نیسااات،  جه iU متع ق  به y اسااات، در نتی نیسااات و  Rمتع ق 

fنون −1(R) ∩ R =  یک رنگ است و ادعا اثبات می شود.  Rپس∅ 

بیشتر  f عدد رنگی ۴ است و عناصر آن باز یا بسته هستند. طبق گزاره  f یک رنگ آمیزی از W ∪ {R}مجموعه

nاز + m −                      است.   1

 

 نتایج اصلی .6

ف که سطوح مخت  شوده میو نشان داد شودپیدا می در این مطالعه ابتدا راهی برای رنگ آمیزی سطوح توپولوژیکی

با هر  های رنگی متناسبتعاریف مربوط به نگاشتباشند. های خاصی را دارا میقاب یت رنگ آمیزی به وسی ه نگاشت

ر ادامه دفضا و هر نوع نگاشت را بیان کرد و نشان داد که تعریف نگاشتهای رنگی از انعطاف بسیاری برخوردار است. 

ها به هر فضا بسته به نوع و نیاز آن پرداخت. عدد رنگی برای هر فضا را بسته به نوع و به نحوه تخصیص این نگاشت

ن داد که حداقل آن نند و حداکثر تا نه مقدار می تواند باشد. نشان داد که یک فضا خواص آن بدست آورد به نشا

گی نرا می توان با نند نگاشت رنگ آمیزی کرد اما یک نگاشت را نمی توان همزمان برای نند فضا بکار برد و عدد ر

ضا ا ستقیمی بین عدد رنگی و بعد ف شان داد که آنها از ه  مربوط به آن را نیز پیدا کرد. در نهایت رابطه م یجاد و ن

 منفک نیستند.
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