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Introduction 

Many problems which appear in different sciences such as 

physics, engineering, biology, applied mathematics and different 

branches can be modeled by using fractional integro-differential 

equations. In recent years, some different basis functions have been 

used to estimate the solution of integro-differential equations. In 

this paper, we develop operational matrix method based on 

fractional Jacobi functions to solve fractional order Fredholm, 

Volterra and Fredholm-Volterra integro-differential equations. 

Fractional Jacobi functions have received considerable attention in 

dealing with various problems and equations.  

 Material and methods 

In this scheme, the approximated solution is written in terms of 

fractional Jacobi functions. In this way, firstly we define Riemann-

Liouville fractional operational matrix of fractional order Jacobi 

functions, then by using this matrix and the least squares method 

the solution of equation reduce to a system of algebraic equations 

which is solved through the Newton’s iterative method. In the next 

step we analyze convergence of the solution, and then to confirm 

the theoretical issue we examine some numerical examples. 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
5-

18
 ]

 

                             1 / 20

https://orcid.org/000000000000000
https://orcid.org/0000-0003-0269-4547
mailto:abba.pak1982@gmail.com
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3041-fa.html


Results and discussion 

We solve some test examples by using present technique to 

demonstrate the efficiency, high accuracy and the simplicity of the 

present method, then compare the proposed method with the 

method based on fractional-order Bernoulli functions.The reported 

results demonstrate that there is a good agreement between 

approximate solution and exact solution. Also, the numerical 

results reported in the tables indicate that the accuracy improve by 

increasing the m. Notice that, obtained results confirm that 

proposed method enables us to find some more reasonable 

approximate solutions than fractional-order Bernoulli functions. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 Coefficients of the approximate function via fractional 

Jacobi function are found easily. 

 The main characteristic of this method is that it reduces 

consideration problem to a system of algebraic equations 

which can be easily solved by using Newton’s iterative 

method. 

 The excellence of this method is its generality, which 

includes the fractional order Legendre and Chebyshev 

functions and can solve fractional order Fredholm, 

Volterra and Fredholm-Volterra integro-differential 

equations. 

 It is also easy to use for linear and nonlinear integro-

differential equations and provides good results. 

 

How to cite: Delkhoush,  Z., Arabameri, M. (2022). Solving the fractional order integro-differential equations using 

fractional Jacobi functions.  Mathematical Researches, 8 (4), 74-93.  
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  های کلیدی:واژه

 لدیفرانسی انتگرال معادلات

 ،کسری

  ،متعامد هایایچندجمله

  ،عملیاتی ماتریس

 ،مربعات کمترین روش

 .تقریب بهترین

 

 
 

در این مقاله قصد داریم الگوریتمی عددی برای محاسبه جواب تقریبی معادلات انتگرال 

در روش مورد  .ارائه کنیم دیفرانسیل کسری فردهلم، ولترا و فردهلم ولترای خطی و غیر خطی

شود، بدین ترتیب که ابتدا نظر تقریب جواب معادله بر حسب توابع ژاکوبی کسری انجام می

یس و کار بردن این ماترآید، سپس با بهماتریس عملیاتی کسری توابع ژاکوبی کسری بدست می

م. یکنروش کمترین مربعات، حل معادله اولیه را به حل یک دستگاه معادلات جبری تبدیل می

د ی بعجوییم. در مرحلهی نهایی از روش تکراری نیوتن بهره میبرای حل دستگاه به دست آمده

پردازیم، سپس برای تصدیق مباحث تئوری چند مثال به تحلیل رفتار همگرایی جواب تقریبی می

 دهیم. نتایج بدست آمده حاکی از دقت و کارایی روش  است. مزیتعددی را مورد بررسی قرار می

های لژاندر و انواع چبیشف را در بر ایاین روش جامعیت آن است، که حالت کسری چندجمله

گیرد، همچنین برای معادلات انتگرال دیفرانسیل خطی و غیر خطی به راحتی قابل استفاده می

 دهد.است و نتایج خوبی را ارائه می
 

 
 

های پژوهش. کسری ژاکوبی توابع از استفاده با کسری دیفرانسیل انتگرال معادلات حل(. 1011) ؛مریم، عامریعرب؛ زهرا ،دلخوش: استناد
 .40-39(، 0) 8، ریاضی

  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

نون کرانسیلی کسری و غیر کسری دارند. تا های متعامد، کاربرد بسیار زیادی در زمینه حل انواع معادلات دیفایچندجمله

 تلف ارائه شده است.های مفیدی برای حل مسائل مخهای مرتبط، روشهای متعامد و سایر الگوریتمایبا استفاده از چند جمله

استفاده شده  ]2[ و [1] های هرمیت و برنولی در حل معادلات انتگرال دیفرانسیل به ترتیب درایبه عنوان مثال از چندجمله

عی برای حل عددی های لژاندر به طور وسیایهای ژاکوبی مثل چندجملهایهای خاص چندجملهاست، همچنین حالت

و  [4]، [3] ها اشاره کردتوان به چند مورد از آنمیبه عنوان نمونه  ؛اندگرفتهدیفرانسیل مورد استفاده قرار -معادلات انتگرال

 دوم، [6] های چبیشف نوع اولاییابی به جواب با دقت مناسب از چندجملهدر بسیاری از موارد برای دست . همچنین[5]

 .برای حل معادلات دیفرانسیل کسری استفاده شده است [8] و سوم [7]

  دیفرانسیل کسری به شکل کلی زیر ارائه دهیم.-در این مقاله قصد داریم روشی برای حل معادلات انتگرال

(1) 

𝐷𝜈𝑦(𝑥) = 𝛿 𝑦(𝑥) + 𝑔(𝑥)

+ 𝛿1 ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)[𝑦(𝑡)]𝑞1[𝐷𝜈1𝑦(𝑡)]𝑞2𝑑𝑡
𝑥

0

+ 𝛿2 ∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡)[𝑦(𝑡)]𝑞3[𝐷𝜈2𝑦(𝑡)]𝑞4𝑑𝑡
1

0

, 

 
0 < 𝑥, 𝑡 ≤ 1, 𝑛 − 1 < 𝜈 ≤ 𝑛,    0 ≤ 𝜈1, 𝜈2 ≤ 𝜈, 

,𝑞3 و𝑞4 های جدایی پذیر، هسته 𝑘2و 𝑘1که در آن 𝑞2, 𝑞1 اعداد صحیح مثبت و𝛿2و 𝛿1, 𝛿   ضرایب ثابت و اعداد حقیقی

𝐷𝜈1و𝐷𝜈2جواب مجهول معادله و  𝑦(𝑥)معلوم،  𝑔(𝑥)تابع هستند.  , 𝐷𝜈   نشانگر مشتقات کسری کاپوتو به ترتیب از مراتب

𝜈2و 𝜈1, 𝜈 همچنینهستند . 𝑛 تر از ترین عدد صحیح بزرگکوچک𝜈 باشد.می 

 شوند:( به صورت زیر در نظر گرفته می1) معادلۀشرایط اولیه برای 

(1) 𝑦(𝑖)(0) = 𝜂𝑖 ,           𝑖 = 0,1, … , 𝑛 − 1       

 ها اعداد ثابت حقیقی هستند. 𝜂𝑖که 

ژاکوبی انتقال یافته  توابعبا استفاده از ( 1دیفرانسیل کسری به فرم )-معادلات انتگرالدست آوردن جواب تقریبی ه هدف، ب

مانند لژاندر و انواع چبیشف را در بر  ،های متعامد مهمایهای ژاکوبی، تعدادی از چندجملهای. چندجملهباشدمیکسری 

 ۀهای متعامد ژاکوبی را به بازایچندجمله ۀپردازیم و بازبه بیان مفاهیم مقدماتی مورد نیاز می ابتدا به همین منظور گیرد.می
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( 𝑆𝐹𝐽𝐹𝑠1ته )یافکسری انتقال ژاکوبی  توابعاین ترتیب دهیم، به تغییرات متغیر معادله، انتقال و به حالت کسری تعمیم می

در بخش چهارم ماتریس عملیاتی انتگرال کسری ریمان  ،گیریمبرای تقریب تابع بهره میها 𝑆𝐹𝐽𝐹 از سپس .شوندمی لحاص

پیاده  ینحوهدر ادامه به همگراست.  لیوویل دهیم به عملگر انتگرال کسری ریمانکنیم و نشان میرا معرفی می 𝑆𝐹𝐽𝐹لیوویل

چند مثال عددی را برای تصدیق مباحث  شود. در پایانرایی روش مورد نظر پرداخته میتحلیل رفتار همگو  روش سازی

 پردازیم.گیری میبه نتیجه نهایتاًکنیم و تئوری آزمایش می

 تعاریف و مقدمات
𝜈از مرتبه𝑓 تابع 2انتگرال کسری ریمان لیوویل [9]  . 1 تعریف ≥  :شودمی تعریفبه صورت زیر  0

(3) 

 𝐽𝜈𝑓(𝑥) = {

1

Γ(𝜈)
∫

𝑓(𝑠)

(𝑥 − 𝑠)1−𝜈
𝑑𝑠, 𝜈 > 0, 𝑥 > 0,

𝑥

a

𝑓(𝑥),                               𝜈 = 0.

 

 

𝜈برخی از خواص انتگرال ریمان لیوویل برای  ≥ 𝛾و  0 ≥  [9] به صورت زیر هستند: 1−

(4) 

 𝐽𝜈(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) = 𝐽𝜈𝑓(𝑥) + 𝐽𝜈𝑔(𝑥),  
(5) 

 𝐽𝜈𝑥𝛾 =
Γ(𝛾+1)

Γ(𝛾+𝜈+1)
𝑥𝜈+𝛾. 

 

  :شودمی تعریفبه صورت زیر  𝜈 ۀاز مرتب 𝑓تابع  3یمشتق کسری کاپوتو [9] .2 تعریف

(6) 𝐷𝜈𝑓(𝑥) =
1

Γ(𝑛−𝜈)
∫

𝑓(𝑛)(𝑠)

(𝑥−𝑠)𝜈+1−𝑛 𝑑𝑠,
𝑥

0
   𝑛 − 1 < 𝜈 ≤ 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ, s > 0,  

𝑥 خواص آن برایکه برخی از  >  عبارتند از:  0

(7 ( 𝐷𝜈𝑓(𝑥) = 𝐽𝑛−𝜈𝐷𝑛𝑓(𝑥), 

 

)8( 𝐷𝜈(𝑔(𝑥) + 𝑓(𝑥)) = 𝐷𝜈𝑔(𝑥) + 𝐷𝜈𝑓(𝑥), 
 

                                                           
 

FunctionsShifted Fractional Jacobi  1 
2 Grünwald-Letnikov  
3 Caputo 
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)9( 
𝐷𝜈𝑥𝛾 = {

0,                                𝛾 ∈ ℕ0,𝛾 < [𝜈],

Γ(𝛾 + 1)

Γ(𝛾 − 𝜈 + 1)
𝑥𝛾−𝜈 , 𝛾 ∈ ℕ0, 𝛾 ≥ [𝜈].

 

𝑛اگر  [9]  .1 لم − 1 < 𝜈 ≤ 𝑛 ، 𝑛 ∈ ℕ  و𝑥 >  :در این صورت داریم، 0

(11) 𝐷𝜈𝐽𝜈𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥),  

 

(11) 

 𝐽𝜈𝐷𝜈𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) − ∑ 𝑓(𝑖)(0+)
𝑥𝑖

𝑖!
∙  

𝑛−1

𝑖=0

 

  

,𝛼با پارامترهای ، 𝑛 ۀمرتب های ژاکوبیایچندجمله .3 تعریف 𝛽 > 𝑃𝑛با نماد ،1−
(𝛼,𝛽)

(𝑦) به صورت زیر  و نمایش داده

 [11] ،[11] :شوندتعریف می

(12) 𝑃𝑛
(𝛼,𝛽)

(𝑦) = ∑ 𝐸𝑘
(𝛼,𝛽,𝑛)

(
𝑦 + 1

2
)

𝑘

,

𝑛

𝑘=0

 𝑛 = 0,1,2, … 

 ه در آنک

(13)  𝐸𝑘
(𝛼,𝛽,𝑛)

= (−1)𝑛−𝑘
Γ(𝑛 + 𝛽 + 1)Γ(𝑛 + 𝑘 + 𝛼 + 𝛽 + 1)

Γ(𝑘 + 𝛽 + 1)Γ(𝑛 + 𝛼 + 𝛽 + 1)(𝑛 − 𝑘)! 𝑘!
∙ 

 

𝜒(𝛼,𝛽)(𝑦)های ژاکوبی نسبت به تابع وزن ایچندجمله = (1 + 𝑦)𝛽(1 − 𝑦)𝛼  ۀروی باز 𝐼 = متعامد  [1,1−]

  ها به صورت زیر است:ۀ تعامد آنو رابط هستند

∫ 𝑃𝑖
(𝛼,𝛽)

(𝑦)𝑃𝑗
(𝛼,𝛽)

(𝑦)𝜒(𝛼,𝛽)(𝑦)
1

−1

𝑑𝑦 = 𝑘𝑗
(𝛼,𝛽)

𝛿𝑖𝑗 , 

𝛿𝑖𝑗 کرونکر است وتابع دلتای 

)14( 𝑘𝑗
(𝛼,𝛽)

=
2(𝛼+𝛽+1)Γ(𝑗 + 𝛼 + 1)Γ(𝑗 + 𝛽 + 1)

(2𝑗 + 𝛼 + 𝛽 + 1)Γ(𝑗 + 1)Γ(𝑗 + 𝛼 + 𝛽 + 1)
∙ 

𝐼 از ژاکوبی های ایچندجمله ۀبا انتقال باز = 0 و ایجاد حالت کسری برای [0,1]ه ب [1,1−] < 𝜆 < با استفاده از  1

𝑦،تغییر متغیر  = 2𝑥𝜆 −  ها هستند.  𝑆𝐹𝐽𝐹آیند که همان دست میه به فرم زیر ب توابعی 1
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(15) 

 𝑃𝑛
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥) = ∑ 𝐸𝑘
(𝛼,𝛽,𝑛)

𝑥𝜆𝑘 .

𝑛

𝑘=0

 

 

𝜒(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)تابع وزن نسبت به  ذکر شده، توابع = 𝜆𝑥𝜆𝛽+𝜆−1(1 − 𝑥𝜆)𝛼  بر یکدیگر عمود هستند و  [1,0] ۀبر باز

 ها به شکل زیر است:ۀ تعامد آنرابط

)16( ∫ 𝑃𝑖
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥)𝑃𝑗
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥)
1

0

𝜒(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)𝑑𝑥 = ℎ𝑗
(𝛼,𝛽)

𝛿𝑖𝑗, 

 که

(17) 

 ℎ𝑗
(𝛼,𝛽)

=
Γ(𝑗 + 𝛼 + 1)Γ(𝑗 + 𝛽 + 1)

(2𝑗 + 𝛼 + 𝛽 + 1)Γ(𝑗 + 1)Γ(𝑗 + 𝛼 + 𝛽 + 1)
∙ 

 

 ها 𝑺𝑭𝑱𝑭با استفاده از  تقریب توابع
𝑓هدف این بخش، ساختن بهترین تقریب برای تابع دلخواه  ∈ 𝐿2[0,1]  ی است. به متعامد ژاکوبی کسر توابعبراساس

 پردازیم.های زیر میهمین منظور به بیان لم

,𝑦1}و  لبعد از آنامتناهی یک زیر فضای 𝑌یک فضای هیلبرت،  𝐻اگر  [12] .2لم  𝑦2, … , 𝑦𝑚} ای از به عنوان پایه𝑌  باشد

 :است و داریم ∗𝑦مانند  𝑌دارای بهترین تقریب در  𝑧مانند  𝐻در این صورت هر عضو دلخواهی از 

∥ 𝑧 − 𝑦∗ ∥2
2=

𝐺(𝑧, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚)

𝐺(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚)
∙ 

 به شکل زیر وجود دارد  ∗𝑦،همچنین نمایش منحصر به فردی برای  دترمینان گرام است. 𝐺که 

𝑦∗ = ∑ 𝑐𝑖𝑦𝑖
𝑚
𝑖=1 , 

 :آینددست میه بها از حل دستگاه زیر  𝑐𝑖که 

 

(18) 𝑐1〈𝑦𝑗, 𝑦1〉 + 𝑐2〈𝑦𝑗 , 𝑦2〉 + ⋯ + 𝑐𝑛〈𝑦𝑗, 𝑦𝑛〉 = 〈𝑦𝑗 , 𝑧〉, 𝑗 = 1,2, … , 𝑚. 
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,𝑦1}ی مستقل خطی مجموعه [12] .3لم 𝑦2, … , 𝑦𝑚} فضای هیلبرت در 𝐻  چگال است اگر و فقط اگر برای هر،𝑧 ∈ 𝐻 

𝑚مادامی که  ⟶  داشته باشیم:، ∞

𝐺(𝑧, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚)

𝐺(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑚)
 ⟶ 0.  

𝑌اگر قرار دهیم ، 2و  1های بر اساس لمحال  = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑃0
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥), 𝑃1
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥), … , 𝑃𝑚
(𝛼,𝛽,𝜆)

(x)}،  با توجه به

𝑓 توان هر عضو دلخواهمی از آن است، البعدیک زیرفضای متناهی 𝑌و  ، فضای هیلبرت𝐿2[0,1]که این ∈ 𝐿2[0,1]  را به

 بهترین شکل به صورت زیر تقریب زد: 

(19) 

 
𝑓(𝑥) ≃ 𝑓m(𝑥) = ∑ 𝑐𝑖𝑃𝑖

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥)

𝑚

𝑖=0

= 𝐶𝑇𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥), 

در آنکه   

𝐶𝑇 = [𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑚],   

 و

𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥) = [𝑃0
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥), 𝑃1
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥), … , 𝑃𝑚
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥)]
𝑇

. 

𝑃𝑖توابع( و متعامد بودن 18) ۀبا توجه به رابط
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥) ،داریم: 

(21) 
𝑐𝑖 =

1

ℎ𝑖

(𝛼,𝛽)
∫ 𝑃𝑖

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥)𝑓(𝑥)

1

0

𝜒(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)𝑑𝑥, 𝑖 = 0,1, … , 𝑚. 

𝑓m(𝑥)  بهترین تقریب برای تابع𝑓(𝑥)  نسبت به هر تقریب دلخواه𝑔 :است، به قسمی که 

∀𝑔 ∈ 𝑌, ∥ 𝑓 − 𝑓𝑚 ∥≤∥ 𝑓 − 𝑔 ∥, 

𝑚مادامی که و  → 𝑓‖ داریم ∞ − 𝑓𝑚‖ → 0. 

 𝑺𝑭𝑱𝑭ماتریس عملیاتی انتگرال کسری 
تقریبی از عملگر کسری  باشد، کهمی 𝑆𝐹𝐽𝐹آوردن ماتریس عملیاتی انتگرال ریمان لیوویل  به دستهدف اصلی این بخش 

 کنیم:است. فرض می 𝑆𝐹𝐽𝐹 انتگرال ریمان لیوویل 

(21) 

 𝐽𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥) ≃ 𝐼𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥), 

 شود. زیر بیان و اثبات می ۀاست که در قالب قضی 𝐼𝜈 ۀهدف محاسب
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ν ۀاز مرتب 𝑆𝐹𝐽𝐹ماتریس عملیاتی انتگرال کسری ریمان لیوویل  𝐼𝜈فرض کنید .0 ۀقضی > باشد، در این صورت  0

 اند:های آن به صورت زیر قابل محاسبهدرایه

 

(22) 

 𝐼𝑖𝑗
ν = ∑ ∑ 𝐸𝑘

(𝛼,𝛽,𝑖)
𝐸𝑙

(𝛼,𝛽,𝑗) Γ(𝜆𝑘 + 1)Γ(𝛼 + 1)

ℎ𝑗
(𝛼,𝛽)

Γ(𝜆𝑘 + 𝜈 + 1)

𝑗

𝑙=0

𝑖

𝑘=0

Γ(𝑘 + 𝑙 + 𝜈
𝜆⁄ + 𝛽 + 1)

Γ (𝑘 + 𝑙 +
𝜈
𝜆

+ 𝛼 + 𝛽 + 2)
, 𝑖, 𝑗 = 0,1, … , 𝑚 ∙ 

 

(𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥))( در بردار 21) ۀرابط با ضرب طرفین اثبات.
𝑇

 ها داریم: 𝑆𝐹𝐽𝑃( برای 16خاصیت تعامد )با توجه به و  

(23) 𝐼ν = 〈𝐽𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆,)(𝑥), (𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥))
𝑇

〉 𝒟−1, 
 

,𝐽𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆,)(𝑥)〉که  (𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥))
𝑇

𝑚یدو ماتریس مربعی از مرتبه  𝒟−1و  〈 + ستند و به صورت زیر تعریف ه 1

 شوند:می

〈𝐽𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆,)(𝑥), (𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥))
𝑇

〉 = {〈𝐽𝜈𝑃𝑖
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥), 𝑃𝑗
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥)〉}
𝑖,𝑗=0

𝑚

, 

 همچنین

𝒟−1 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 {
1

ℎ𝑖

(𝛼,𝛽)
}

𝑖=0

𝑚

. 

 دهیم:اکنون قرار می

(24) 

 𝜌𝑖𝑗 = 〈𝐽𝜈𝑃𝑖
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥), 𝑃𝑗
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥)〉 = ∫ 𝐽𝜈𝑃𝑖
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥)𝑃𝑗
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥)𝜒(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)𝑑𝑥,
1

0

 

 

 داشت:( خواهیم 5با استفاده از )

𝐽𝜈𝑃𝑖
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥) = ∑ 𝐸𝑘
(α,β,𝑖)

𝑖

𝑘=0

Γ(𝜆𝑘 + 1)

Γ(𝜆𝑘 + 𝜈 + 1)
𝑥𝜆𝑘+𝜈 , 
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 توان نوشت:سپس می

𝜌𝑖𝑗 = ∑ 𝐸𝑘
(𝛼,𝛽,𝑖) Γ(𝜆𝑘 + 1)

Γ(𝜆𝑘 + 𝜈 + 1)
∫ 𝑥𝜆𝑘+𝜈𝑃𝑗

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥)𝜒(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)𝑑𝑥

1

0

,

𝑖

𝑘=0

 

 بنابراین

𝜌𝑖𝑗 = ∑ ∑ 𝐸𝑘
(𝛼,𝛽,𝑖)

𝐸𝑙
(𝛼,𝛽,𝑗) Γ(𝜆𝑘 + 1)

Γ(𝜆𝑘 + 𝜈 + 1)

𝑗

𝑙=0

𝑖

𝑘=0

Β(𝑘 + 𝑙 + 𝜈
𝜆⁄ + 𝛽 + 1, 𝛼 + 1). 

                                                       ■( اثبات کامل خواهد شد.  23در ) 𝜌𝑖𝑗با جایگذاری و ( 24) با توجه به . حال تابع بتا است 𝛣در آن  که

  .به عملگر انتگرال کسری ریمان لیوویل همگراست 𝑆𝐹𝐽𝐹نشان دهیم ماتریس عملیاتی انتگرال ریمان لیوویل در ادامه

𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)فرض کنید  .5ۀ قضی = [𝑃0
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥), 𝑃1
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥), … , 𝑃𝑚
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥)]𝑇، 𝐽𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)  نشانگر

تعریف  𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)ماتریس عملیاتی انتگرال ریمان لیوویل  𝐼𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)و 𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)انتگرال کسری ریمان لیوویل 

𝑛  مادامی کهگاه ( باشد، آن22) ۀشده در رابط ⟶ ∞ ،|𝐼𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥) − 𝐽𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)| ⟶ 0. 

 دهیمقرار می اثبات.

𝐸 = 𝐽𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥) − 𝐼𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥), 

 داریم

‖𝐸‖ = ‖𝐽𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)

− ∑ ∑ 𝐸𝑘
(𝛼,𝛽,𝑖)

𝐸𝑙
(𝛼,𝛽,𝑗) Γ(𝜆𝑘 + 1)

Γ(𝜆𝑘 + 𝜈 + 1)

𝑗

𝑙=0

𝑖

𝑘=0

Β(𝑘 + 𝑙 + 𝜈
𝜆⁄ + 𝛽 + 1, 𝛼

+ 1)𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)‖, 

≤ ∑ 𝐸𝑘
(𝛼,𝛽,𝑖) Γ(𝜆𝑘 + 1)

Γ(𝜆𝑘 + 𝜈 + 1)

𝑖

𝑘=0

‖𝑥𝑘𝜆 − ∑ 𝜎𝑗𝑃𝑗
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥)

𝑚

𝑗=0

‖, 
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∑کهحال با توجه به این 𝜎𝑗𝑃𝑗
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥)𝑚
𝑗=0 بهترین تقریب برای𝑥𝑘𝜆  توان نوشتمی 2 ۀقضیاست، به استناد 

‖𝐸‖ ≤ ∑ 𝐸𝑘
(𝛼,𝛽,𝑖) Γ(𝜆𝑘 + 1)

Γ(𝜆𝑘 + 𝜈 + 1)

𝑖

𝑘=0

(
𝐺 (𝑥𝑘𝜆 , 𝑃0

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥), 𝑃1

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥), … , 𝑃𝑚

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥))

𝐺 (𝑃0

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥), 𝑃1

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥), … , 𝑃𝑚

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥))

)

1
2

. 

یعنی  𝑚 توان دید در صورتی کهوضوح میه بچگال هستند،  𝐿2[0,1]ها در ایو با توجه به اینکه چندجمله 3با توجه به لم 

 ■ تگرال نیز به صفر میل خواهد کرد.نهایت میل کند، نرم بردار خطای ماتریس عملیاتی انها به بی 𝑆𝐹𝐽𝐹تعداد 

 ها و تحلیل همگرایی 𝑺𝑭𝑱𝑭( با استفاده از 1حل معادله )

 پردازیم.مین آحال که تمامی مقدمات لازم جهت ارائه روش را در اختیار داریم، به بیان نحوه اجرای 

ترکیب خطی متناهی از ( را با استفاده از 1در سمت چپ ) ،𝐷𝜈𝑦(𝑥) عبارت، (19) رابطۀبرای شروع، ابتدا با توجه به  

𝑆𝐹𝐽𝐹  زنیمتقریب میها: 

(25) 
𝐷𝜈𝑦(𝑥) ≃ 𝐷𝜈𝑦𝑚(𝑥) = ∑ 𝑐𝑖𝑃𝑖

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥) = 𝐶𝑇𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥),

𝑚

𝑖=0

 

 خواهیم داشت:( 2و )( 11) ( و با استفاده از روابط25بر طرفین ) 𝜈 ۀعملگر انتگرال کسری ریمان لیوویل از مرتب تأثیربا 

(26) 

 𝑦(𝑥) ≃ 𝑦𝑚(𝑥) = 𝐽𝜈 ∑ 𝑐𝑖𝑃𝑖
(𝛼,𝛽,𝜆)

(𝑥)

𝑚

𝑖=0

+ ∑ 𝜂𝑖

𝑥𝑖

𝑖!

𝑛−1

𝑖=0

∙ 

 
 ( داریم:4اکنون با توجه به )

(27) 

 𝑦(𝑥) ≃ 𝑦𝑚(𝑥) = ∑ 𝑐𝑖𝐽
𝜈𝑃𝑖

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥) + ∑ 𝜂𝑖

𝑥𝑖

𝑖!

𝑛−1

𝑖=0

𝑚

𝑖=0

∙ 

 :داریم (21) رابطۀضرایب تقریب از  ۀ، با محاسبها  تقریب بزنیم 𝑆𝐹𝐽𝐹( بر حسب 19) رابطۀطبق  را  𝑥𝑖اگر 

(28) 

 𝑦(𝑥) ≃ 𝑦𝑚(𝑥) = 𝐶𝑇𝐼𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥) + 𝐴𝑇𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥), 
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 داریم: (27) ۀبر طرفین رابط 𝐷𝜈1عملگر  تأثیرکنیم. با به صورت زیر عمل می 𝐷𝜈2𝑦(𝑥)و  𝐷𝜈1𝑦(𝑥)حال برای 

𝐷𝜈1𝑦(𝑥) ≃ 𝐷𝜈1𝑦𝑚(𝑥) = ∑ 𝑐𝑖𝐷
𝜈1𝐽𝜈𝑃𝑖

(𝛼,𝛽,𝜆)
(𝑥) + ∑

𝜂𝑖

𝑖!
𝐷𝜈1𝑥𝑖

𝑛−1

𝑖=0

𝑚

𝑖=0

 

 داریم: 1لمو ( 7اکنون با توجه به )

𝐷𝜈1𝑦(𝑥) ≃ 𝐷𝜈1𝑦𝑚(𝑥) = ∑ 𝑐𝑖𝐽
𝜈−𝜈1𝑃𝑖

(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)

𝑚

𝑖=0

+ ∑ 𝜂𝑖

𝑥𝑖−𝜈1

Γ(𝑖 − 𝜈1 + 1)
,

𝑛−1

𝑖=0

 

 خواهیم داشت:( 21) رابطۀو استفاده از ( 19) رابطۀبنا به  𝑥𝑖−𝜈1 جملۀحال با تقریب 

(29) 

 𝐷𝜈1𝑦(𝑥) ≃ 𝐷𝜈1𝑦𝑚(𝑥) = 𝐶𝑇𝐼(𝜈−𝜈1)𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥) + 𝐴1
𝑇𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥), 

 توان نشان داد:با روندی مشابه می

(31) 

 𝐷𝜈2𝑦(𝑥) ≃ 𝐷𝜈2𝑦𝑚(𝑥) = 𝐶𝑇𝐼(𝜈−𝜈2)𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥) + 𝐴2
𝑇𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥), 

𝐴2بردار  در نتیجه، ضرایب تقریب و با روندی مشابه فوق 𝑥𝑖−𝜈2که با تقریب 
𝑇 .قابل محاسبه است 

 کنیم.( به شکل زیر عمل می1) رابطۀهای سمت راست اکنون برای انتگرال

 توان نوشت:ها میانتگرال ۀپذیر بودن هستبه جداییبا توجه 

(31) 

 𝑘1(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑀𝑖(𝑥)𝑁𝑖(𝑡),

𝑚1

𝑖=1

 

(32) 

 𝑘2(𝑥, 𝑡) = ∑ 𝑅𝑖(𝑥)𝑆𝑖(𝑡),

𝑚2

𝑖=1

 

 اعداد صحیح مثبت هستند. 𝑚1 و𝑚2که اعداد 
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 ( داریم:31( و )29(، )28) با در نظر گرفتن

(33) 

 

𝑈1(𝑥) = ∫ 𝑘1(𝑥, 𝑡)[𝑦(𝑡)]𝑞1[𝐷𝜈1𝑦(𝑡)]𝑞2𝑑𝑡 ≃ 𝑈1𝑚(𝑥)
𝑥

0

= ∑ 𝑀𝑖(𝑥) ∫ 𝑁𝑖(𝑡)[𝐶𝑇𝐼𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)

𝑥

0

𝑚1

𝑖=1

+ 𝐴𝑇𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)]
𝑞1

[𝐶𝑇𝐼𝜈−𝜈1𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥) + 𝐴1
𝑇𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)]

𝑞2
𝑑𝑡, 

 

 ( داریم:32( و )31(، )28) همچنین با در نظر گرفتن

(34) 

 

𝑈2(𝑥) = ∫ 𝑘2(𝑥, 𝑡)[𝑦(𝑡)]𝑞3[𝐷𝜈2𝑦(𝑡)]𝑞4𝑑𝑡 ≃ 𝑈2𝑚(𝑥)
1

0

= ∑ 𝑅𝑖(𝑥) ∫ 𝑆𝑖(𝑡)[𝐶𝑇𝐼𝜈𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)

1

0

𝑚2

𝑖=1

+ 𝐴𝑇𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)]
𝑞3

[𝐶𝑇𝐼𝜈−𝜈2𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥) + 𝐴2
𝑇𝑃(𝛼,𝛽,𝜆)(𝑥)]

𝑞4
𝑑𝑡, 

 ( خواهیم داشت:1( در )34)-(25های )اکنون با جایگذاری عبارت

(35)  𝐷𝜈𝑦𝑚(𝑥) − 𝛿𝑦𝑚(𝑥) − 𝑔(𝑥) − 𝛿1𝑈1𝑚(𝑥) − 𝛿2𝑈2𝑚(𝑥) ≃ 0, 

 کنیم:با استفاده از الگوریتم روش کمترین مربعات، تعریف می

(36)  𝑄[𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑚] = ∫(𝐷𝜈𝑦𝑚(𝑥) − 𝛿𝑦𝑚(𝑥) − 𝑔(𝑥) − 𝛿1𝑈1𝑚(𝑥) − 𝛿2𝑈2𝑚(𝑥))
2

𝑑𝑥.

1

0

 

,𝑐0ضرایب مجهول  ۀحال برای محاسب 𝑐1, … , 𝑐𝑚 دهیم:قرار می 

(37)  𝜕𝑄

𝜕𝑐𝑘
= 0, 𝑘 = 0,1, … , 𝑚. 

𝐶، بردار ضرایب مجهول نیوتنبا حل دستگاه معادلات به روش تکراری  = [𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑚] آید که با جایگذاری به دست می

 آید.جواب تقریبی معادله به دست می ،(28آن در )
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به )با جایگذاری ضرایب ( 28) ۀآمده از رابط به دستجواب تقریبی  𝑦𝑚(𝑥) ( و1) معادلۀجواب دقیق  𝑦(𝑥) اگر .6ۀ قضی

 داریم: ،باشد ((37)آمده از  دست

lim
𝑚→∞

∫(𝑦(𝑥) − 𝑦𝑚(𝑥))
2

𝑑𝑥 = 0

1

0

 

 :کنیم( به صورت زیر تعریف می35) رابطۀرا بر اساس 𝐸𝑚  ابتدا تابع اثبات.

𝐸𝑚 = 𝐷𝜈𝑦𝑚(𝑥) − 𝛿𝑦𝑚(𝑥) − 𝑔(𝑥) − 𝛿1𝑈1𝑚(𝑥) − 𝛿2𝑈2𝑚(𝑥). 

lim برای اثبات قضیه کافی است نشان دهیم
𝑚→∞

‖𝐸𝑚‖2 = [∫ 𝐸𝑚
2𝑑𝑥

1

0
]

1

2
= 0. 

 

lim
𝑚→∞

‖𝐸𝑚‖2 = lim
𝑚→∞

‖𝐷𝜈𝑦𝑚(𝑥) − 𝛿𝑦𝑚(𝑥) − 𝑔(𝑥) − 𝛿1𝑈1𝑚(𝑥) − 𝛿2𝑈2𝑚(𝑥)‖2 

                     = lim
𝑚→∞

‖𝐷𝜈𝑦𝑚(𝑥) − 𝛿𝑦𝑚(𝑥) − 𝑔(𝑥) − 𝛿1𝑈1𝑚(𝑥) − 𝛿2𝑈2𝑚(𝑥)

− (𝐷𝜈𝑦(𝑥) − 𝛿𝑦(𝑥) − 𝑔(𝑥) − 𝛿1𝑈1(𝑥) − 𝛿2𝑈2(𝑥))‖
2

, 

                     ≤ lim
𝑚→∞

 [ ‖𝐷𝜈𝑦𝑚(𝑥) − 𝐷𝜈𝑦(𝑥)‖2 + |𝛿|‖𝑦𝑚(𝑥) − 𝑦(𝑥)‖2  

+ |𝛿1|‖𝑈1𝑚(𝑥) − 𝑈1(𝑥)‖2 + |𝛿2|‖𝑈2𝑚(𝑥) − 𝑈2(𝑥)‖2 ].  

توان می 3و لم  2 لمساخته شده است، با استفاده ازکسری متعامد ژاکوبی  توابعها بر اساس که تمام تقریبحال با توجه به این

limگرفت تیجه ن
𝑚→∞

‖𝐸𝑚‖2 = 0. ■ 

 نتایج عددی

  ]2[: کسری خطی زیر را در نظر بگیرید یمعادله انتگرال دیفرانسیل ولترا .1مثال 

𝐷0.5𝑦(𝑥) = 𝑦(𝑥) +
8

3Γ(0.5)
𝑥1.5 − 𝑥2 −

1

3
𝑥3 + ∫ 𝑦(𝑡)𝑑𝑡,

𝑥

0

  0 < 𝑥 ≤ 1,        

𝑦(0) = 0. 

𝑦(𝑥)جواب دقیق مسئله عبارت است از = 𝑥2. 

𝛼 های ژاکوبی با پارامتر توابعمقادیر خطای مطلق جواب تقریبی معادله بر اساس  1جدول = 𝛽و 0.5− = از  0

𝜆یمرتبه = 0.5,  جملات از تعداد کمی، تنها با استفاده از شودمشاهده میدهد. همان طور که در جدول را نشان می  1

کسری دقت جواب به طور غیرژاکوبی  توابع اما برای حالتای برخوردار است. جواب تقریبی از دقت قابل ملاحظه(، 19)بسط 

 چشمگیری کاهش پیدا کرده است.
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𝛼های ژاکوبی، به ازای پارامتر توابعمقادیر خطای مطلق جواب تقریبی با استفاده از بسط  2همچنین در جدول = 𝛽 = 0 ،

 کند. ایم که نتایج مشابهی را ارائه میمورد بررسی قرار داده 1 یعنی توابع لژاندر کسری را برای مثال

 

𝛼برای پارامترهای 1مثال مقادیر خطای مطلق جواب تقریبی .1جدول = 𝛽و   1/5− = 𝑚 ازایبه ، 1 = 𝜆 و  3,4 =                                                   مختلف در نقاط گره 1/5,1

 𝛼 = − 5/1 , 𝛽 = 1 

𝜆 = 1 𝜆 = 1/5 

𝑚 = 4 𝑚 = 4 𝑚 = 3 𝑥 

4/61 × 11
−6

 45/3 × 11
−14

 44/4 × 11
−3

 
1/1 

6/16 × 11
−6

 1/61 × 11
−14

 89/3 × 11
−3

 
2/1 

92/1 × 11
−6

 25/3 × 11
−14

 78/6 × 11
−3

 
3/1 

83/2 × 11
−6

 31/2 × 11
−14

 54/5 × 11
−3

 
4/1 

13/5 × 11
−6

 21/3 × 11
−17

 52/1 × 11
−3

 
5/1 

75/3 × 11
−6

 58/2 × 11
−14

 21/2 × 11
−3

 
6/1 

6/12 × 11
−7

 53/4 × 11
−14

 31/4 × 11
−3

 
7/1 

37/5 × 11
−6

 17/5 × 11
−14

 96/4 × 11
−3

 
8/1 

6/11 × 11
−6

 57/3 × 11
−14

 54/2 × 11
−3

 
9/1 

 

𝛼برای پارامترهای 1مثال مقادیر خطای مطلق جواب تقریبی .2جدول = 𝛽و   1 = 𝑚ازای به ،  1 = 𝜆 و  3,4 =  مختلف در نقاط گره 1/5,1
 𝛼 =  𝛽 = 1 

𝜆 = 1 𝜆 = 1/5 

𝑚 = 4 𝑚 = 4 𝑚 = 3 𝑥 

5/62 × 11
−5

 81/3 × 11
−15

 39/3 × 11
−3

 
1/1 

11/1 × 11
−4

 42/8 × 11
−15

 17/6 × 11
−3

 
2/1 

48/2 × 11
−5

 4/69 × 11
−15

 25/3 × 11
−3

 
3/1 

6/12 × 11
−5

 21/2 × 11
−15

 54/1 × 11
−3

 
4/1 

32/9 × 11
−5

 75/8 × 11
−15

 86/5 × 11
−3

 
5/1 

15/5 × 11
−5

 1/16 × 11
−14

 89/7 × 11
−3

 
6/1 

3/86 × 11
−5

 9/16 × 11
−15

 25/6 × 11
−3

 
7/1 

17/1 × 11
−4

 58/4 × 11
−16

 64/1 × 11
−4

 
8/1 

85/3 × 11
−5

 1/86 × 11
−14

 22/1 × 11
−2

 
  9/1 
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را با استفاده از توابع برنولی کسری  1انتگرال دیفرانسیل ولترای کسری ارائه شده در مثال  ۀخانی و همکارانش معادلرحیم

آورده شده است که در مقایسه با  3در جدول  ]2[. جدول خطای مطلق حاصل از روش استفاده شده در ]2[اند حل کرده

های با دقت بالاتر نتیجه جواب 𝑚به ازای مقادیر کوچکتر حاضر شود که روش ارائه شده در مقاله مشاهده می 2و  1جداول 

 تر به جواب با دقت مناسب رسیده است.سریع دهد. همچنین به علت حجم محاسبات کمتر، الگوریتم روش حاضرمی

𝑚ه ازای ببا استفاده از توابع برنولی  1. مقادیر خطای مطلق مثال 3جدول  = 5,  7 , 𝜆و  9  = 1/5,1, 2(]2[) . 

𝜆 = 2  𝜆 = 1 𝜆 = 5/1   

𝑚 = 5 𝑚 = 9 𝑚 = 7 𝑚 = 5 𝑚 = 5 𝑥 

33/5 × 11
−3

 18/2 × 11
−6

 6/99 × 11
−6

 4,41 × 11
−5

 16/7 × 11
−14

 
1/1 

84/4 × 11
−3

 2/16 × 11
−6

 98/9 × 11
−7

 17/3 × 11
−5

 33/6 × 11
−15

 
3/1 

11/7 × 11
−3

 47/4 × 11
−7

 9/76 × 11
−7

 75/2 × 11
−6

 18/9 × 11
−14

 
5/1 

16/1 × 11
−3

 54/2 × 11
−6

 21/9 × 11
−7

 2/61 × 11
−5

 35/3 × 11
−14

 
7/1 

61/1 × 11
−3

 93/1 × 11
−6

 13/1 × 11
−5

 4/61 × 11
−5

 1/17. × 11
−13

 
9/1 

 

 ]13[ :معادله انتگرال دیفرانسیل فردهلم کسری زیر را در نظر بگیرید .2مثال

𝐷0.5𝑦(𝑥) =

8
3 𝑥

3
2 − 2𝑥

1
2

√𝜋
+

𝑥

12
+ ∫ 𝑥𝑡[𝑦(𝑡)]𝑑𝑡,

1

0

         0 < 𝑥 ≤ 1 

𝑦(0) = 0. 

𝑦(𝑥) عبارت است از این معادلهجواب دقیق  = 𝑥2 − 𝑥 .  

 حل شده است.   𝜆و  𝛼 ،𝛽 ،𝑚 با استفاده از توابع ژاکوبی کسری به ازای مقادیر متفاوت 2ارائه شده در مثال  معادلۀ

𝛼 هایبرای پارامتر 2مثالشامل مقادیر خطای مطلق جواب تقریبی  4جدول = 𝛽 و 0.5 = 𝑚 ازای  به 0 =  و  3,4

𝜆 = 0.5, ، دقت 𝑚شود با افزایش همچنین ملاحظه می ژاکوبی کسری است. توابعدقت بالای  ۀکه نشان دهندمی باشد 1

 یابد.جواب نیز افزایش می

 

𝛼های ژاکوبی با پارامتر توابع 2 مثالبرای  = 𝛽 = های چبیشف نوع دوم از نوع کسری هستند ایکه همان چندجمله 0.5

 قابل مشاهده است. 5ایم که نتایج آن در جدول را نیز بررسی کرده
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𝛼برای پارامترهای 2مثال مطلق جواب تقریبیمقادیر خطای  .4جدول = 𝛽و   1/5 = 𝑚ازای به ،  1 = 𝜆 و  3,4 =                                             مختلفدر نقاط گره  1/5,1
  𝛼 = 5/1 , 𝛽 = 1 

𝜆 = 1 𝜆 = 1/5 

𝑚 = 4 𝑚 = 4 𝑚 = 3 𝑥 

11/9 × 11
−4

 17/3 × 11
−15

 22/7 × 11
−4

 
1/1 

1/16 × 11
−3

 71/8 × 11
−15

 54/4 × 11
−3

 
2/1 

28/1 × 11
−5

 4/61 × 11
−15

 53/3 × 11
−3

 
3/1 

11/1 × 11
−3

 28/3 × 11
−15

 26/1 × 11
−3

 
4/1 

28/1 × 11
−3

 14/1 × 11
−17

 67/3 × 11
−3

 
5/1 

12/4 × 11
−4

 1/36 × 11
−14

 55/5 × 11
−3

 
6/1 

98/9 × 11
−4

 11/1 × 11
−14

 43/4 × 11
−3

 
7/1 

66/1 × 11
−3

 39/2 × 11
−15

 11/8 × 11
−4

 
8/1 

3/46 × 11
−4

 54/2 × 11
−14

 11/1 × 11
−3

 
9/1 

 

𝛼برای پارامترهای 2مثال مقادیر خطای مطلق جواب تقریبی  .5جدول = 𝛽 = 𝑚ازای ، به   1/5 = 𝜆 و  3,4 =                                                                                  در نقاط گره مختلف 1/5,1
  𝛼 =  𝛽 = 1/5 

𝜆 = 1 𝜆 = 1/5 

𝑚 = 4 𝑚 = 4 𝑚 = 3 𝑥 

18/1 × 11
−3

 15/4 × 11
−15

 26/1 × 11
−3

 
1/1 

23/4 × 11
−4

 99/1 × 11
−14

 46/3 × 11
−3

 
2/1 

34/4 × 11
−5

 29/1 × 11
−14

 61/3 × 11
−3

 
3/1 

12/9 × 11
−4

 21/4 × 11
−15

 12/1 × 11
−3

 
4/1 

31/7 × 11
−4

 11/2 × 11
−14

 11/2 × 11
−3

 
5/1 

19/1 × 11
−5

 2/96 × 11
−14

 17/4 × 11
−3

 
6/1 

37/8 × 11
−4

 35/2 × 11
−14

 12/4 × 11
−3

 
7/1 

15/1 × 11
−3

 31/2 × 11
−15

 86/4 × 11
−4

 
8/1 

44/4 × 11
−4

 23/5 × 11
−14

 37/7 × 11
−2

 
9/1 

 ]2[: در نظر بگیرید به همراه شرایط اولیه داده شده معادله انتگرال دیفرانسیل فردهلم ولترا غیر خطی زیر را .3مثال 

𝐷2.2𝑦(𝑥) =
Γ(4)

Γ(1.8)
𝑥0.8 −

5

56
𝑥8 −

1

40
𝑥 +

1

44
+

1

3
∫ (𝑥 + 𝑡)[𝑦(𝑡)]2𝑑𝑡

𝑥

0

+
1

4
∫(𝑥 − 𝑡)[𝑦(𝑡)]3𝑑𝑡,

1

0

 0 < 𝑥

≤ 1. 

𝑦(0) = 𝑦 ’(0) = 𝑦 ’’(0) = 0. 
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𝑦(𝑥)جواب دقیق مسئله عبارت است از = 𝑥3. برای  3مثالمقادیر خطای مطلق جواب تقریبی  7 و 6 جداول𝛼 = 0.8 

𝛽و = 𝑚 به ازای   0 = 𝜆  را به ترتیب برای2,3,4 = 𝜆و 1 = رود روش می طور که انتظار دهند. هماننشان می 0.5

 ای است.های غیر خطی نیز با حجم محاسبات کم دارای دقت قابل ملاحظهارائه شده برای مثال

𝛼برای پارامترهای 3مثال مقادیر خطای مطلق جواب تقریبی .6جدول = 𝛽و   1/8 = 𝑚ازای به ،  1 = 𝜆 و  3,4 ,2 =                                                                                   در نقاط گره مختلف 1
   𝛼 = 1/8, 𝛽 = 1 

𝜆 = 1 

𝑚 = 4 𝑚 = 3 𝑚 = 2 𝑥 

54/2 × 11
−3

 1/69 × 11
−3

 24/3 × 11
−2

 
1/1 

11/1 × 11
−5

 1/39 × 11
−2

 44/6 × 11
−3

 
2/1 

3/46 × 11
−3

 1/11 × 11
−2

 75/2 × 11
−2

 
3/1 

21/4 × 11
−3

 2/91 × 11
−3

 38/5 × 11
−2

 
4/1 

21/2 × 11
−3

 1/73 × 11
−2

 28/6 × 11
−2

 
5/1 

71/9 × 11
−4

 2/55 × 11
−2

 64/4 × 11
−2

 
6/1 

54/2 × 11
−3

 1/98 × 11
−2

 33/2 × 11
−3

 
7/1 

31/9 × 11
−4

 6/91 × 11
−3

 13/9 × 11
−2

 
8/1 

33/1 × 11
−2

 6/18 × 11
−2

 24/2 × 11
−1

 
9/1 

 

𝛼برای پارامترهای 3مثال مقادیر خطای مطلق جواب تقریبی .7جدول = 𝛽و   1/8 = 𝑚ازای به ،  1 = 𝜆 و  3,4 ,2 =                                                                                   در نقاط گره مختلف 1/5

    𝛼 = 8/1 , 𝛽 = 1 

𝜆 = 5/1  

𝑚 = 4 𝑚 = 3 𝑚 = 2 𝑥 

38/1 × 11
−5

 7/17 × 11
−5

 37/1 × 11
−3

 
1/1 

6/64 × 11
−6

 4/83 × 11
−5

 42/1 × 11
−2

 
2/1 

28/2 × 11
−5

 89/4 × 11
−6

 26/1 × 11
−2

 
3/1 

55/2 × 11
−5

 4/44 × 11
−5

 61/2 × 11
−3

 
4/1 

25/1 × 11
−5

 8/47 × 11
−5

 83/9 × 11
−2

 
5/1 

11/1 × 11
−5

 1/11 × 11
−4

 87/1 × 11
−2

 
6/1 

27/3 × 11
−5

 7/76 × 11
−5

 81/1 × 11
−2

 
7/1 

28/3 × 11
−5

 1/17 × 11
−7

 79/1 × 11
−3

 
8/1 

57/1 × 11
−5

 1/42 × 11
−4

 61/3 × 11
−2

 
9/1 
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𝛼برای  3مثال نمودار مقادیر جواب تقریبی و جواب دقیق  = 𝛽و  0.8 = 𝑚 به ازای   0 = 𝜆 و4 = ( 1)در شکل   0.5

 شده است. رسم 

 
𝛼با پارامترهای   3مثال (. مقایسه جواب دقیق و تقریبی1شکل ) = 1/8،𝛽 = 𝑚 به ازای ، 1 = 𝜆  و 4 = 1/5  

 

 گیرینتیجه

شناخته  مفاهیمکه در آن با استفاده از  میارائه کرد کسری یژاکوب توابعس بر اسا یعدد تمیالگور کیدر این مقاله 

حل  یبرا یبیتقر یراه حل ،یاتیعمل سیمربعات و ماتر نیکمتر بی، تقرتوابع متعامد هیتابع بر پا بیاز جمله تقر یاشده

بر موثر و کارامد بودن روش به اثبات  یخود مبن یاثبات ادعا یرا. بمیکرد یمعرف یکسر لیفرانسید معادلات انتگرال

 ریمقادبه ازای  زیرا ن یو چند مثال عدد میپرداخت قیبه جواب دق یبیجواب تقر ییجهت نشان دادن همگرا ییایقضا

. میداد شینما یها را در جداولهر کدام از آن یخطا زانیو م میموجود در روش ارائه شده حل کرد یپارامترهامختلف 

   .کندیم تاییدمد بودن روش را آکار مبنی برما  یدست آمده ادعابه جینتا
 

References 

 
1. A. Mahdy, "Numerical studies for solving fractional integro_differential equations," Journal of 

Ocean Engineering and Science, vol. 3, pp. 127-132, 2018.  

2.  P. Rahimkhani, Y. Ordokhani and E. Babolian, "Fractional-order Bernoulli functions and their 

applications in solving fractional Fredholem_Volterra integro_differential equations," Applied 

Numerical Mathematics, vol. 122, pp. 66-81, 2017.  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
5-

18
 ]

 

                            19 / 20

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3041-fa.html


 
 1041چهارم، ، شماره هشتم دوره ،های ریاضیپژوهش       

   

 
 

93 

3. A. Mohebbi, "Crank-Nicolson and Legendre spectral collocation methods for a partial integro-

differential equation with singular kernel," Journal of Computational and Applied Mathematics, 

vol. 349, pp. 197-206, 2019.  

4. F. Fakhr-Izadi and M. Dehghan, "Fully spectral collocation method for nonlinear parabolic 

partial integro-differential equations," Applied Numerical Mathematics, vol. 123, pp. 99-120, 

2018.  

5. Z. Taheri, S. Javadi and E. Babolian, "Numerical solution of stochastic fractional integro-

differential equation by the spectral collocation method," Journal of Computational and Applied 

Mathematics, vol. 321, pp. 336-347, 2017.  

6. E. Doha, A. Bhrawy and S. Ezz-Eldien, "Efficient Chebyshev spectral methods for solving 

multi-term fractional orders differential equations," Applied Mathematical Modelling, vol. 35, 

pp. 5662-5672, 2011.  

7.  S. Nemati, S. Sedaghat and I. Mohammadi, "A fast numerical algorithm based on the second 

kind Chebyshev polynomials for fractional integro-differential equations with weakly singular 

kernels," Journal of Computational and Applied Mathematics, vol. 308, pp. 231-242, 2016.  

8.  M. Sakran, "Numerical solutions of integral and integro-differential equations using Chebyshev 

polynomials of the third kind," Applied Mathematics and Computation, vol. 351, pp. 66-82, 

2019.  

9. K. Diethelm, The Analysis of fractional differetial equations, Berlin Heidelberg: Springer-

Verlag, 2004.  

10.  A. Bhrawy and M. Zaky, "Shifted fractional-order Jacobi orthogonal functions: Application to 

a system of fractional differential equations," Applied Mathematical Modelling, vol. 40, pp. 832-

845, 2016.  

11.  C. Canuto, M. Hossaini, A. Quarteroni and T. A. Zang, Spectral methods, Berlin Heidelberg: 

Springer-Verlag, 2006.  

12.  E. Kreyszig, Introductory functional analysis with applications, New York: John Wiley & Sons, 

1978.  

13.  

 

D. Sh. Mohammed, Numerical solution of fractional integro-differential equations by least 

squares method and shifted Chebyshev polynomial, "Mathematical Problems in Engineering ", 

vol. 1, pp. 1-5, 2014. 

14. H. D. Kasmaei, M. Senol, On the numerical solution of nonlinear fractional integro-differential 

equations, "New Trends in Mathematical Sciences ", vol.5, pp. 118-127, 2017. 

  

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
5-

18
 ]

 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            20 / 20

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3041-fa.html
http://www.tcpdf.org

