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 ایزوتروپيک  Eوارپ از انحنای  یضرببررسی مترهای فينسلری حاصل

 ؛  2، اسرا شنگلن سویم1بهمن رضایی  ،1مهران گبرانی

 ، گروه ریاضی علوم ۀ، دانشکد دانشگاه ارومیه -1

 ریاضی  ۀ، دانشکد بیلگی استانبولدانشگاه  -2

 30/07/99پذیرش:                     06/12/98دریافت:  

 

 چکيده 

ضربی وارپ از مترهای فینسلری را مطالعه  ساختارهای حاصلترین  و همکارانش یکی از مهم 1پروفسور شن ،  2016در سال  

  بندی دسته    را محاسبه و  مترهای فینسلری   از  این نوع  Eانحنای  این مقالهدر    .ندکردینشتینی بودن این مترها را بررسی  و ا

 ئه خواهیم کرد.  ایزوتروپیک را ارا Eاز انحنای  وارپ کاملی از مترهای فینسلری حاصلضربی 

 .𝐸انحنای  ، وارپ یفینسلری حاصلضرب  متر ،فینسلر متر :های کليدیواژه

 

 مقدمه

صفر شدن  باشد.  هندسه ریمان می   هندسه فینسلر ازترین دلایل وسیع بودن  مهمریمانی یکی از  های غیروجود کمیت

های غیرریمانی بسیاری توسط هندسه  هاست. تاکنون کمیتها در هندسه ریمان علت نامگذاری این نوع کمیتاین کمیت

بروالد دانان فینسلری معرفی شده انحنای  از جمله  انحنای2اند.  بروالد،  میانگین  انحنای   ،Sانحنای  ،انحنای  ،H   و

برای متر   کند. می هرچه بیشتر این فضاها کمک    شده به شناختبندی فضاهای فینسلری از انحناهای بیاندسته  غیره.

)فینسلری  , )F F u v=  اسپری ضرایب  )3با  , )A AG G u v=  غیرریمانی  ؛ کمیت  بروالد ضرایب   تانسور 

= A C D E

C DE A
B B du du du

u


  


   شوند:تعریف میبه صورت زیر 

𝐵𝐶  𝐷𝐸
  𝐴 ≔

𝜕3𝐺𝐴

𝜕𝑣𝐶𝜕𝑣𝐷𝜕𝑣𝐸
. 

0Bبروالدی گوییم هرگاه  را   𝐹متر فینسلری تعریف    بنابر  از تانسور فوق کمیت  گرفتن  با دوبار اثراز سوی دیگر  .   =

به  مهمغیرریمانی   فینسلر  هندسه  در  نماد    نام دیگری  با  )که  بروالد  میانگین    دهیم( می  نشان 𝐸انحنای 

: A B

ABE E du du=   [1] شودبه صورت زیر تعریف می : 

 
    :نویسنده مسئولb.rezaei@urmia.ac.ir  

1 Z. Shen 
2 Berwald curvature 
3 Spray coefficients 
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(1) 

21
:= ( ).

2

C

AB A B C

G
E

v v v

 

   

0Eرا متر بروالدی ضعیف گوییم هرگاه    𝐹متر فینسلری  = . 

باشد. در  وابسته به آن   𝐸انحنای    ۀدهندنشان 𝐸  و 𝑀  بعدی-nیک متر فینسلری روی منیفلد  𝐹م فرض کنی:  تعریف

 : گوییم هرگاه 4ایزوتروپیک 𝐸 را از انحنای 𝐹صورت   این

(2)                                                   
( 1)

2

n kh
E

F

+
= 

:  خانواده از دو فرمی های متقارنیک    ℎکه در آن A B

v ABh h du du=  تعریف  صورت زیر  است که ضرایب آن به

 شوند: می

: ,A BAB v v
h FF=

 

𝑘و   = 𝑘(𝑢)   یک تابع اسکالر روی𝑀  باشد. می 

بودن این ایزوتروپیک   Eانحنای  های ازمطالعه و معادل بودن شرط   را Sو  Eشن مترهای راندرزی از انحنای-5چن  

اثبات کردند که هر فضای کارتان    پیغان- نانکلی-طیبی .  [ 2]  ایزوتروپیک بودن را اثبات کردند  Sمترها با از انحنای نوع  

)گبرانی- رضایی.  [3]   کندپیدا می   به فضای بروالدی ضعیف کاهش Eاز انحنایام  -mریشه   , ) -از   مترهای کلی

را بررسی   6کروی متقارن کلی  شنگلن مترهایسویم-رضایی-گبرانیسپس  .  [4]  ایزوتروپیک را مطالعه کردند  Eانحنای  

ایزوتروپیک  Sپیک است اگر و فقط اگر از انحنای ایزوترو Eانحنایکه یک متر کروی متقارن کلی از    کرده و ثابت کردند 

 .  [5]  باشد

2ریمانی بودن منیفلد  با فرض    

1( , )M ds 2و

2( , )N dsمنیفلدی به فرم  ؛ضرب وارپ، یک حاصلM N  مجهز به

 متر ریمانی به فرم زیر است:

2 2 2 2

1 2 ,ds ds f ds= + 

ضربی وارپ و وارپ نجفی ساختار حاصل-طیبی-پیغاناست.   Mی هموار وابسته به مختصات منیفلدتابع  fکه در آن 

از مضاعف را به هندسه فینسلر تعمیم داده و مترهای فینسلری حاصل از انحنای پرچمی اسکالر و برخی  ضربی وارپ 

ریمانی مانند انحنای بروالد، انحنای لندزبرگ و انحنای میانگین لندزبرگ را در چنین فضاهایی بررسی  های مهم غیرکمیت

مترهای فینسلری    مجهز به MRضربیمنیفلدهای حاصل 8وارگا -پیتر-و نیز کوزما  7ژائو -شن-اخیرا چن.  [7،6]   کردند

کردند معرفی  را  کرد  خواهیم  بحث  ادامه  در  که  طریقی  به  تعریف،    . [8،9]  که  حاصلبنابر  منیفلد   ضربیروی 

 
4 Isotropic E-curvature 
5 X. Chen  
6 General spherically symmetric Finsler metrics 
7 L. Zhao  
8 L. Kozma, R. Peter, C. Varga  
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:=M I M  که در آنI باز از  ۀیک بازR  وM یک منیفلد( 1)n یک    ،است  بعدی مجهز به متر ریمانی -−

   :تعریف کرد زیربه فرم  توانمی را Fضربی وارپ حاصل   متر

1
1( , ) := ( , ) ( , ),

( , )

v
F u v u v u

u v
 


 

=1 ه در آنک ( , )u u u،  1

1
=v v v

u


+


ینسلری را متر فینسلری  متر فاین  .است 2Rاز ای روی حوزهی تابع و   

 . نامندمیضربی وارپ حاصل

  ۀپایا بماند. به عبارت دیگر در رابط nRهاگوییم هرگاه تحت تمام دورانرا کروی متقارن  nRروی Fفینسلری متر     

 زیر صدق کند:  

( , ) ( , )F Ax Ay F x y= 

)که در آن  )A O n. باشند: مترهای کروی متقارن به فرم زیر می 

,
( , ) | | (| |, ),

| |

x y
F x y y x

y


 
= 

nxکه  R  ،n

xy T R،     یک تابع هموار و مثبت و,x y   ضرب داخلی استاندار رویnR  .نکته است

شامل مترهای فینسلری کروی متقارن مترهای فینسلری حاصلضربی وارپ مهم که باید به آن اشاره کرد این است که 

 : باشند می

 ضربی است.رن یک متر فینسلری حاصلهر متر فینسلری کروی متقا  [:8] 1لم  

 توان به فرم زیر نوشت:کروی متقارن را میدر واقع هر متر 

2 2

2 2
. ( , ),

rs
F s r r

s r
 += +

+
 

که در آن  1nSمتر ریمانی استاندارد روی کره واحد   + متر فینسلری فوق به وضوح یک متر فینسلری است.  −

 حاصلضربی وارپ است. 

 متر زیر    مثال: 

2 2 2 2

2

| | (| | | | , ) ,

1 | |

y x y x y x y
F

x

− −   +  
=

−
 

توان به صورت زیر  فرم حاصلضربی وارپ آن را می؛ 1با استفاده از لم ؛ تعریف شده روی گوی باز واحد است. 9متر فانک 

 نوشت:

 
9 Funk metric 
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2 2 2

2

(1 )
. .

1

s r r sr
F

r
+

+ − +
=

−
 

 باشند:  میزیر  های قراردادی به صورتفرم اندیساین مقاله،   در  

 1 , 2 .A B n i j n         

کنیم. در واقع قضیه زیر قابل  بندی میرا دستهایزوتروپیک   Eوارپ از انحنای   مترهای فینسلری حاصلضربیادامه    در    

 باشد: بیان و اثبات می

Fکنیم   فرض  1  ۀقضي = منیفلد   روی وارپ یک متر فینسلری حاصلضربی𝑛-بعدی   𝑀 صورتدر این، باشد  𝐹   از

 است اگر و فقط اگر  ایزوتروپیک 𝐸انحنای 

(3)              2( ) ( 1) ( ),s ss s ss sn s s s n k s  −  +  + −  = + − 

𝑘 که در آن = 𝑘(𝑢)  روی   اسکالریک تابع𝑀 باشد و می  و  تعریف خواهند شد  2در لم . 

 که است از این ضربی وارپ عبارتجایی که شرط لازم و کافی برای بروالدی بودن یک متر فینسلری حاصلاز آن 

2( ) ( ), ( ) ,a r s b r c r s = +  = 

)که  ), ( )a a r b b r= )و   = )c c r= این شرایط در شرط توان دید که  بنابراین می.  [10]  پذیرند توابع دیفرانسیل

 ایزوتروپیک باشد صادق است.   𝐸اینکه متر از انحنای  

نتیجه   ،1بر قضیه    بنا  حاصلضربی است.، هر متر فینسلری کروی متقارن یک متر فینسلری  1بر لم    بنادر حالت خاص،  

 است. [ 11]  ۀتعمیمی از کار مقال 1 ۀزیر را داریم. لذا قضی

)یک متر فینسلری کروی متقارن :  [ 11]  1  ۀنتيج , ) ( , )F x y u r s=   از انحنای𝐸  ایزوتروپیک است اگر و فقط اگر 

2 2( )( 1) ( )( ) ( 1)( ) ( ),s s ss sP sP n r s Q sQ n s x  − + + − − = + − 

 که در آن 

2 2

2 2
: , : [ ( ) ],

2 [ ( ) ] 2

ss r rs s r
s

s ss

r s r s Q
Q P s r s

r s r s r

    
 

    

− + +
= = − + −

− + −
 

| |u y=  ،| |r x= ،,

| |

x y
s

y

 
𝑘  و  = = 𝑘(𝑥)   یک تابع اسکالر رویnR باشدمی. 

 مقدمات .1

:𝐹نگاشت   𝑇𝑀 → [0, در شرایط   است هرگاه  𝑀ی یک ساختار فینسلری رو 𝑀پذیرروی منیفلد دیفرانسیل (∞

 : زیر صدق کند

(1)  𝐹  روی𝑇𝑀0 = 𝑇𝑀 −  باشد؛  هموار  {0}
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(2)  𝐹  روی𝑣   یعنی به ازای هر  از درجه یک باشد.  10همگن مثبتλ >  ؛ 0

𝐹(𝑢, 𝜆𝑣) = 𝜆𝐹(𝑢, 𝑣), 

,𝑢) ره ازای هب  (3) 𝑣) ز ا𝑇𝑀 مثبت باشد؛ معین  11ن ماتریس زیر موسوم به ماتریس هسیا 

𝑔𝐴𝐵(𝑢, 𝑣) =
1

2

𝜕2𝐹2(𝑢, 𝑣)

𝜕𝑣𝐴𝜕𝑣𝐵
, 

𝑈ازای یعنی به ≠ ,𝑔(𝑈داشته باشیم   0 𝑈) > ,𝑀)صورت  در این  باشند.می   𝑔های تانسورلفه مو  𝑔𝐴𝐵، که  0 𝐹) 

 گوییم.   12فینسلریرا تابع اساسی   𝐹را منیفلد فینسلری و

به صورت زیر     𝐹حاصل از متر𝐺𝐴 ضرایب اسپری  در این صورت  باشد،  𝑀  سلری روی منیفلدیک متر فین 𝐹فرض کنیم  

 : شودتعریف می 𝑀 روی

𝐺 𝐴 =
1

4
 𝑔𝐴𝐵 {[𝐹2]𝑢𝐶𝑣𝐵𝑣𝐶 − [𝐹2]𝑢𝐵}, 

𝑣که در آن  ∈  𝑇𝑢𝑀 ، . (𝑔𝐴𝐵) ∶=  (𝑔𝐴𝐵)−1 

 : شوندباشند که به صورت زیر تعریف میمی 𝑇𝑝𝑀های خطی روی فضای مماس  خانواده از نگاشتیمان یک انحنای ر

𝑅 = {𝑅𝑣: 𝑇𝑝𝑀 →  𝑇𝑝𝑀| 𝑣 ∈  𝑇𝑝𝑀 , 𝑝 ∈ 𝑀}, 

 صورت زیر بیان کرد: هب 𝑇𝑝𝑀های فضای  توان نسبت به پایهرا می 𝑅𝑣که در حالت موضعی  

𝑅𝑣 = 𝑅𝐴
𝐶

∂

∂𝑢𝐴
  𝑑𝑢𝐶 , 

𝑅𝐴 که  طوری به
𝐶 = 𝑅𝐴

𝐶(𝑢, 𝑣) 13یمانی ضرایب انحنای ردهندهنشان  𝐹  دنشوصورت زیر تعریف میبه بوده و : 

𝑅𝐴
𝐶 = 2

𝜕𝐺 𝐴

𝜕𝑢𝐶
− 𝑦𝐵

𝜕2𝐺𝐴

𝜕𝑢𝐵𝜕𝑣𝐶
+ 2𝐺𝐵

𝜕2𝐺𝐴

𝜕𝑣𝐵𝜕𝑣𝐶
−

𝜕𝐺 𝐴

𝜕𝑣𝐵

𝜕𝐺𝐵

𝜕𝑣𝐶
. 

 :شودان بوده و به صورت زیر تعریف مییم، اثر انحنای ر14ریچیانحنای 

𝑅𝑖𝑐(𝑢, 𝑣) = 𝑅𝐴
𝐴(𝑢, 𝑣). 

 .است  vروی 2یک تابع معین مثبت از درجه یچی رطبق تعریف، انحنای 

𝑣برای یک بردار   ∈ 𝑇𝑢𝑀 −  کنیم: صورت زیر تعریف می را به 𝑆انحنای ،  {0}

𝑆(𝑢, 𝑣) =
𝑑

𝑑𝑡
[𝜏(𝑐(𝑡), 𝑐̇(t))]|t = 0, 

 
10 Positive homogeneity 
11 Hessian matrix 
12 Foundamental Finsler function 
13 Riemann curvature 
14 Ricci curvature 
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cکه در آن   = c(t) با شرایط  15یک ژئودوزیکc(0) = u  و𝑐̇(0) = v    و𝜏 = 𝜏(𝑢, 𝑣)  است  16انحراف از معیار

کمیت  که   مییک  صفر  درجه  از  مثبت  انحنای  باشد.  همگن  واقع  در  فوق  تعریف  مشتق   𝑆بنابر  روی  𝜏تحدید  به 

به عبارت   . 𝐹های وابسته به متر باشد. یعنی در واقع اندازه تغییرات آنی انحراف معیار روی ژئودوزیکها میژئودوزیک

 دیگر: 

𝑆(𝑢, 𝑣) = 𝜏|A(u, v)vA. 

 از طرفی در مختصات موضعی داریم: 

𝑆(𝑢, 𝑣) = yA
𝜕𝜏

𝜕𝑢𝐴
− 2

𝜕𝜏

𝜕𝑣𝐴
𝐺 𝐴. 

 دست آورد: ه صورت زیر ب به  𝑆 دیگری برای انحنای ۀتوان رابط فوق می  ۀبا توجه به رابط

𝑆(𝑢, 𝑣) =
∂𝐺𝐶

∂𝑣𝐶
− 𝑣𝐶

∂

∂𝑢𝐶
[𝑙𝑛σ𝐵𝐻]. 

 را به صورت زیر تعریف کرد: 𝐸توان کمیت دیگری به نام انحنای  می 𝑆با استفاده از انحنای   

(4)      

21 1
( , ) : ( , ) ( )( , ).

2 2
A B

C

AB A B Cv v

G
E u v S u v u v

v v y

 
= =

    
v:تانسوری است به فرم    𝐸انحنای  در واقع  u uE T M T M R=   که در آن →

( , ) : ( , ) A B

v ABE x y E u v x y= 

Aکه 

uA
x x

u


=


Aو   

vA
y y

v


=


,و    ux y T M.   

= ضربی وارپیک متر فینسلری حاصل  AGضرایب اسپری  : [8]  2لم   ( , )F r s باشند به صورت زیر می : 

(5)                                               
1 2 2= , = ,i i iG G G l  + 

=   و    = =
i

i ij ij

j j
v

v
l l  


 که  

2

2 2

( ) 2 ( ) ( )
( , ) = , ( , ) = ,

2(2 ) 2(2 )

r ss s rs r rs r ss s rs s r

ss s ss s

s s s
r s r s

            

   

− − − − +
 

− −
 

که  طوری  به   

2= .   

 

 
15 Geodesics 
16 Distortion 
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 وارپ  ضربیمترهای فينسلری حاصل  Eانحنای  .2

 . را محاسبه خواهیم کرد وارپ ضربیمترهای فینسلری حاصل  Eدر این بخش، انحنای 

  روابط زیر را محاسبه کرد:توان میبه سادگی  باشد. یک متر فینسلری حاصلضربی وارپ  Fفرض کنیم 

1 1

1
= 0, = ,

v v
s


 

1

2

2
= = , = 2 = 2 ,

j jv
j j j j

v v v

v sl
s l


  

 
− −  

2
= ( ) = = .

k k k kk
j j j jk v

j j
v v

v l lv
l

   

  

− −
 

، داریم  2بنابر لم    

(6)            

1

1
= , = ( ) ,

m m

s sm m

G G G
n s

v v v
 

  
 + − 

   

 که در آنها از روابط زیر استفاده کردیم:  

= = = 1, = 1.
m

m m

m m mv

v
l l n


 

 
−  

( داریم 6) ۀبا استفاده از رابط  

1

1 11 1 1
( ) = ( ) = = ,s ss s ssv v

G
s

v v v
  

  
  + 

  
 

1

1
( ) = ( ) = = ( ) ,s ss j s j s ss jj j v v

G
s s l

v v v
  

  
  +  − 

  
 

1 1 1
( ) = [ ( ) ] =

m m m

sm m m

G G G
n s

v v v v v v


     
+  − 

     
 

1 1 1 1( ) ( )s s ss sv v v v
n s s s s n s +  − −  +  −   

= ( 1) ,s ssn s−  −   

( ) = [ ( ) ] =
m m m

sj m j m j m

G G G
n s

v v v v v v


     
+  − 

     
 

( ) ( )s j s j ss j s j
v v v v

n s s s s n s +  − −  +  −   

2= [ ( ) ] ,
m

s ss jj m

G
n s s l

v v

 
+  −  + 

 
 

زیر استفاده کردیم:  ۀبطها از راکه در آن  
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1

= 0.
m

m

G

v v

 

 
     

از روابط فوق داریم:  با استفاده   

(7)                 

1

1 1 1 1

1
( ) = ( ) = ,ss sss

G

v v v v 

   
 

    

1 1 1
( ) = [( 1) ]

m

s ssm

G
n s

v v v v

   
−  − 

    

(8)                    
1

= [( 2) ],ss sssn s


−  −  

(9) 

1

1 1 1

1
( ) = [( ) ] = ,s ss j sss jj

G
s l s l

v v v v 

   
 −  − 

   

2

1 1
( ) = { [ ( ) ] }

m m

s ss jj m j m

G G
n s s l

v v v v v v

     
+  −  + 

         

(10)                                    
= [( 2) ] ,ss sss j

s
n s l


− −  − 

 

(11)                      

1

1 1

1
( ) = ( ) = ,ss sss ii i

G
s l

v v v v 

   
 − 

    

1
( ) = [( 1) ]

m

s ssi m i

G
n s

v v v v

   
−  − 

   
                                         

(12)                                                       = [( 2) ] ,ss sss i

s
n s l


− −  −  

(13) 

1
2

1

1
( ) = [( ) ] = [ ( ) ],s ss j sss i j s ss iji j i

G
s l s l l s h

v v v v 

   
 −   +  − 

    

2( ) = { [ ( ) ] }
m m

s ss ji j m i j m

G G
n s s l

v v v v v v

     
+  −  + 

     
 

21
= { [( 2) ]

m

ss sss i ji j m

G
s n s l l

v v v 

  
+ −  − 

  
                                         

(14)                                               2[ ( ) ] },s ss ijn s s h+  −  +  

=:که در آنها از روابط ( )ij i j
v

h l   و 

1
= 0

m

j m

G

v v v

  

  
 

 ۀاز رابطایم. استفاده کرده 
1

( , ) =
2

i i j k

jkG u v v v شود که  نتیجه می 

(15) ( ) = 0.
m

i j m

G

v v v

  

  
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 (، داریم:  15)( و 14)،  ( 7)(، 5(، )1با استفاده از روابط )

1

11 1 1 1 1 1

1
= [ ( ) ( )]

2

m

m

G G
E

v v v v v v

   
+

     
                                     

(16)         

1
= [( 2) ],

2
ss sss sssn s


−  −  +

    

 
1

1 1 1 1

1
= [ ( ) ( )]

2

m

j j j m

G G
E

v v v v v v

   
+

     
 

(17)                                 
= [( 2) ] ,

2
ss sss sss j

s
n s l



−
−  −  +

 

1

1 1 1 1

1
= [ ( ) ( )]

2

m

i i i m

G G
E

v v v v v v

   
+

     
                                         

(18)                                  
= [( 2) ] ,

2
ss sss sss i

s
n s l



−
−  −  +

 
1

1

1
= [ ( ) ( )]

2

m

ij i j i j m

G G
E

v v v v v v

   
+

     
                                        

21
= { [( 2) ]

2
ss sss sss i js n s l l


−  −  +                                 

(19)                       
2[ ( ) ] }.s ss s ss ijn s s s h+  −  +  + − 

  

 1    ۀ اثبات قضي .3

=وارپ  ضربیبرای مترهای فینسلری حاصل:  برهان ( , )F r s   :داریم 

1 = ,sv
F                       

= ( ) .i s iv
F s l −                                   

 فوق داریم:  با استفاده از معادلات 

(20)                                                          

1 1

1
= ,ssv v

F 
 

(21)                       
1

= ,ss
j j

v v

s
F l




−

  

(22)  
1 = ,ss

i iv v

s
F l




−

    

(23)               
21

= [ ( ) ].j ss i j s ijiv v
F s l l s h  


+ −
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را    (2)  ۀرابط  ( 1)  ۀرابطاستفاده از    با است.    ر( برقرا2)  ۀرابط  یعنی .  یک استایزوتروپ  Eاز انحنای Fفرض کنیم حال  

  زیر نوشت: توان به فرممی

(24)                       
( ) = ( 1) .

C

A BB A C v v

G
n kF

v v v

  
+

   

 : داریم( 24) ۀ( در رابط23)-(20) و  (19)-(16) روابطبا قرار دادن صورت  در این

(25)                    ( 2) = ( 1) ,ss sss sss ssn s n k−  −  + +
  

2 2[( 2) ] [ ( ) ]ss sss sss i j s ss s ss ijs n s l l n s s s h−  −  + +  −  +  + −                    

(26)             2= ( 1) [ ( ) ].ss i j s ijn k s l l s h  + + −                                                    

 ، داریم:  (26در رابطه )( 25) ۀرابطبا قرار دادن  

(27)          
2( ) = ( 1) ( ).s ss s ss sn s s s n k s  −  +  + −  + −

  

( را داریم. از روابط  25)  ۀ، رابطs( نسبت به27)  ۀرابط گیری از  ( برقرار است. با مشتق27)  ۀبرعکس: فرض کنید رابط

=شود که، نتیجه می( برقرار است. بنابراین26)  ۀرابط(،  27( و )25) ( , )F r s از انحنایE است اگر   ایزوتروپیک

 کند.  این قضیه را اثبات می  ( برقرار باشد و27) ۀو تنها اگر رابط
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