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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

 
 ها مشخصه ۀدوتختی بودن جبرهای سگال مجرد بر پای

‌
‌0ارسلان‌رحمانی،‌3مرتضی‌اسمعیلی،‌2*مهدی‌رستمی،‌1امیر‌سهامی

‌،‌دانشکدۀ‌علوم‌پایه،‌گروه‌ریاضیدانشگاه‌ایلام.‌1
‌کامپیوترعلوم‌ریاضی‌و‌‌ۀدانشکد‌،دانشگاه‌صنعتی‌امیرکبیر.‌2
‌علوم‌ریاضی‌و‌کامپیوتر‌ۀدانشکد،‌دانشگاه‌خوارزمی.‌3
 ،‌دانشکدۀ‌علوم‌پایه،‌گروه‌ریاضیدانشگاه‌کردستان.‌0

‌13/19/99پذیرش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌13/12/98دریافت‌

 چکیده
‌ ‌بررسی‌و ‌به ‌این‌مقاله ‌‌ۀمطالعدر ‌آن‌میدوتختی‌چپ‌برای‌جبرهای‌سگال‌مجرد‌- مفهوم یک‌‌  پردازیم‌که‌در

دوتختی‌چپ‌جبرهای‌سگال‌مجرد‌مجهز‌به‌- تر،‌یک‌شرط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌‌طور‌دقیق‌به.‌مشخصه‌روی‌جبر‌باناخ‌است

‌ارائه‌می ‌دهیم‌یکه‌تقریبی‌چپ‌را یک‌جبر‌سگال‌دلخواه‌روی‌گروه‌‌‌    اگر‌‌که‌‌دهیم‌عنوان‌یک‌نتیجه‌نشان‌می‌‌به.

‌مو‌توپولو ‌‌ ضعی‌ژیک‌فشرده ‌آن‌         و ‌باشد، ‌‌یک‌مشخصه ‌باناخ‌‌    گاه دوتختی‌-      یک‌جبر

در‌‌]‌0.‌3ۀ،‌قضی0[عنوان‌تعمیمی‌از‌‌تواند‌به‌در‌واقع،‌این‌نتیجه‌می.‌باشد پذیر‌یک‌گروه‌میانگین‌ چپ‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌

‌شود ‌گرفته ‌نظر ‌‌علاوه. ‌بین ‌ارتباط ‌بررسی ‌به ‌- براین، ‌مفهوم ‌با ‌چپ ‌باناخ‌‌میانگین- دوتختی ‌جبرهای ‌درونی پذیری

‌می ‌نشان ‌و ‌‌پرداخته ‌اگر ‌‌ دهیم ‌باناخ ‌آن‌میانگین- یک‌جبر ‌باشد، ‌درونی ‌‌پذیر ‌مفاهیم ‌- گاه ‌و ‌چپ - دوتختی

 .‌پذیری‌چپ‌معادل‌هستند‌میانگین

 

‌.پذیری‌درونی‌میانگین- ‌پذیری‌چپ،‌میانگین- دوتختی‌چپ،‌- جبر‌سگال‌مجرد،‌‌:های کلیدی واژه

 64M10, 43A07, 43A20.‌:۰010بندی موضوعی ریاضی  رده

‌

 مقدمه و تعاریف اولیه
‌  را‌که‌با‌‌ توان‌فضای‌دوگان‌‌صورت‌می‌در‌این‌.‌باناخ‌باشد‌دومدول- یک‌‌ یک‌جبر‌باناخ‌و‌‌ فرض‌کنیم‌

‌.باناخ‌با‌اعمال‌مدولی‌زیر‌در‌نظر‌گرفت‌دومدول- عنوان‌یک‌‌شود‌به‌نشان‌داده‌می

                                                         

باناخ‌در‌نظر‌گرفت‌‌دومدول- عنوان‌یک‌‌توان‌به‌را‌می‌    ‌1ضرب‌تانسوری‌تصویری‌چنین‌جبر‌باناخ‌حاصل‌هم

‌که‌در‌آن

                                               
مدولی‌چپ‌- را‌یک‌همریختی‌‌     گاه‌عملگر‌خطی‌‌باشند،‌آن(‌راست)باناخ‌چپ‌‌مدول- دو‌‌ و‌‌ اگر‌

‌نامیم‌هرگاه‌(‌راست)

                                                  
‌.مراجعه‌شود‌]11[و‌‌]3[تر‌در‌این‌زمینه‌به‌منابع‌‌برای‌اطلاعات‌بیش

                                                           
*
‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌mross@aut.ac.irنویسنده مسئول 

1. Projective tensor product 
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 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

موجود‌باشد‌‌            دومدولیِ‌پیوسته‌- نامیم‌هرگاه‌همریختی‌‌1را‌دوتختی‌ جبر‌باناخ‌‌.1تعریف 

  که‌داشته‌باشیم‌‌طوری‌به
‌         نگاشت‌نشاننده‌کانونی‌و‌‌        که‌در‌آن‌‌       

‌.عملگر‌قطری‌تعریف‌شده‌با‌ضابطه‌زیر‌است

                              

‌‌2مفهوم‌دوتختی‌بودن‌جبرهای‌باناخ‌اولین‌بار‌توسط‌هلمسکی ‌بررسی‌شدمعرفی‌و تر،‌دو‌تختی‌بودن‌‌طور‌دقیق‌به.

‌مانستگی ‌نظریه ‌در ‌اساسی ‌مفاهیم ‌از ‌باناخ ‌است‌3جبرهای ‌باناخ ‌این‌ریاضی‌.جبرهای ‌به ‌زیادی ‌توجه‌‌دانان مفهوم

جبرهای‌‌0های‌مختلفی‌از‌جبرهای‌باناخ‌و‌ارتباط‌آن‌با‌برخی‌از‌مفاهیم‌همانستگی‌برای‌ردهبه‌بررسی‌آن‌و‌‌اند‌کرده

،‌جبر‌ ژیک‌فشرده‌موضعی‌‌گروه‌توپولوعنوان‌یک‌نتیجه‌بسیار‌مهم‌نشان‌داده‌شده‌است‌که‌برای‌‌به.‌اند‌باناخ‌پرداخته

‌ پذیر‌باشد‌یعنی‌یک‌میانگین‌پایای‌چپ‌مانند‌‌یک‌گروه‌میانگین‌ دوتختی‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌‌     گروهی‌

‌] 11[موجود‌است‌‌     روی‌فضای‌ ‌ۀمجهز‌به‌یک‌ چنین‌نشان‌داده‌شده‌است‌که‌هر‌جبر‌باناخ‌دوتختی‌‌هم.

‌باناخ‌میانگین ‌یک‌جبر موجود‌است‌‌          پذیر‌است‌به‌این‌معنی‌که‌عضوی‌مانند‌‌تقریبی‌کراندار،

‌که‌طوری‌به

                
                      

‌میانگین ‌برای‌رده‌مفاهیم‌دوتختی‌و ‌جبرهای‌‌پذیری‌جبرهای‌باناخ ‌جمله ‌از ‌جبرهای‌باناخ ‌مهمی‌از های‌مختلف‌و

تر‌‌برای‌اطلاعات‌بیش.‌اند‌جبرهای‌سگال‌و‌جبرهای‌اندازه‌مورد‌بررسی‌و‌مطالعه‌قرار‌گرفته‌،گروهی،‌جبرهای‌فوریه‌نیم

،‌مفهوم‌جدیدی‌برگرفته‌از‌]11[و‌دیگران‌در‌‌5کانیوث .راجعه‌شودم‌]10[و‌‌]13[،‌]5[،‌]3[،‌]2[در‌این‌باره‌به‌منابع‌

‌در‌سرتاسر‌این‌مقاله،‌تابعک.‌رهای‌باناخ‌استهای‌خطی‌ضربی‌روی‌جب‌پذیری‌معرفی‌کردند‌که‌بر‌پایه‌تابعک‌میانگین

نمایش‌‌    را‌با‌نماد‌‌ ها‌روی‌‌تمام‌مشخصه‌ۀنامیم‌و‌مجموع‌می‌1را‌مشخصه‌ خطی‌ضربی‌ناصفر‌روی‌جبر‌باناخ‌

‌دهیم‌می ‌‌ فرض‌کنیم‌. ‌باناخ‌باشد‌و ‌      یک‌جبر ‌این‌. ‌باناخ‌‌در ‌‌ صورت‌جبر ‌7پذیر‌چپ‌میانگین- را

‌که‌طوری‌موجود‌باشد‌به‌     نامیم‌هرگاه‌عضوی‌مانند‌

                                   

طور‌مشابه‌‌به.‌است‌           صورت‌‌تعریف‌شده‌به‌ توسیع‌خطی‌ضربی‌نگاشت‌‌         که‌در‌آن‌

دانان‌‌ریاضی‌وسیلۀ‌بهاین‌مفاهیم‌‌.جبرهای‌باناخ‌قابل‌تعریف‌هستند‌پذیری‌میانگین- و‌‌پذیر‌راست‌میانگین- مفاهیم‌

پذیری‌جبرهای‌فوریه،‌جبرهای‌سگال‌مجرد‌و‌‌میانگین- برای‌مثال،‌برخی‌نتایج‌در‌مورد‌.‌است‌شدهزیادی‌بررسی‌و‌

با‌الهام‌‌]17[و‌‌]0[ن‌در‌الفؤتازگی‌برخی‌از‌م‌به .ارائه‌شده‌است‌]11[و‌‌]11[،‌]9[،‌]7[،‌]1[جبرهای‌گروهی‌در‌منابع‌

‌‌میانگین- گرفتن‌از‌مفهوم‌ ‌عنوان‌‌بررسیپذیری‌چپ‌جبرهای‌باناخ‌به‌معرفی‌و دوتختی‌بودن‌چپ‌- مفهومی‌با

‌.‌اند‌جبرهای‌باناخ‌پرداخته

نامیم‌‌8دوتختی‌چپ- را‌‌ صورت‌جبر‌باناخ‌‌‌در‌این.‌      یک‌جبر‌باناخ‌باشد‌و‌‌ فرض‌کنیم‌‌.۰تعریف 

‌داشته‌باشیم‌     که‌برای‌هر‌‌طوری‌موجود‌باشد‌به‌            هرگاه‌نگاشت‌خطی‌پیوسته‌‌

                                
              

                                                           
1. Biflat 

2. Helemskii 

3. Homology 

4. Cohomology 
5. Kaniuth 

6. Character 

7. Left  -amenable 

8. Left  -biflat 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌101ها‌مشخصه‌ۀدوتختی‌بودن‌جبرهای‌سگال‌مجرد‌بر‌پای

برای‌جبرهای‌‌   دوتختی‌چپ‌جبرهای‌باناخ‌تعریف‌شده‌در‌بالا‌همان‌مفهوم‌شرایط‌- لازم‌بذکر‌است‌که‌مفهوم‌

نشان‌داده‌شده‌است‌که‌‌ ‌1هنگی‌برای‌گروه‌فشرده‌موضعی‌تک.‌است‌شدهمعرفی‌و‌بررسی‌‌]0[است‌که‌در‌‌باناخ

چنین‌در‌‌هم‌.]3 .‌5ۀ،‌نتیج0[پذیر‌باشد‌‌میانگین‌ دوتختی‌چپ‌است‌اگر‌و‌تنها‌اگر‌- ،‌     فوریه‌-جبر‌لبگ

به‌بررسی‌‌مؤلفان،‌]0[در‌.‌است‌شدهدوتختی‌چپ‌دوگان‌دوم‌برخی‌جبرهای‌باناخ‌ماتریسی‌بررسی‌- ،‌مفهوم‌]17[

یک‌‌    عنوان‌یک‌نتیجه‌نشان‌دادند‌اگر‌‌‌دوتختی‌چپ‌جبرهای‌باناخ‌سگال‌مجرد‌متقارن‌پرداخته‌و‌به- مفهوم‌

پذیر‌‌میانگین‌ این‌است‌که‌گروه‌‌    دوتختی‌بودن‌- گاه‌شرط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌‌جبر‌سگال‌متقارن‌باشد،‌آن

 .‌باشد

‌ ‌داریم ‌قصد ‌این‌مقاله، ‌بررسی‌و‌- در ‌تقریبی‌چپ‌را ‌یکه ‌به ‌مجهز دوتختی‌بودن‌جبرهای‌باناخ‌سگال‌مجرد

جبر‌سگال‌‌‌‌    دهیم‌اگر‌‌کارگیری‌این‌مطلب‌نشان‌می‌هبا‌ب.‌مطالعه‌کنیم‌و‌شرط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌آن‌ارائه‌دهیم

دوتختی‌چپ‌-      یک‌جبر‌باناخ‌‌    گاه‌‌،‌آن‌          باشد‌و‌‌ گروه‌فشرده‌موضعی‌دلخواه‌روی‌

در‌‌]‌0‌.3ۀ،‌قضی0[عنوان‌تعمیمی‌از‌‌تواند‌به‌در‌واقع،‌این‌نتیجه‌می.‌پذیر‌باشد‌یک‌گروه‌میانگین‌ تنها‌اگر‌‌است‌اگر‌و

پذیری‌درونی‌جبرهای‌باناخ‌‌میانگین- دوتختی‌بودن‌با‌مفهوم‌- براین،‌به‌بررسی‌ارتباط‌بین‌‌علاوه.‌نظر‌گرفته‌شود

‌آن‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌ دهیم‌اگر‌‌پرداخته‌و‌نشان‌می ‌- گاه‌مفاهیم‌‌پذیر‌درونی‌باشد، - دوتختی‌چپ‌و

‌.‌است‌]‌2‌.2ۀ،‌قضی0[در‌واقع،‌این‌نتیجه‌نیز‌تعمیمی‌از‌.‌پذیری‌چپ‌معادل‌هستند‌میانگین

 

 دوتختی بودن جبرهای سگال مجرد –کافی برای  شرط لازم و
مورد‌توجه‌قرار‌‌]18[و‌‌]9[،‌]1[های‌همانستگی‌و‌مانستگی‌جبرهای‌سگال‌مجرد‌در‌مقالات‌متعددی‌از‌جمله‌‌ویژگی

‌گرفته‌است دوتختی‌چپ‌برای‌جبرهای‌باناخ‌سگال‌مجرد‌- مفهوم‌‌ۀهدف‌اصلی‌ما‌در‌این‌بخش‌بررسی‌و‌مطالع.

تقریبی‌چپ‌‌ۀمجهز‌به‌یک دوتختی‌چپ‌جبرهای‌سگال‌مجرد- در‌واقع،‌یک‌شرط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌مفهوم‌.‌است

‌.کنیم‌بدین‌منظور‌ابتدا‌مفهوم‌جبر‌سگال‌مجرد‌را‌معرفی‌می.‌دهیم‌ارائه‌می

را‌یک‌جبر‌‌      با‌نرم‌‌ صورت‌جبر‌باناخ‌‌‌در‌این.‌باشد‌      یک‌جبر‌باناخ‌با‌نرم‌‌ فرض‌کنیم‌‌.1تعریف 

‌.نامیم‌هرگاه‌در‌شرایط‌زیر‌صدق‌کند‌ نسبت‌به‌‌2سگال‌مجرد

‌.باشد‌ آل‌چپ‌چگال‌در‌‌یک‌ایده‌ ‌(الف

‌.              داشته‌باشیم‌‌   برای‌هر‌‌که‌طوری‌بهموجود‌باشد‌‌   عدد‌ثابت‌‌(ب

‌داشته‌باشیم‌       برای‌هر‌‌که‌طوری‌بهموجود‌باشد‌‌   عدد‌ثابت‌(‌ج

      
  
               . 

عدد‌‌که‌طوری‌بهباشد‌‌ آل‌دو‌طرفه‌در‌‌یک‌ایده‌ است‌هرگاه‌‌ نسبت‌به‌‌3جبر‌سگال‌متقارن‌ براین،‌گوییم‌‌علاوه

‌موجود‌باشد‌که‌‌   ثابت‌

              
 
      

 
                                

‌‌برای‌اطلاعات‌بیش ‌به ‌مجرد ‌جبرهای‌سگال ‌مورد ‌در ‌شود‌]1[تر ‌مراجعه ‌جبرهای‌سگال‌. ‌است‌که ‌بذکر لازم

‌(.دکنیرا‌ملاحظه‌‌8مثال‌)مجردی‌وجود‌دارند‌که‌متقارن‌نیستند‌

در‌این‌.‌عملگرهای‌خطی‌و‌کراندار‌روی‌فضاهای‌باناخ‌باشند‌      و‌      فرض‌کنیم‌‌.۴نمادگذاری 

 صورت‌نگاشت‌

                                                           
1. Unimodular 

2. Abstract Segal algebra 
3. Symmetric Segal algebra 
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌10۴
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

‌.زیر‌یک‌عملگر‌خطی‌و‌کراندار‌است‌ۀتعریف‌شده‌با‌ضابط‌               ‌

                                                 
باناخ‌با‌‌مدولدو- یک‌‌    توان‌دید‌‌باناخ‌راست‌باشند‌می‌مدول- یک‌‌ باناخ‌چپ‌و‌‌مدول- یک‌‌ اگر‌

‌.اعمال‌مدولی‌زیر‌است

                                                   
‌‌هم ‌آن- های‌‌ترتیب‌همریختی‌به‌     چنین‌اگر ‌راست‌باشند، ‌‌مدولی‌چپ‌و - یک‌همریختی‌‌     گاه

‌.مدولی‌است

‌مقدماتی‌‌هرای‌بب‌ ‌لم ‌اصلی‌این‌بخش‌نیازمند ‌هستیم‌5دست‌آوردن‌نتیجه ‌ب. ‌نتیج‌هلازم ‌است‌که ‌را‌‌ۀذکر زیر

‌.در‌نظر‌گرفت‌]‌1.‌2ۀ،‌قضی17[عنوان‌تعمیمی‌از‌‌توان‌به‌می

‌                     ‌که‌طوری‌بهدوتختی‌چپ‌باشد‌- یک‌جبر‌باناخ‌‌ فرض‌کنیم‌‌.۵لم 

‌.پذیر‌چپ‌است‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌ صورت‌‌‌در‌این.‌است‌    نرم‌چگال‌در‌‌ۀیک‌زیرمجموع

‌باناخ‌‌ چون‌‌:برهان ‌- یک‌جبر ‌عملگر‌خطی‌کراندار موجود‌است‌‌            دوتختی‌چپ‌است،

‌داریم‌     برای‌هر‌‌که‌طوری‌به

                                  
              

                    قرار‌دهیم‌
 

    
نگاشت‌همانی‌و‌‌       که‌در‌آن‌منظور‌از‌‌   

    
 

    
‌است‌ ‌قسمتی ‌خارج ‌نگاشت ‌‌هب. ‌‌ وضوح ‌است- یک‌نگاشت ‌کراندار ‌چپ ‌دومدولی فرض‌کنیم‌.

‌باشد‌       ‌دلخواه ‌می. ‌فرض‌نتیجه ‌به ‌توجه ‌دنبالهشو‌با ‌‌د ‌‌      های موجودند‌‌         و

‌بنابراین.‌      ‌که‌طوری‌به

        
 
                  

                              
 

                        

   نگاشتی‌مانند‌‌‌ توان‌دید‌نگاشت‌‌راحتی‌می‌هبا‌توجه‌به‌این‌مطلب‌ب
 

    
     

 

    
.‌کند‌را‌القا‌می‌   

‌تعریف‌کنیم‌      که‌‌با‌توجه‌به‌این‌حال

         
  
   

 

    
      

    که‌در‌آن‌
 

    
‌ دومدولی‌چپ‌کراندار‌است- یک‌نگاشت‌‌ وضوح‌‌هب.‌است‌ ‌وسیلۀ‌بهمشخصه‌القا‌شده‌‌ 

 و‌

                       
  
           

              
  
      

                                           
  
                

                         
              

‌ ‌دهیم ‌آن‌‌                حال‌قرار ‌در ‌‌گونه‌به‌    که ‌       ای‌است‌که ‌این. ‌‌در

‌و‌در‌نتیجه‌               که‌‌بدیهی‌است‌   صورت‌برای‌هر‌

                    . 

‌بنابراین‌
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌10۵ها‌مشخصه‌ۀدوتختی‌بودن‌جبرهای‌سگال‌مجرد‌بر‌پای

 ‌ .شود‌پذیر‌چپ‌است‌و‌حکم‌ثابت‌می‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌ در‌نتیجه‌

یک‌جبر‌سگال‌مجرد‌دلخواه‌نسبت‌به‌‌‌ ثابت‌شده‌است‌که‌اگر‌‌]2.‌2،‌لم‌1[ذکر‌این‌نکته‌حائز‌اهمیت‌است‌که‌در‌

اصلی‌این‌بخش‌را‌ارائه‌کرده‌و‌‌ۀتوانیم‌قضی‌اکنون‌می.‌                   گاه‌‌باشد،‌آن‌ جبر‌باناخ‌

‌.دست‌آوریم‌هتقریبی‌چپ‌را‌ب‌ۀدوتختی‌بودن‌جبرهای‌باناخ‌سگال‌مجهز‌به‌یک- شرط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌

تقریبی‌چپ‌‌ۀدارای‌یک‌که‌طوری‌بهباشد‌‌ یک‌جبر‌سگال‌مجرد‌نسبت‌به‌‌‌ یک‌جبر‌باناخ‌و‌‌ فرض‌کنیم‌. ۶ ۀقضی

‌.ارزند‌صورت‌عبارات‌زیر‌هم‌در‌این‌.‌است

‌.دوتختی‌چپ‌است- یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌1

 .دوتختی‌چپ‌است-   یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌2

‌.پذیر‌چپ‌است‌میانگین-   یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌3

 .پذیر‌چپ‌است‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌0

برای‌هر‌‌که‌طوری‌بهموجود‌است‌‌            با‌توجه‌به‌فرض‌عملگر‌خطی‌کراندار‌(‌1)‌  (2)‌:برهان

‌داریم‌     

                                  
              

حال‌نگاشت‌خطی‌کراندار‌.‌       ‌که‌طوری‌بهرا‌اختیار‌کرد‌‌     توان‌عضو‌‌چگال‌است‌می‌‌ در‌‌ چون‌

‌:کنیم‌صورت‌تعریف‌می‌‌دینرا‌ب‌       

   
                      

           صورت‌با‌در‌نظر‌گرفتن‌نگاشت‌خطی‌کراندار‌‌‌در‌این
  
برای‌‌               

‌:داریم‌       هر‌

                          . 

‌چنین‌‌هم

       
              

            
  
         

                    
                

 .دوتختی‌چپ‌است-   یک‌جبر‌باناخ‌‌ دهد‌‌این‌مطلب‌نشان‌می

‌                     ‌گرفت‌نتیجه‌توان‌می‌سادگی‌به است‌چپ‌تقریبی‌یکه‌دارای‌ ‌چون(‌2)‌  (3)

پذیر‌‌میانگین-   ‌یک‌جبر‌باناخ‌ ‌شود‌نتیجه‌می‌‌5لم‌کارگیری‌هب‌حال‌با‌.است‌      ‌نرم‌چگال‌ۀزیرمجموع‌یک

 .چپ‌است

‌‌.شود‌نتیجه‌می‌]‌2.‌2ۀ،‌قضی0[از‌(‌0)‌  (1)و‌استلزام‌‌]‌3.‌2ۀ،‌قضی1[از‌(‌3)‌  (0)چنین‌استلزام‌‌هم

‌موضعی‌‌.7تعریف  ‌فشرده ‌یک‌جبر‌سگال‌روی‌‌     از‌جبرگروهی‌‌‌    زیرفضای‌خطی‌‌ برای‌گروه ‌ را

‌نامیم‌هرگاه

‌.باشد‌     چگال‌در‌‌ۀزیر‌مجموع‌    ‌(الف

‌.                    داریم‌‌      یک‌فضای‌باناخ‌است‌و‌برای‌هر‌‌         با‌نرم‌‌    ‌(ب

‌    بتوی‌‌ از‌‌‌       و‌نگاشت‌‌          داشته‌باشیم‌‌   و‌‌      برای‌هر‌‌(ج

‌.                پیوسته‌است‌که‌در‌آن‌

‌.                       داشته‌باشیم‌‌   و‌‌      برای‌هر‌‌(د
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌10۶
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

داشته‌باشیم‌‌   و‌‌      است‌هرگاه‌برای‌هر‌‌ یک‌جبر‌سگال‌متقارن‌روی‌‌‌    براین،‌گوییم‌‌‌علاوه

که‌‌                       پیوسته‌است‌و‌‌‌    بتوی‌‌ از‌‌‌       و‌نگاشت‌‌          

‌.                در‌آن‌

‌دربار‌برای‌جزییات‌بیش ‌روی‌گروه‌ۀتر ‌‌ۀهای‌فشرد‌جبرهای‌سگال ‌شود‌]10[موضعی‌به ‌مراجعه عنوان‌یک‌‌به.

است‌ولی‌عکس‌این‌مطلب‌در‌‌     نتیجه‌شناخته‌شده‌هر‌جبر‌سگال‌یک‌جبر‌سگال‌مجرد‌نسبت‌به‌جبر‌گروهی‌

‌     است‌ولی‌‌     یک‌جبر‌سگال‌مجرد‌نسبت‌به‌‌     برای‌مثال‌جبر‌باناخ‌.‌یستحالت‌کلی‌برقرار‌ن

‌.دهیم‌که‌متقارن‌نیستند‌در‌ادامه‌مثالی‌از‌جبرهای‌سگال‌مجرد‌ارائه‌می‌.]8.‌0،‌مثال‌18[یک‌جبر‌سگال‌نیست‌

‌‌.8مثال  ‌کنیم ‌تک‌ فرض ‌که ‌باشد ‌موضعی ‌فشرده ‌گروه ‌نیست‌یک ‌هنگی .‌ ‌این ‌خطی‌‌در ‌زیرفضای صورت

‌به‌                 ‌شده ‌تعریف ‌نرم ‌‌با ‌سگال‌‌                       صورت ‌جبر یک

‌ ‌روی ‌است‌ نامتقارن ‌‌هم. ‌هر ‌برای ‌‌     چنین ‌خطی ‌نرم‌‌                زیرفضای با

‌.] 5،‌بخش‌15[است‌‌ یک‌جبر‌سگال‌نامتقارن‌روی‌‌                       

دوتختی‌بودن‌چپ‌جبرهای‌سگال‌متقارن‌را‌بررسی‌و‌یک‌شرط‌لازم‌و‌کافی‌برای‌آن‌- ‌مؤلفان،‌]‌0.‌3ۀ،‌قضی0[در‌

دوتختی‌بودن‌چپ‌جبرهای‌سگال‌را‌در‌حالت‌کلی‌-  ،‌‌1ۀاساسی‌از‌قضی‌ۀعنوان‌یک‌نتیج‌در‌ادامه‌به.‌دست‌آوردند‌هب

‌.‌کنیم‌سازی‌می‌مشخص

‌‌ فرض‌کنیم‌‌.9 ۀنتیج ‌باشد‌ یک‌جبر‌سگال‌روی‌‌‌    یک‌گروه‌فشرده‌موضعی‌و ‌این‌. صورت‌برای‌هر‌‌در

‌.ارزند‌عبارات‌زیر‌هم‌          

‌.دوتختی‌چپ‌است- یک‌جبر‌باناخ‌‌     .‌1

 .دوتختی‌چپ‌است-      یک‌جبر‌باناخ‌‌    .‌2

 .است پذیر‌میانگین‌ .‌3

همواره‌دارای‌یکه‌تقریبی‌چپ‌‌    دانیم‌هر‌جبر‌سگال‌دلخواه‌‌می‌]8از‌فصل‌‌‌1ۀ،‌قضی15[ابتدا‌با‌توجه‌به‌‌:برهان

‌.اثبات‌تمام‌است‌]‌1.‌3ۀ،‌نتیج0[و‌‌‌1ۀحال‌با‌استفاده‌از‌قضی.‌است

‌مفهوم‌ ‌در‌حالتی‌بررسی‌می- در‌پایان‌این‌بخش، یک‌جبر‌‌ کنیم‌که‌‌دوتختی‌چپ‌جبرهای‌سگال‌مجرد‌را

‌.‌1ۀ،‌قضی12[برگرفته‌از‌اثبات‌‌‌11ۀکه‌ایده‌برهان‌قضی‌ذکر‌این‌نکته‌حائز‌اهمیت‌است.‌باناخ‌با‌یکه‌تقریبی‌چپ‌است

‌.باناخ‌است‌دوتصویری‌جبرهای- در‌مورد‌مفهوم‌‌]2

‌      یک‌جبر‌باناخ‌با‌یکه‌تقریبی‌چپ‌باشد‌و‌‌ فرض‌کنیم‌. 10 ۀقضی صورت‌برای‌هر‌جبر‌سگال‌‌در‌این‌.

‌.ارزند‌شرایط‌زیر‌هم‌ نسبت‌به‌‌ مجرد‌

 .دوتختی‌چپ‌است-   یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌1

‌.پذیر‌چپ‌است‌میانگین-   یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌2

          دوتختی‌چپ‌است،‌نگاشت‌خطی‌و‌کراندار‌-   یک‌جبر‌باناخ‌‌ ‌چون‌(1)‌  (2)‌:برهان
  

‌

   و‌‌     چنین‌فرض‌کنیم‌‌هم.‌کند‌صدق‌می‌2در‌شرایط‌تعریف‌‌که‌طوری‌بهموجود‌است‌
ترتیب‌همان‌عضو‌‌به‌

‌حال‌نگاشت‌خطی‌کراندار‌.‌استفاده‌شد‌‌1ۀو‌نگاشتی‌باشد‌که‌در‌برهان‌قضی

               
         

  
  

‌داریم‌       و‌‌   صورت‌برای‌هر‌‌‌در‌این.‌نگاشت‌شمول‌است‌     گیریم‌که‌در‌آن‌‌را‌در‌نظر‌می
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 براین‌‌و‌علاوه

                                
     

                                     
       

                                                 
     

             

‌این ‌فرض ‌‌با ‌‌      که     و
 

 
‌می‌ ‌قرار ‌باشد ‌قسمتی ‌خارج ‌‌نگاشت             دهیم

         
 

 
دارای‌یکه‌تقریبی‌چپ‌است،‌‌‌ از‌طرفی‌چون‌.‌نگاشتی‌خطی‌و‌کراندار‌است‌ بدیهی‌است‌.‌   

‌که‌طوری‌بهموجودند‌‌      و‌‌      های‌‌دنباله‌   نرم‌چگال‌است‌و‌در‌نتیجه‌برای‌هر‌‌ در‌‌  

‌صورت‌در‌این‌.‌      

                        

                                                

                                                                     

یک‌نگاشت‌روی‌فضای‌خارج‌قسمتی‌‌ بنابراین‌نگاشت‌
 

 
از‌.‌دهیم‌می‌نمایش‌ را‌با‌همان‌نماد‌‌کند‌که‌آن‌القا‌می‌‌

ه‌کجا‌آن
 

 
ترتیب‌برای‌‌بدین.‌در‌نظر‌گرفت‌   عنوان‌یک‌عضو‌در‌‌را‌به‌         توان‌‌راحتی‌می‌هب‌‌  

‌داریم‌   هر‌

                       

                            

‌چنین‌‌و‌هم

     
  
           

                              
  
      

  
  

   که‌در‌آن‌
 

 
‌:شود‌بنابراین‌نتیجه‌می .است‌           صورت‌‌مشخصه‌تعریف‌شده‌به‌  

                 

                                                 

                                                           
  
            

         

                
‌‌ حال‌چون‌ ‌‌ در ‌است‌برای‌هر ‌‌   چگال ‌‌         داریم ‌نتیجه ‌در ‌‌ و ‌باناخ - یک‌جبر

یک‌جبر‌باناخ‌‌ و‌در‌نتیجه‌‌     توان‌فرض‌کرد‌‌می‌ جای‌‌هب‌    گزینی‌‌با‌جای.‌پذیر‌چپ‌است‌میانگین

‌.‌پذیر‌چپ‌است‌میانگین-   

‌.ترتیب‌اثبات‌تمام‌است‌نیز‌بدیهی‌است‌و‌بدین(‌2)‌  (1)استلزام‌

‌

 پذیری درونی میانگین- دوتختی و - ارتباط بین 

پذیری‌درونی‌جبرهای‌باناخ‌‌میانگین- دوتختی‌بودن‌با‌مفهوم‌- هدف‌اصلی‌در‌این‌بخش‌بررسی‌ارتباط‌بین‌

‌است ‌اساسی‌نشان‌می‌به. ‌‌عنوان‌نتیجه ‌‌ دهیم‌اگر ‌باناخ ‌آن‌میانگین- یک‌جبر ‌درونی‌باشد، ‌‌پذیر ‌مفاهیم - گاه

‌ ‌و ‌هستند‌میانگین- دوتختی‌چپ ‌پذیری‌چپ‌معادل .‌ ‌مفهوم ‌ابتدا ‌را‌‌میانگین- در ‌باناخ ‌جبرهای ‌درونی پذیری

‌.کنیم‌معرفی‌می
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌108
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

است‌هرگاه‌‌1پذیر‌درونی‌میانگین- ،‌ در‌این‌صورت‌‌.‌      یک‌جبر‌باناخ‌باشد‌و‌‌ فرض‌کنیم‌‌.11تعریف 

‌داشته‌باشیم‌   برای‌هر‌‌که‌طوری‌بهموجود‌باشد‌‌      تور‌

                      . 
پذیر‌درونی‌‌میانگین- ،‌ توان‌دید‌‌راحتی‌می‌هتقریبی‌کراندار‌باشد‌ب‌ۀجایی‌یا‌دارای‌یک‌هجاب‌ که‌جبر‌باناخ‌‌در‌حالتی

ثابت‌شده‌است‌که‌اگر‌جبر‌‌]‌2.‌2ۀ،‌قضی0[چنین‌در‌‌هم.‌]8[‌یستن‌است‌ولی‌عکس‌این‌مطلب‌در‌حالت‌کلی‌برقرار

‌آن‌ۀدارای‌یک‌ باناخ‌ ‌پذیری‌چپ‌معادل‌هستند‌میانگین- دوتختی‌چپ‌و‌- گاه‌مفاهیم‌‌تقریبی‌کراندار‌باشد، با‌.

‌.کنیم‌درونی‌ثابت‌می‌پذیر‌میانگین- را‌برای‌جبرهای‌باناخ‌‌]‌2.‌2ۀ،‌قضی0[توجه‌به‌این‌مطالب‌در‌ادامه‌یک‌تعمیم‌از‌

عبارات‌این‌صورت‌‌در‌این‌.‌      پذیر‌درونی‌باشد‌که‌در‌آن‌‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌ فرض‌کنیم‌‌.1۰لم 

‌:ارزند‌هم

 .دوتختی‌چپ‌است- یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌1

‌.پذیر‌چپ‌است‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌2

‌1)‌  (2)‌:برهان )‌ ‌‌ چون ‌باناخ ‌- یک‌جبر ‌خطی‌کراندار ‌عملگر ‌            دوتختی‌چپ‌است،

‌داریم‌     برای‌هر‌‌که‌طوری‌بهموجود‌است‌

                                  
              

‌ ‌چون ‌دیگر ‌طرفی ‌‌میانگین- ‌ از ‌تور ‌نتیجه ‌است‌در ‌درونی ‌‌      پذیر ‌دارد ‌هر‌‌که‌طوری‌بهوجود برای

‌داریم‌   

                      . 
      یک‌تورکراندار‌در‌‌    بدیهی‌است‌.‌        قرار‌دهیم‌

  
‌است‌و‌‌

                                   , 

 چنین‌و‌هم

     
                 

ژی‌ضعیف‌ستاره‌‌در‌توپولو‌ دارای‌نقطه‌انباشتگی‌مانند‌‌    دانیم‌تور‌‌اوغلو‌می‌آل-باناخ‌ۀاز‌طرف‌دیگر‌بنابر‌قضی

      روی‌
  

‌داریم‌   صورت‌برای‌هر‌‌در‌این‌‌.است‌

                
 

                

  و‌  های‌‌و‌با‌توجه‌به‌پیوستگی‌نگاشت
‌شود‌ژی‌ضعیف‌ستاره‌نتیجه‌می‌‌نسبت‌به‌توپولو‌‌  

     
            

 
     

          

‌.پذیر‌چپ‌است‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌ گیریم‌که‌‌نتیجه‌می‌]‌3.‌2ۀ،‌قضی7[کارگیری‌‌هحال‌با‌ب

‌‌      پذیر‌درونی‌باشد‌که‌در‌آن‌‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌ فرض‌کنیم‌‌.11 ۀقضی یک‌جبر‌سگال‌‌ و

‌:ارزند‌همعبارات‌این‌صورت‌‌در‌این‌.‌باشد‌ مجرد‌نسبت‌به‌

 .دوتختی‌چپ‌است-   یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌1

 .پذیر‌چپ‌است‌میانگین-   یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌2

،‌ چون‌.‌باشند‌‌11ۀهای‌استفاده‌شده‌در‌برهان‌قضی‌همان‌نگاشت‌‌           فرض‌کنیم‌(‌1)‌  (2)‌:برهان

‌داریم‌   برای‌هر‌‌که‌طوری‌بهوجود‌دارد‌‌      است‌در‌نتیجه‌تور‌‌پذیر‌درونی‌میانگین- 

                      . 
                                                           
1. Inner  -amenable 
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 ‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌109ها‌مشخصه‌ۀدوتختی‌بودن‌جبرهای‌سگال‌مجرد‌بر‌پای

‌ ‌دهیم             قرار
 

 
 
  

    ‌ .‌ ‌‌    بوضوح ‌در ‌کراندار ‌هر‌‌   یک‌تور ‌برای است‌که

‌داریم‌   

                                     
     

                                                                
     

                                                        
      

                                                        
      

                                                                                 
             

‌براین‌ علاوه

                                                                         
     

                             
     

          

‌در‌توپولوژی‌ضعیف‌ستاره‌داریم‌    عنوان‌نقطه‌انباشتگی‌تور‌کراندار‌‌به‌     در‌نظر‌گرفتن‌حال‌با‌

                                    

‌شود‌‌چگال‌است‌نتیجه‌می‌ در‌‌ جاکه‌‌حال‌از‌آن

                                    

‌ شود‌که‌‌نتیجه‌می،‌]‌3.‌2ۀ،‌قضی1[کارگیری‌‌هاکنون‌با‌ب‌ .پذیر‌چپ‌است‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌ و‌در‌نتیجه‌

 .شود‌نتیجه‌می‌]‌2.‌2ۀ،‌قضی0[نیز‌از‌(‌2)‌  (1)استلزام‌.‌پذیر‌چپ‌است‌میانگین-   یک‌جبر‌باناخ‌

‌با‌روشی‌دیگر‌ب‌‌9ۀتوان‌نتیج‌می‌‌13ۀعنوان‌یک‌کاربرد‌از‌قضی‌در‌ادامه،‌به صورت‌‌‌دینکه‌در‌بخش‌قبل‌ارائه‌شد‌را

‌.دست‌آورد‌هب

‌باشد‌ یک‌جبر‌سگال‌روی‌‌‌    یک‌گروه‌فشرده‌موضعی‌و‌‌ فرض‌کنیم‌‌.1۴ ۀنتیج صورت‌برای‌هر‌‌در‌این‌.

‌:ارزند‌عبارات‌هماین‌‌          

‌.دوتختی‌چپ‌است- یک‌جبر‌باناخ‌‌     .‌1

 .دوتختی‌چپ‌است-      یک‌جبر‌باناخ‌‌    .‌2

 .است پذیر‌میانگین‌ .‌3

‌1)‌  (2)‌:برهان ‌گروهی‌( ‌‌     چون‌جبر ‌لم ‌از ‌استفاده ‌با ‌است، ‌تقریبی‌کراندار ‌دارای‌یکه نتیجه‌‌3همواره

شود‌جبر‌‌نتیجه‌می‌]‌‌3.‌2ۀ،‌قضی1[کارگیری‌‌هحال‌با‌ب.‌پذیر‌چپ‌است‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌     گیریم‌‌می

‌.دوتختی‌چپ‌است-      پذیر‌چپ‌و‌در‌نتیجه‌‌میانگین-      ،‌    سگال‌

یک‌‌     شود‌‌همواره‌دارای‌یکه‌تقریبی‌کراندار‌است‌نتیجه‌می‌     که‌جبر‌گروهی‌‌با‌توجه‌به‌این(‌2)‌  (3)

دوتختی‌چپ‌است‌و‌-      یک‌جبر‌باناخ‌‌    که‌‌اکنون‌با‌توجه‌به‌این.‌پذیر‌درونی‌است‌میانگین- جبر‌باناخ‌

یک‌گروه‌‌ بنابراین‌.‌پذیر‌چپ‌است‌میانگین-      یک‌جبر‌باناخ‌‌    شود‌‌نتیجه‌می‌‌13ۀبا‌استفاده‌از‌قضی

‌.]‌0‌.3ۀ،‌نتیج1[پذیر‌است‌‌میانگین

‌.نیز‌بدیهی‌است(‌3)‌  (1)استلزام‌

صورت‌برای‌هر‌‌‌در‌این.‌      پذیر‌درونی‌باشد‌که‌در‌آن‌‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌ فرض‌کنیم‌‌.1۵ ۀنتیج

‌.ارزند‌شرایط‌زیر‌هم‌ نسبت‌به‌‌ جبر‌سگال‌مجرد‌

 .دوتختی‌چپ‌است-   یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌1
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‌های‌ریاضی‌‌پژوهش‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌1011بهار‌،‌1،‌شماره‌7جلد‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌‌110
 (نشریه‌علوم‌دانشگاه‌خوارزمی)‌

 .پذیر‌چپ‌است‌میانگین- یک‌جبر‌باناخ‌‌ .‌2

‌.شود‌نتیجه‌میراحتی‌‌هب‌]‌3‌.2ۀ،‌قضی1[و‌‌12از‌لم‌‌:برهان
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