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Introduction 
Let 𝑅 be a commutative Noetherian ring (with identity) and 𝐼 be an ideal of 𝑅. The 

local cohomology modules H𝐼 
𝑖 (𝑀), 𝑖 = 0, 1, 2,…, of an 𝑅-module 𝑀 with respect to 

𝐼, with support in 𝑉(𝐼), were introduced by A. Grotendieck in [14, 15]. The local 

cohomology module H𝐼 
𝑖 (𝑀) is defined as: 

H𝐼
𝑖(𝑀) = lim

𝑛≥1
→  
Ext𝑅

𝑖 (𝑅 𝐼𝑛⁄ ,𝑀). 

 Also, for each pair of 𝑅-modules 𝑀 and 𝑁, the generalized local cohomology 

modules  

H𝐼
𝑖(𝑀,𝑁) ≅ lim

𝑛≥1
→  
Ext𝑅

𝑖 (𝑀 𝐼𝑛𝑀⁄ ,𝑁), 

were introduced by Herzog in [17]. Clearly, this notation is a generalization of the 

ordinary local cohomology module. 

Hartshorn defined an 𝑅-module 𝑀 to be 𝐼-cofinite if Supp(𝑀) ⊆ 𝑉(𝐼) and 

Ext𝑅
𝑖 (𝑅 𝐼⁄ ,𝑀) is finitely generated for all 𝑖 and asked:  

    For which rings 𝑅 and ideals 𝐼 are the modules H𝐼
𝑖(𝑀) 𝐼-cofinite for all 𝑖 and all 

finitely generated modules 𝑀? 

In [8], K. Bahmanpour et al., introduced the new notation of the 𝑛-th finiteness 

dimension 𝑓𝐼
𝑛(𝑀), for all 𝑛 𝜖 ℕ0. More precisely, they used the following notation: 

𝑓𝐼
𝑛(𝑀) ≔ inf  {𝑓𝐼𝑅𝔭(𝑀𝔭) ∶  𝔭 𝜖 Supp(𝑀/𝐼𝑀) anddim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛}, 

where, for each ideal 𝐽 of 𝑅 and each finitely generated 𝑅-module 𝑁, the 

finiteness dimension 𝑓𝐽(𝑁) of 𝑁 relative to 𝐽 is defined as: 

𝑓𝐽(𝑁) ≔ inf  {𝑖 𝜖 ℕ0  ∶  H𝐽
𝑖(𝑁) is not finitely generated} 

 In [3], Asadollahi and Naghipour introduced the notation of the 𝑅-modules in 

dimension < 𝑛, for all 𝑛 𝜖 ℕ0. More precisely, by them definition, an 𝑅-module 𝑀 

is said to be in dimension < 𝑛 if and only if dim(𝑀/𝑁) < 𝑛 for some finitely 

generated submodule 𝑁 of 𝑀. Moreover, they showed that if 𝑅 is a complete local 

ring then for any finitely generated 𝑅-module 𝑀 there is another description of 

𝑓𝐼
𝑛(𝑀) as follows: 

𝑓𝐼
𝑛(𝑀) ≔ inf  {0 ≤ 𝑖 ∈ ℤ ∶   H𝐼

𝑖(𝑀) is not in dimension < n}. 
 In [18], Hoang generalized their result to generalized local cohomology as 

follows: 

𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁) ≔ inf  {0 ≤ 𝑖 ∈ ℤ ∶   H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁) is not in dimension < n}. 
where 𝑁 is another finitely generated 𝑅-module. Also, he proved that if 𝐼𝑀 =
Ann𝑅(𝑀/𝐼𝑀) then 𝑓𝐼

𝑛(𝑀,𝑁) is defined as:  

𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁) ≔ inf  {𝑓𝐼𝑅𝔭(𝑀𝔭, 𝑁𝔭) ∶  𝔭 𝜖 Supp(𝑁/𝐼𝑀𝑁) anddim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛}, 

where, for each ideal 𝐽 of 𝑅 and each pair of finitely generated 𝑅-modules 𝑀, 𝑁, 

the finiteness dimension 𝑓𝐽(𝑀,𝑁) of 𝑀, 𝑁 relative to 𝐽 is defined as: 

𝑓𝐽(𝑀,𝑁) ≔ inf  {𝑖 𝜖 ℕ0  ∶  H𝐽
𝑖(𝑀,𝑁) is not finitely generated}. 

 Also in [1], Abazari and the present author proved that, if (𝑅,𝔪) is a complete 

local ring, then for all 𝑖 < 𝑓𝐼
𝑛(𝑀) and all 𝑗 ≥ 0, the 𝑅-modules Ext𝑅

𝑗
(𝑅/

𝐼, H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁)) are in dimension < 𝑛 − 2. 

 Throughout this paper, 𝑅 will always be a commutative Noetherian ring with non-

zero identity and 𝐼 will be an ideal of 𝑅. For each 𝑅-module 𝐿, we denote by 
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Ass𝑅(𝐿) the set of associated prime ideals of 𝐿. Also, for any ideal 𝔞 of 𝑅, we 

denote {𝔭 𝜖 Spec 𝑅 ∶  𝔭 ⊇ 𝔞} by 𝑉(𝔞). For any unexplained notation and 

terminology we refer the reader to [10] and [24]. 

   

Question. If (𝑅,𝔪) is a complete local ring, then for all 𝑖 < 𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁)  and all 𝑗 ≥

0, are the 𝑅-modules Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁)) in dimension < 𝑛 − 2?  

 

Material and methods 

 In this paper, the symbol 𝒞<𝑛(𝑅) denote the category of all 𝑅-modules in 

dimension < 𝑛 and the symbol 𝒞<𝑛(𝐼, 𝑅) denotes the category of all 𝑅-modules 𝑇, 

such that Ext𝑅
𝑗 (𝑅/𝐼, 𝑇) is in 𝒞<𝑛(𝑅), for all 𝑗 ≥ 0. Lemmas 2.1 and 2.2 and 

theorems 2.3 and 2.4, which are suitable generalizations of some well-known 

results are needed in this paper. 

  

Results and discussion 

 The main purpose of this paper is to prepare an affirmative answer to our question 

in general. Moreover, we shall give some applications of this result concerning the 

finiteness of special sets of associated prime ideals of the generalized local 

cohomology modules. 

 

Conclusion 

 We prove that if (𝑅,𝔪) is a Noetherian complete local ring, 𝐼 is an ideal of 𝑅, 𝑡 ≥ 0 

and 𝑛 ≥ 2 are two integers and 𝑀, 𝑁 are two finitely generated 𝑅-modules such that 

for each 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 the 𝑅-module H𝐼
𝑖(𝑀,𝑁) is in 𝒞<𝑛(𝑅), then for any finitely 

generated 𝑅-module 𝑋 with support in 𝑉(𝐼), each element of the set  

𝔍:= {Ext𝑅
𝑗
(𝑋, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) ∶ 𝑗 ≥ 0 and 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡} 

 ∪ {Hom𝑅(𝑋,H𝐼 
𝑡+1(𝑀,𝑁)), Ext𝑅

1 (𝑋, H𝐼 
𝑡+1(𝑀,𝑁))} 

is in 𝒞<𝑛−2(𝑅) (Theorem 2.7). The following results are immediately consequences 

of this result. Let (𝑅,𝔪) be a Noetherian complete local ring, 𝐼 be an ideal of 𝑅 and 

𝑛 ≥ 2 be an integer and 𝑀, 𝑁 be two finitely generated 𝑅-modules such that 

dim(𝑁/𝐼𝑁) = 𝑛. Then for any finitely generated 𝑅-module 𝑋 with support in 𝑉(𝐼), 
each element of the set  

𝔍:= {Ext𝑅
𝑗
(𝑋, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) ∶ 𝑗 ≥ 0 and 𝑖 ≥ 0} 

is in 𝒞<𝑛−1(𝑅) (Corollary 2.8). Let (𝑅,𝔪) be a Noetherian complete local ring, 𝐼 be 

an ideal of 𝑅, 𝑀, 𝑁 be two finitely generated 𝑅-modules and 𝑛 ≥ 2 be an integer. 

Then for all 𝑖 < 𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁) and all 𝑗 ≥ 0, the 𝑅-modules H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁) are in 

𝒞<𝑛−2(𝐼, 𝑅) (Corollary 2.9). Another result of this paper is a generalization of [3, 

Theorem 2.8] and [1, Theorem 2.10]. Let (𝑅,𝔪) be a Noetherian complete local ring, 

𝐼 be an ideal of 𝑅, 𝑡 ≥ 0 and 𝑛 ≥ 2 be two integers and 𝑀, 𝑁 be two finitely 

generated 𝑅-modules such that for each 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 the 𝑅-module H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁) is in 

𝒞<𝑛(𝑅). Then for any finitely generated 𝑅-module 𝑋 with support in 𝑉(𝐼), the 

following statements hold: (i) For each element 𝐿 of the set  

𝔍:= {Ext𝑅
𝑗
(𝑋, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) ∶ 𝑗 ≥ 0 and 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡} 

 ∪ {Hom𝑅(𝑋,H𝐼 
𝑡+1(𝑀,𝑁)), Ext𝑅

1 (𝑋, H𝐼 
𝑡+1(𝑀,𝑁))} 

the set  

Ass𝑅(𝐿)≥𝑛−2 ∶= {𝔭 ∈ Ass𝑅(𝐿) ∶ dim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛 − 2} 
is finite. 

 (ii) For each 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 + 1, the set  

Ass𝑅(H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁))≥𝑛−2 = {𝔭 ∈ Ass𝑅(H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) ∶ dim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛 − 2} 
is finite. 

 (iii) The set  

Ass𝑅(⨁𝑖=0
𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁)

H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁))≥𝑛−2 = {𝔭 ∈ Ass𝑅(⨁𝑖=0

𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁)

H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁))

∶ dim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛 − 2} 
is finite. (Theorem 2.11). 

How to cite: Bahmanpour, K., (2022). Extension functors of generalized local cohomology modules and Serre 

subcategories.  Mathematical Researches, 8 (1), 43-56.  
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 های کلیدی: واژه

 ، وابسته اول آلایده

 ، کرول بعد

 ، کامل موضعی حلقه

 ،کوهمولوژی موضعی

 .متناهیمدول هم

 

 

 

سه  𝑋و  𝑀 ،𝑁باشد. فرض کنیم  𝑅آل سره از یک ایده 𝐼یک حلقه موضعی، نوتری و کامل و  (𝑅,𝔪)فرض کنید 

𝑅-  مدول متناهی مولد باشند به طوری کهSupp (X) ⊆ 𝑉(I) . فرض کنید𝑡 ≥ یک عدد صحیح باشد به  0

0طوری که برای هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 ،𝑅-  مدولH𝐼
𝑖(𝑀,𝑁)  در بعد < 𝑛دهیم هر عضو ین صورت نشان میاست. در ا

𝐿        از مجموعۀ 

 𝔍 = {Ext𝑅
𝑗
(𝑋,H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁))  ∶  𝑗 ≥ 0 و 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡} ∪ {Ext𝑅
𝑖 (𝑋, H𝐼

𝑡+1(𝑀,𝑁))  ∶  𝑖 = 0,1} 

>در  بعد   𝑛 −  کنیم مجموعۀ است و به عنوان یک نتیجه از آن ثابت می 2

AssR(𝐿) ∩ {𝔭ϵSpec(R)  ∶  dim𝑅/𝔭 ≥ n − 2}  

 متناهی است. به ویژه مجموعۀ 

AssR (⨁𝑖=0
𝑡+1 H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁)) ∩ {𝔭 ∈ Spec (R)  ∶  dim𝑅/𝔭 ≥ n − 2} 

Ext𝑅مدول  -𝑅متناهی است. همچنین ثابت می کنیم 
𝑗
(𝑋, H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁))  برای اعداد صحیح𝑖, 𝑗 ≥ >در بعد ، 0 𝑛 − 1 

dim(𝑁/𝐼𝑁)منوط بر این که  است = 𝑛کوه در مرجع بیست، دلفینو در مرجع-. این موارد تعمیم نتایج اصلی هونیکه 

لشگری در  -نقی پور در مرجع سه، کوی در مرجع بیست و یک، برادمن -دوازده، چیریاکسکو در مرجع یازده، اسدالهی

های موضعی و کامل نقی پور در مرجع هفت و بهمن پور و همکاران در مرجع هشت، روی حلقه -مرجع نه، بهمن پور

 است.
 
 

.29-65(، 8) 1، های ریاضیپژوهش. سِر هایرستهزیر و یافتهتعمیم موضعی کوهمولوژی هایمدول توسیع هایگونتابع (.8823)کمال. ؛ پوربهمن: استناد  

                  
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                                          خوارزمیناشر: دانشگاه 
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 مقدمه .1

های کوهمولوژی موضعی باشد. مدول 𝑅آلی از ایده 𝐼جایی و نوتری با عضو همانی و های جابحلقه 𝑅فرض کنید 

H𝐼
𝑖(𝑀) به طوری که ،𝑖 = 0, 1, 2, Supp (H𝐼که در آن  𝐼نسبت به  𝑀مدول  -𝑅، از …

𝑖(𝑀)) ⊆ 𝑉(𝐼) توسط ،

H𝐼ل کوهمولوژی موضعی[ تعریف شده است. مدو41،41گروتندیک در ]
𝑖(𝑀) شود:به صورت زیر تعریف می 

H𝐼
𝑖(𝑀) = lim

𝑛≥1
→  
Ext𝑅

𝑖 (𝑅 𝐼𝑛⁄ ,𝑀). 

 یافته همچنین مدول کوهمولوژی موضعی تعمیم

H𝐼
𝑖(𝑀,𝑁) = lim

𝑛≥1
→  
Ext𝑅

𝑖 (𝑀 𝐼𝑛𝑀⁄ ,𝑁). 

معرفی شده است. به وضوح این مفهوم تعمیمی از مفهوم مدول  [41]هرزوگ توسط  𝑁و  𝑀های مدول -𝑅برای 

 کوهمولوژی موضعی معمولی است. 

H𝐼مدول 
𝑖(𝑀) ها در هندسۀ جبری دارای دو جنبۀ جبری و هندسی است. به خصوص چندین کاربرد برای این مدول

کنید. یکی از نتایج شناخته شده آن است که در حالت  ملاحظه ]41[توانید در وجود دارد. برخی از این کاربردها را می

H𝐼کلی مدول کوهمولوژی موضعی 
𝑖(𝑀) ، متناهی مولد نیست، حتی اگر𝑀 متناهی مولد باشد. اما برای هر ،𝑖 ≥ و  0

H𝔪مدول  -𝑅، (𝑅,𝔪)روی حلقه موضعی نوتری دلخواه  𝑀هر مدول متناهی مولد 
𝑖 (𝑀)  آرتینی است، لذا𝑅-  مدول

Hom𝑅 (𝑅 𝔪⁄ , H𝔪 
𝑖 (𝑀))  شد. مطابق این  ]41[متناهی مولد است. این مشاهده منجر به حدسی از گروتندیک در

Hom𝑅، مدول 𝑀مدول متناهی مولد  -𝑅و هر  𝑅از حلقۀ نوتری  𝐼آلحدس برای هر ایده (𝑅 𝐼⁄ , H𝐼 
𝑖 (𝑀))  متناهی

الت کلی صحیح نیست و اولین مثال نقض برای حدس گروتندیک توسط هارتشورن یافت مولد است. اما این حدس در ح

𝑑دانیم برای هر حلقۀ نوتری از بعد مشاهده شود(. در واقع می ]41[شد. )برای جزئیات و اثبات،  ≥  𝑅از  𝐼آل ، ایده3

Hom𝑅وجود دارد به طوری که مدول  𝑀مدول متناهی مولد  -𝑅و  (𝑅 𝐼⁄ , H𝐼 
𝑖 (𝑀)) ( قضیۀ 1[متناهی مولد نیست ،

Supp(𝑀)متناهی نامید هرگاه هم -𝐼را  𝑀مدولی چون  -𝑅را ملاحظه نمایید(. هارتشورن  ]3.9 ⊆ 𝑉(𝐼)  و برای هر

𝑗 ،Ext𝑅
𝑗 (𝑅 𝐼⁄ ,𝑀) :متناهی مولد باشد و پرسش زیر را مطرح کرد 

 H𝐼های مدول -𝑅 ،𝑅از  𝐼 هایآلو کدام ایده 𝑅به ازای کدام حلقۀ نوتری
𝑖 (𝑀)  به ازای هر𝑖  و هر𝑅-  مدول متناهی

 متناهی هستند؟ هم -𝑀 ،𝐼مولد 

یاسمی این پرسش را مطرح کرد که آیا این مطلب برای کوهمولوژی موضعی تعمیم یافته نیز برقرار است؟  ]71[در 

dim(𝑀/𝐼𝑀)نشان داد برای حالتی که  ]41[هارتشورن در  = ، جواب در حالت کلی منفی است. اما از منظر وجود 2

dim(𝑀/𝐼𝑀)جواب مثبت برای این سؤال، در حالت  ≤ ، 41[، ]44[های جالبی وجود دارد )به عنوان مثال، ، مقاله1

 را ملاحظه نمایید(.  ]1[و  ]4.4، قضیۀ 71[، ]4، قضیۀ 49[، ]47[، ]4.1، قضیۀ 71[، ]1.1نتیجه 

𝑓𝐼امین بعد متناهی  -𝑛، نماد جدید 𝑛𝜖ℕ0پور و همکاران برای هر نبهم ]8[در 
𝑛(𝑀) :را به صورت زیر تعریف کردند 

𝑓𝐼
𝑛(𝑀) ∶= inf {𝑓𝐼𝑅𝔭(𝑀𝔭)  ∶  𝔭 𝜖 Supp(𝑀/𝐼𝑀) و dim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛}, 
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به  𝐽آل نسبت به ایده 𝑓𝐽(𝑁) ،𝑁، بعد متناهی بودن 𝑁 مدول متناهی مولد -𝑅و هر  𝑅از  𝐽آل که در آن برای هر ایده

 شود: صورت زیر تعریف می

𝑓𝐽(𝑁) ≔ inf  {𝑖 ∈ ℕ0  ∶  H𝐽 متناهی مولد نیست
𝑖 (𝑁) }. 

𝑓𝐼)توجه شود 
0(𝑀) = 𝑓𝐼(𝑀) همچنین آنها ثابت کردند اگر ).𝑀  یک𝑅- ی هر مدول متناهی مولد باشد، آنگاه برا

𝑖 < 𝑓𝐼
2(𝑀) ،H𝐼 

𝑖 (𝑀)،𝐼- متناهی است و در حالتی که هم𝑅  حلقه موضعی و کامل است، برای هر𝑖 < 𝑓𝐼
3(𝑀) ،𝑅- 

 H𝐼مدول 
𝑖 (𝑀) ،𝐼- کنیم است. یادآوری می 4متناهی ضعیفهم𝑅- مدول𝑀 ،𝐼- شود هرگاه متناهی ضعیف نامیده میهم

Supp(𝑀) ⊆ 𝑉(𝐼) برای هر  و𝑗 ،Ext𝑅
𝑗 (𝑅/𝐼,𝑀) کنیم باشد. همچنین یادآوری می 7لاسکرین ضعیف𝑅-  مدول𝑀 ،

 ]1[آل اول وابسته باشد. در دارای تعداد متناهی ایده 𝑀شود هرگاه هر تصویر همریخت لاسکرین ضعیف نامیده می

اگر و تنها اگر به ازای دست کم یک زیرمدول  لاسکرین ضعیف است 𝑀مدول  -𝑅پور ثابت کرد روی حلقه نوتری، بهمن

dim(𝑀/𝑁)متناهی باشد؛ به ویژه آن که  𝑀 ،Supp(𝑀/𝑁)از  𝑁متناهی مولد  ≤ ، اسدالهی ]9[. علاوه بر این در 1

>های با بعد مدول -𝑅، نماد 𝑛𝜖ℕ0پور برای هر و نقی 𝑛  ،را معرفی کردند. بنا به تعریف آنها𝑅- مدول 𝑀 بعد در

< 𝑛  شود اگر و تنها اگر زیرمدول متناهی مولد نامیده می𝑁  از𝑀  موجود باشد بطوریکهdim(𝑀/𝑁) < 𝑛 توجه( .

>مدول متناهی مولد از بعد  -𝑅کنیم. بنابراین هر تعریف می  -4مدول صفر را برابر  -𝑅شود که بعد  است. به ویژه   0

Supp(𝑇)که  𝑇مدول  -𝑅هر  ⊆ V(𝐼)   ،𝐼-متناهی است اگر و تنها اگر برای اعداد صحیح هم𝑗 ≥ 0 ،𝑅- های مدول

Ext𝑅
𝑗 (𝑅/𝐼,𝑀)  از بعد< گاه برای هر حلقه موضعی و کامل باشد، آن 𝑅بر این، آنها نشان دادند اگر  باشند.( علاوه 0

𝑅-  مدول متناهی مولد𝑀 توصیف دیگری از ،𝑓𝐼
𝑛(𝑀) ارد: به صورت زیر وجود د 

𝑓𝐼
𝑛(𝑀) ≔ inf  {0 ≤ 𝑖 ∈ ℤ ∶ > نیست n در بعد H𝐼 

𝑖 (𝑀)}. 

0که  𝑖برای تمام اعداد صحیح ، ]7.9 ۀ، قضی8[حلقه موضعی و کامل باشد. طبق  (𝑅,𝔪)حال فرض کنیم  ≤ 𝑖 <

𝑓𝐼
2(𝑀) ،H𝐼 

𝑖 (𝑀) ،𝐼- 0است. بنابراین برای تمام اعداد صحیح  متناهیهم ≤ 𝑖 < 𝑓𝐼
2(𝑀)  و هر𝑗 ≥ 0 ،

Ext𝑅
𝑗
(𝑅 𝐼⁄ , H𝐼 

𝑖 (𝑀))  متناهی مولد است و لذا از بعد< های هونگ این نتایج را برای مدول ]48[هستند. در  0

 کوهمولوژی موضعی تعمیم یافته، به صورت زیر تعمیم داده است: 

𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁) ≔ inf  {0 ≤ 𝑖 ∈ ℤ ∶ > نیست n در بعد H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)} , 

𝐼𝑀مدول متناهی مولد است و اگر  -𝑅، یک 𝑁که در آن  = Ann𝑅(𝑀/𝐼𝑀)گاه ، آن𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁)  به صورت زیر نیز قابل

 توصیف است:

𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁) ≔ inf  {𝑓𝐼𝑅𝔭(𝑀𝔭, 𝑁𝔭)  ∶  𝔭 𝜖 Supp(𝑁/𝐼𝑀𝑁) وdim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛} , 

                                                           
1 Weakly cofinite  
2 Weakly Laskerian 
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,𝑓𝐽(𝑀، بعد متناهی بودن 𝑁و  𝑀های متناهی مولد مدول -𝑅و  𝑅از  𝐽آل ای هر ایدهکه در آن بر 𝑁) ،𝑀  و𝑁  نسبت

 شود: به صورت زیر تعریف می 𝐽آل به ایده

𝑓𝐽(𝑀,𝑁) ≔ inf  {𝑖 ∈ ℕ0  ∶  H𝐽 متناهی مولد نیست
𝑖 (𝑀,𝑁) }. 

𝑓𝐼)توجه شود که 
0(𝑀,𝑁) = 𝑓𝐼(𝑀,𝑁)). 

گاه برای هر حلقۀ موضعی و کامل باشد، آن (𝑅,𝔪)اباذری و نویسندۀ مقاله فعلی نشان دادند اگر ، ]4[همچنین در 

𝑖 < 𝑓𝐼
𝑛(𝑀)  و هر𝑗 ≥ 0 ،𝑅- های مدولExt𝑅

𝑗
(𝑅 𝐼⁄ , H𝐼 

𝑖 (𝑀))  در بعد< 𝑛 −  هستند.  2

 حال طبیعی است که بپرسیم: 

𝑖گاه برای هر حلقه موضعی وکامل باشد، آن (𝑅,𝔪)اگر  .1.1پرسش  < 𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁)  و هر𝑗 ≥ های مدول -𝑅، آیا 0

Ext𝑅
𝑗
(𝑅 𝐼⁄ , H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁))  در بعد< 𝑛 −  هستند؟  2

ه جپاسخ مثبت برای این پرسش در حالت کلی است. علاوه بر این کاربردهایی از این نتی ۀهدف اصلی این مقاله ارائ     

های کوهمولوژی موضعی تعمیم یافته ارائه های اول وابسته مدولآلهای خاص از ایدهدر ارتباط با متناهی بودن مجموعه

دهد. همچنین را نشان می 𝐿های اول وابستۀ آلمجموعه ایده 𝐿 ،Ass𝑅(𝐿)مدول  -𝑅دهیم. در این مقاله برای هر می

𝑅 ،{𝔭 𝜖 𝑆𝑝𝑒𝑐 𝑅از  𝔞آل برای هر ایده ∶  𝔭 ⊇ 𝔞}  را با𝑉(𝔞) دهیم. برای آشنایی بیشتر با مفاهیم و نشان می

 مراجعه کند.  ]71[و  ]41[تواند به مراجع اصطلاحاتی که در این مقاله استفاده شده است، خواننده می

 یج اصلیتان .2

𝑛و  𝑅آلی از ایده 𝐼ای نوتری، حلقه 𝑅کنید قبل از بیان نتایج، فرض  ∈ ℕ0  باشد. در این مقاله نماد𝒞<𝑛(𝑅) 4رستۀ 

>های با بعد مدول -𝑅همه  𝑛 دهد و نماد را نشان می𝒞<𝑛(𝐼, 𝑅)  رستۀ همه𝑅- های مدول𝑇 دهد که را نشان می

𝑗برای هر  ≥ 0 ،Ext𝑅
𝑗 (𝑅 𝐼⁄ , 𝑇) متعلق به𝒞<𝑛(𝑅)  کنیم یک زیررسته مانند است. یادآوری می𝒮  از رستۀ𝑅- ها مدول

 مدول -𝑅 هاهمریختی -𝑅ها و مدول -𝑅هرگاه در هر رشتۀ دقیق کوتاه از شود،نامیده می 7سرِها، زیررستۀ همریختی -𝑅 و 

های مناسبی از باشند. سه لم زیر که تعمیم 𝒮مدول کناری متعلق به  -𝑅باشد اگر و تنها اگر دو  𝒮وسطی متعلق به 

 ها هستند، در این مقاله مورد نیاز است. مدول -𝑅های سِر از رستۀ پیرامون زیررستهنتایج معروف 

𝑛ای نوتری و حلقه 𝑅فرض کنید . 1.2 لم ∈ ℕ0  باشد. در این صورت 𝒞<𝑛(𝑅)مدول، خارج قسمت و نسبت به زیر

یک  𝑅 ،𝒞<𝑛(𝑅)از  𝐼آل ی هر ایدهها است. به ویژه برامدول-𝑅توسیع بسته است، یعنی یک زیررستۀ سر از رستۀ 

,𝒞<𝑛(𝐼زیررسته از  𝑅) .است 

   را ملاحظه کنید.                                                                                               ]4.7، لم 4[ .برهان

                                                           
1 Category 
2 Serre subcategory 
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ها باشد. در این صورت مدول -𝑅یک زیررستۀ سر از رستۀ  𝒮و  𝑅آلی از ایده 𝐼ای نوتری، حلقه 𝑅فرض کنید . 2.2لم 

𝑡و هر عدد صحیح  𝑇مدول  -𝑅برای هر  ∈ ℕ0:شرایط زیر با هم معادلند ، 

0الف( برای هر عدد صحیح       ≤ 𝑖 ≤ 𝑡  ،Ext𝑅
𝑖 (𝑅 𝐼⁄ , 𝑇) ∈ 𝒮. 

Supp (𝑁)با ویژگی  𝑁مدول متناهی مولد  -𝑅ب( برای هر       ⊆ 𝑉(𝐼)  0و هر عدد صحیح ≤ 𝑖 ≤ 𝑡                ،

Ext𝑅
𝑖 (𝑁, 𝑇) ∈ 𝒮 . 

 کنید.                                                                    استفاده  ]4، لم 77[برای اثبات حکم از برهان . برهان

 -𝑅یک  𝑁مولد باشد. فرض کنیم متناهی  مدول 𝑅– یک 𝑀و  𝑅ی نوتری آلی از حلقهایده 𝐼فرض کنید . 2.2 ۀقضی

 یک عدد صحیح نامنفی باشد به طوری که:  𝑡یک زیررستۀ سر و  𝒮مدول دلخواه، 

𝑖الف( برای هر       ≤ 𝑡 ،Ext𝑅
𝑡−𝑖(Tor𝑖

𝑅(𝑅/𝐼,𝑀), 𝑁) ∈ 𝒮 و 

𝑖ب( برای هر       < 𝑡 ،Ext𝑅
𝑡+1−𝑖(𝑅 𝐼⁄ , H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁)) ∈ 𝒮. 

Hom𝑅(𝑅این صورت در  𝐼⁄ , H𝐼
𝑡(𝑀,𝑁)) ∈ 𝒮. 

 را ملاحظه نمایید.                                                                                     ]44.7، نتیجه 71[ .برهان

مدول  -𝑅یک  𝑁شد. فرض کنید مدول متناهی مولد با -𝑅یک  𝑀و  𝑅ی نوتری آلی از حلقهایده 𝐼فرض کنید . 0.2 ۀقضی

 یک عدد صحیح نامنفی باشد به طوری که:  𝑡یک زیررستۀ سر و  𝒮دلخواه، 

𝑖الف( برای هر       ≤ 𝑡 + 1 ،Ext𝑅
𝑡+1−𝑖(Tor𝑖

𝑅(𝑅/𝐼,𝑀), 𝑁) ∈ 𝒮  و 

𝑖ب( برای هر       < 𝑡 ،Ext𝑅
𝑡+2−𝑖(𝑅 𝐼⁄ , H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁)) ∈ 𝒮. 

Ext𝑅در این صورت 
1 (𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑡 (𝑀,𝑁)) ∈ 𝒮. 

   را ملاحظه نمایید.                                                                                    ]49.7، نتیجۀ 71[ .برهان

 کند. لم مهم زیر نقشی کلیدی در اثبات نتیجۀ اصلی ما ایفا می

هائی متناهی مولد باشند مدول -𝑁 ،𝑅و  𝑀باشد. فرض کنید  𝑅آلی از ایده 𝐼ری و ای نوتحلقه 𝑅فرض کنید . 2.2لم 

𝑖 به طوری که برای هر  < 𝑡و برای هر𝔭 ∈ ⋃ SuppH𝐼
𝑖(𝑀,𝑁) 𝑖<𝑡  با ویژگیdim𝑅/𝔭 > 1 ،(H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁))𝔭  

Hom𝑅(𝑅منفی است. در این صورت یک عدد صحیح نا 𝑡مدول متناهی مولد است که در آن - 𝑅𝔭یک 𝐼⁄ , H𝐼
𝑡(𝑀,𝑁)) 

𝑖مدول متناهی مولد است و برای هر  -𝑅یک  < 𝑡 ،H𝐼
𝑖(𝑀,𝑁)  یک𝑅-  مدول𝐼- متناهی است. هم 

                       را ملاحظه نمایید.                                                                   ]1.7، قضیۀ 43[. برهان
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 قضیۀ زیر برای اثبات نتیجۀ اصلی این مقاله ضروری است. 

𝑡و  𝑅،آلی از ایده 𝐼ای موضعی و نوتری کامل، حلقه ( 𝑅,𝔪)فرض کنید . 2.2قضیۀ  ≥ 𝑛و  0 ≥ اعدادی صحیح  2

0هائی متناهی مولد باشند به طوری که برای هر مدول -𝑁 ،𝑅و  𝑀باشند. فرض کنید  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 ،H𝐼
𝑖(𝑀,𝑁) ∈

𝒞<𝑛(𝑅):در این صورت شرایط زیر برقرارند . 

0الف( برای هر       ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 ،H𝐼
𝑖(𝑀,𝑁) ∈ 𝒞<𝑛−2(𝐼, 𝑅)  . 

Hom𝑅های مدول -𝑅ب(       (𝑅 𝐼⁄ , H𝐼
𝑡+1(𝑀,𝑁))  وExt𝑅

1 (𝑅/𝐼, HI 
𝑡+1(𝑀,𝑁))  متعلق به𝒞<𝑛−2(𝑅)  .هستند 

𝑛الف( اگر . برهان = 𝑛شود. اما برای نتیجه می ]1.9، قضیۀ7[گاه حکم از باشد، آن 2 ≥ 0، طبق فرض برای هر 3 ≤

𝑖 ≤ 𝑡 ،H𝐼
𝑖(𝑀,𝑁) ∈ 𝒞<𝑛(𝑅)،  شود: نتیجه می 4.7بنابراین از لمH𝐼

𝑖(𝑀,𝑁) ∈ 𝒞<𝑛(𝐼, 𝑅) . در نتیجه طبق تعریف

0برای هر عدد صحیح  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡  و هر𝑗 ∈ ℕ0 ، زیرمدول متناهی مولدی چون𝑁𝑖,𝑗 ⊆ Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, HI 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 

dim(Ext𝑅وجود دارد بطوریکه 
𝑗
(𝑅/𝐼, HI 

𝑖 (𝑀,𝑁)) ∕ 𝑁𝑖,𝑗) < 𝑛0دهیم برای هر . ابتدا نشان می ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 ،

HI 
𝑖 (𝑀,𝑁)𝜖𝒞<𝑛−1(𝐼, 𝑅) . از تعریف 

H𝐼
𝑖(𝑀,𝑁) = lim

𝑛≥1
→  

Ext𝑅
𝑖 (𝑀 𝐼𝑛𝑀⁄ ,𝑁), 

 شود: نتیجه می

Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁)) = lim
𝑛≥1
→  
Ext𝑅

𝑗
(𝑅/𝐼, Ext𝑅

𝑖 (𝑀 𝐼𝑛𝑀⁄ ,𝑁)) , 

Ext𝑅مدول  -𝑅بنابراین 
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁))  ویژه زنجیر مجموعۀ مولد شمارا دارد. به 

𝐿1 ⊆ 𝐿2 ⊆ ⋯ 

Ext𝑅مدول  -𝑅های متناهی مولد از زیرمدول
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁))  وجود دارد به طوری که 

Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼

𝑖(𝑀, 𝑁)) = ⋃𝑛=1
∞ 𝐿𝑛. 

0بنابراین برای هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡  و هر𝑗 ∈ ℕ0:داریم ، 

Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, HI 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ = ⋃𝑛=1
∞ (𝐿𝑛 +𝑁𝑖,𝑗)/𝑁𝑖,𝑗. 

 بنابراین مجموعۀ 

Ass𝑅 Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, HI 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ = ⋃𝑛=1
∞ Ass𝑅(𝐿𝑛 +𝑁𝑖,𝑗)/𝑁𝑖,𝑗 

 شمارا است. در نتیجه مجموعۀ 
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𝒜 ∶= ⋃𝑖=0
𝑡 ⋃𝑗≥0 Ext𝑅

𝑗
(𝑅/𝐼, HI 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄   

 شمارا است. حال فرض کنیم 

𝐵 ∶= {𝔭 ϵ Supp(⨁𝑖=1
𝑡 ⨁𝑗=0

∞ Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, HI 

𝑖 (𝑀, 𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ ) ∶  dim(𝑅/𝔭) = 𝑛 − 1}.   

𝐵در این صورت واضح است که  ⊆ Supp(⨁𝑖=1
𝑡 H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁))شود، هر عضو از مجموعۀ. علاوه بر این به آسانی ثابت می 

𝐵𝑖,𝑗 ∶= 𝐵 ∩ Supp(Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄  ) 

Supp(Ext𝑅یک عضو مینیمال از مجموعۀ 
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄  آل اول وابستۀ است بنابراین ایده ( 

Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀, 𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ , 

0است. در نتیجه برای هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡  و هر𝑗𝜖ℕ0 ، 

𝐵𝑖,𝑗 ⊆ Ass𝑅(Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ ). 

0کنیم برای هر ادعا می ≤ 𝑖 ≤ 𝑡  و هر𝑗𝜖ℕ0 ،𝐵𝑖,𝑗  یک مجموعه متناهی است. زیرا اگر𝐵𝑖,𝑗  نامتناهی باشد، آنگاه

𝑘=1{𝔮𝑘}امتناهی شمارا ی نزیرمجموعه
𝑅زیرمجموعه بسته ضربی  𝑆وجود دارد. فرض کنیم  𝐵𝑖,𝑗از  ∞ ∖ ⋃𝑘=1

∞ 𝔮𝑘 

𝑆−1(Ext𝑅شود، نتیجه می 1.7و لم  ]7.9، لم 79[باشد. در این صورت به آسانی از 
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ یک  (

𝑆−1𝑅- تناهی مولد است. لذا مدول مAss𝑆−1𝑅𝑆
−1(Ext𝑅

𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ ی متناهی است. یک مجموعه (

𝑘اما برای هر  = 1, 2,…, ،𝑆−1𝑞𝑘 ∈ Ass𝑆−1𝑅𝑆
−1(Ext𝑅

𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ که به وضوح یک تناقض  (

  است.

0موجود باشد به طوری که  𝑖حال اگر عدد صحیح  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡   وH𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁) ∉ 𝒞<𝑛−1(𝐼, 𝑅) ،گاه عدد صحیح آن

𝑗𝜖ℕ0  موجود است بطوریکهExt𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ ∉ 𝒞<𝑛−1(𝐼, 𝑅) . 

𝐵𝑖,𝑗فرض کنیم  = {𝔮1, … , 𝔮𝑘}  و𝑆 گر مجموعۀ بسته ضربی نشان𝑅 ∖ ⋃𝑛=1
𝑘 𝔮𝑛  باشد. در این صورت مشابه استدلال

𝑆−1(Ext𝑅شود به کار رفته در بالا نتیجه می
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ مدول متناهی مولد از بعد  -𝑆−1𝑅یک   (

𝑈𝑖,𝑗صفر است. در نتیجه زیرمدول متناهی مولدی چون  ∕ 𝑁𝑖,𝑗  از𝑅-  مدول 

Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄  

 موجود است به طوری که 

𝑆−1 (Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ ) = 𝑆−1(𝑈𝑖,𝑗 ∕ 𝑁𝑖,𝑗). 

𝑈𝑖,𝑗شود اما در این حالت به آسانی دیده می ∕ 𝑁𝑖,𝑗 دول متناهی مولد از یک زیرم 
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Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄  

 است به طوری که 

Supp(Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑈𝑖,𝑗⁄ ) ∩ 𝐵 = ∅ 

Ext𝑅بنابراین 
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) 𝑁𝑖,𝑗⁄ ∈ 𝒞<𝑛−1(𝑅)  .که یک تناقض است 

0حال برای هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 به منظور اثبات ،H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁) ∈ 𝒞<𝑛−2(𝐼, 𝑅)  بنا به تعریف کافی است نشان دهیم زیرمدول

𝑈𝑖,𝑗متناهی مولد  ⊆ Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁)) موجود است به طوری که 

dim(Ext𝑅
𝑗
(𝑅/𝐼, HI 

𝑖 (𝑀,𝑁)) ∕ 𝑈𝑖,𝑗) < 𝑛 − 2. 

0افی است اثبات فوق را برای هر برای کامل کردن برهان ک ≤ 𝑖 ≤ 𝑡  و هر𝑗𝜖ℕ0 تکرار کنیم. )توجه شود که فقط ،

 استفاده کنیم(.  1.7توانیم دوباره از لم برای این حالت می

   شود.                            نتیجه می 1.7و  9.7و قضایای  4.7ب( حکم مستقیماً از قسمت الف و با استفاده از لم 

 یۀ زیر، اولین نتیجۀ اصلی این مقاله است. قض

𝑡، و 𝑅آلی از ایده 𝐼ای موضعی نوتری و کامل، حلقه (𝑅,𝔪)فرض کنید . 2.2قضیۀ  ≥ 𝑛و  0 ≥ اعدادی صحیح  2

0هائی متناهی مولد هستند به طوری که برای هر عدد صحیح مدول -𝑁 ،𝑅و  𝑀باشند. فرض کنیم  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡               ،

H𝔞 
𝑖 (𝑀,𝑁) ∈ 𝒞<𝑛(𝑅) در این صورت برای هر .𝑅-  مدول متناهی مولد𝑋  با ویژگیSupp(𝑋) ⊆ 𝑉(𝐼) هر عضو ،

 از مجموعۀ 

𝔍 = {Ext𝑅
𝑗
(𝑋, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁))  ∶  𝑗 ≥ 0 و 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡} 

∪ {Hom𝑅 (𝑋, H𝐼 
𝑡+1(𝑀,𝑁)) , Ext𝑅

1 (𝑋, H𝐼 
𝑡+1(𝑀,𝑁))} 

 است.  𝒞<𝑛−2(𝑅)متعلق به 

 شود.                                                              نتیجه می 7.7با استفاده از لم  1.7حکم از قضیۀ . برهان

 هستند.  1.7موارد زیر، نتایج مستقیمی از قضیۀ      

𝑛و  𝑅از  آلیایده 𝐼ای موضعی نوتری و کامل، حلقه (𝑅,𝔪)فرض کنید . 2.2نتیجۀ  ≥ یک عدد صحیح باشد.  2

dim(𝑁/𝐼𝑁)های متناهی مولدند به طوری که مدول -𝑁 ،𝑅و  𝑀فرض کنید  = 𝑛 در این صورت برای هر .𝑅-  مدول

Supp(𝑋)با ویژگی  𝑋متناهی مولد  ⊆ 𝑉(𝐼) هر عضو از مجموعۀ ، 

𝔍 = {Ext𝑅
𝑗
(𝑋, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁))  ∶  𝑗 ≥ 𝑖 و 0 ≥ 0} 
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 است.  𝒞<𝑛−1(𝑅)به متعلق 

dim(𝑁/𝐼𝑁)اگر . برهان = 𝑛گاه برای هر عدد صحیح ، آن𝑖 ≥ 0 ،H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁) ∈ 𝒞<𝑛+1(𝑅) بنابراین حکم از .

       شود.                                                                                                   نتیجه می 1.7قضیۀ 

 -𝑁 ،𝑅و  𝑀باشد. فرض کنید  𝑅آلی از ایده 𝐼ای موضعی نوتری و کامل، و حلقه (𝑅,𝔪)فرض کنید  .2.2نتیجۀ 

𝑛هایی متناهی مولدند و مدول ≥ 𝑖یک عدد صحیح است. در این صورت برای هر  2 < 𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁)  و هر𝑗 ≥ ، داریم: 0

H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁) ∈ 𝒞<𝑛−2(𝐼, 𝑅) . 

 شود.                                                                  نتیجه می 1.7و قضیۀ  ]1.7، قضیۀ 48[حکم از . برهان

 برای اثبات آخرین نتیجه، لم زیر مود نیاز است.      

𝑛ای نوتری، حلقه 𝑅فرض کنید . 14.2نتیجۀ  ∈ ℕ0  و𝑀𝜖𝒞<𝑛(𝑅)وعۀ . در این صورت مجم 

Ass𝑅(𝑀)≥𝑛 ∶= {𝔭 ∈ Ass𝑅(𝑀) ∶  dim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛} 

 متناهی است. 

 را ملاحظه نمایید.                                                                                               ]3.7، لم 4[. برهان

 است.  ]41.7، قضیۀ 4[و  ]8.7، قضیۀ 9[نتیجۀ زیر تعمیم      

𝑡، و 𝑅آلی از ایده 𝐼ای موضعی نوتری و کامل، حلقه ( 𝑅,𝔪)فرض کنید . 11.2قضیۀ  ≥ 𝑛و  0 ≥ اعدادی صحیح  2

0های متناهی مولد باشند به طوری که برای هر مدول -𝑁 ،𝑅و  𝑀باشند. فرض کنید  ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 ،H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁) ∈

𝒞<𝑛(𝑅) در این صورت برای هر .𝑅- متناهی مولد  مدول𝑋  با ویژگیSupp(𝑋) ⊆ 𝑉(𝐼) .شرایط زیر برقرارند ، 

 از مجموعۀ 𝐿الف( برای هر عضو      

  

𝔍 = {Ext𝑅
𝑗
(𝑋, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁))  ∶  𝑗 ≥ 0 و 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑡} 

∪ {Hom𝑅 (𝑋, H𝐼 
𝑡+1(𝑀,𝑁)) ,  Ext𝑅

1 (𝑋, H𝐼 
𝑡+1(𝑀,𝑁))} 

 مجموعۀ 

Ass𝑅(𝐿)≥𝑛−2 ∶= {𝔭 ∈ Ass𝑅(𝐿)  ∶  dim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛 − 2} 

 متناهی است. 
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0ب( برای هر       ≤ 𝑖 ≤ 𝑡 +  ، مجموعۀ 1

Ass𝑅(H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁))≥𝑛−2 = {𝔭 ∈ Ass𝑅 (H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁))  ∶  dim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛 − 2} 

 متناهی است. 

 ج( مجموعۀ 

Ass𝑅(⨁𝑖=0
𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁)

H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁))≥𝑛−2 = {𝔭 ∈ Ass𝑅(⨁𝑖=0

𝑓𝐼
𝑛(𝑀,𝑁)

H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁)) ∶  dim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛 − 2} 

 متناهی است. 

 شود.نتیجه می 41.7و لم  1.7الف( از قضیۀ . برهان

Ass𝑅ب( از قسمت الف و از اینکه  (H𝐼 
𝑖 (𝑀,𝑁)) = Ass𝑅(Hom𝑅 (𝑅 𝐼⁄ , H𝐼

𝑖(𝑀,𝑁))) شود.    یجه مینت 

     شود.                                                                                            نتیجه می 3.7ج( از قسمت ب و از 

𝑛و  𝑅آلی از ایده 𝐼ای موضعی نوتری و کامل، حلقه ( 𝑅,𝔪)فرض کنید . 12.2نتیجه  ≥ یک عدد صحیح باشد.  2

dim(𝑁/𝐼𝑁)هایی متناهی مولد باشند به طوری که مدول -𝑁 ،𝑅و  𝑀ید فرض کن = 𝑛     در این صورت برای هر .

𝑅-  مدول متناهی مولد𝑋  با ویژگیSupp(𝑋) ⊆ 𝑉(𝐼)  و هر عضو𝐿  از مجموعۀ 

𝔍 = {Ext𝑅
𝑗
(𝑋, H𝐼 

𝑖 (𝑀,𝑁))  ∶  𝑗 ≥ 𝑖 و 0 ≥ 0} 

 مجموعۀ 

Ass𝑅(𝐿)≥𝑛−1 ∶= {𝔭 ∈ Ass𝑅(𝐿)  ∶  dim(𝑅/𝔭) ≥ 𝑛 − 1} 

 متناهی است.

    شود.                                                                                        نتیجه می 41.7و  8.7حکم از . برهان

 تشکر و قدردانی

 ، نهایت تشکر و قدردانی را دارم. از داوران محترم که نظرات ارزشمندشان موجب بهبود مقاله گردید
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