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های لژاندر بهبود یافته کسری در حل معادلات دیفرانسیل  ای چندجمله

 زمانی ِ تأخیری کسری با ئبا مشتقات جز


3،سلمهصداقت2اللههمتی،احسان0*زهراباریکبین

گروهریاضیکاربردی،(ره)المللیامامخمینیدانشگاهبین.0

تربیهخوستافغانستانتعلیموۀدانشگاهشیخزایددانشکد.2

مرکزآموزشعالیفنیومهندسی،(ره)المللیامامخمینیدانشگاهبین.3

  بوئینزهرا

23/02/99پذیرش25/02/98دریافت

 چکیده
ماتریس مقاله این یافتهدر بهبود لژاندر توابع برای کسری و صحیح مشتق عملیاتی شبه های

معرفی شوندمیکسریبرایاولینبار روشهماینماتریس. همراه -محلیگاوسهایعملیاتیبه

بردهزمانیبهکارتأخیرکسریباجزئیایازمعادلاتدیفرانسیلبامشتقاتلژاندربرایحلدسته

شوندمی کمکماتریس. بررسیبه معادلاتمعادلاتمورد دستگاه عملیاتیبه شبه هایعملیاتیو

شوندجبریباضرایبمجهولبسطلژاندربهبودیافتهکسریتبدیلمی درپایانکاراییروشبادر.

 .نظرگرفتنچندمثالعددینشاندادهمیشود

 

 .،روشهممحلییتأخیریکسریفرانسیلمعادلاتدبهبودیافتهکسری،ماتریسشبهعملیاتیمشتق،توابعلژاندر: های کلیدی واژه



 مقدمه
،الکترومغناطیس[3]،پردازشسیگنال[2]،داروسازی[0]دراقتصادفراوانیکاربردهایکسریلدیفرانسیمعادلات

الکتروشیمی[0] دینامیک[5]، کوانتومومکانیکآماری[۶]، مکانیکجامد[7]، ومدلترافیکسیال[8]، ،[9]

دارد هایعددیروشۀدرحالتکلی،جوابدقیقاغلبمعادلاتدیفرانسیلکسریدردستنیست،بنابراینتوسع.

شدهارائههایعددیفراوانیبرایحلاینمعادلاتهایاخیرروش،درسالدایداربرایحلاینمعادلاتاهمیتویژه

،روشتجزیه[03]،[02]وردشی،روشتکرار[00]،روشاختلالهموتوپی[01]زقبیل؛بسطبردارهایویژهاست،ا

،روشانتقال[07]،روشهممحلیلژاندر[0۶]،روشهممحلیمرکب[05]،روشتفاضلاتمتناهی[00]آدومیان

 چ[08]چبیشفطیفیتاو مو[09]هایبرنشتاینایندجمله، ، [21]جکلژاندر 20] روشموجکچلیشکوف، و[

.هایدیگربسیاریازروش

هایدینامیکی،درنظریبزرگیازسیستمهایفیزیکی،یکفرضکلیسازگاربرایردهیندادرتشریحریاضیفر

،اینآنهاهاییهموجوددارندکهدربررسیرفتارگرفتنوابستگیرفتارسیستمتنهابهشرایطکنونیاست،اماسیستم

 در اینشرط، دشومیرفتارسیستمموجبعملکردضعیفآنتجزیۀشرطکافینیستوپیشرفتنبا درتحلیل.

اینگونهازسیستمآنهاهالازماستاطلاعاتیازوضعیتقبلیرفتاراینسیستم سیستمداشتهباشیم، را هایتها

 [
 D

O
I:

 1
0.

52
54

7/
m

m
r.

7.
2.

26
3 

] 
 [

 D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 o

n 
20

24
-0

7-
27

 ]
 

                             1 / 16

http://dx.doi.org/10.52547/mmr.7.2.263
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3066-fa.html


هایریاضیپژوهش0011تابستان،2،شماره7جلد362
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

نامندمییتأخیر سیستم. مسایتأخیرهای طراحی مئدر زیستل مانند علوم و مهندسی اقتصاد،ختلف شناسی،

هایرفتهدرسیستمکارترمعادلاتبهکهبیشازآنجا.کاربرددارند[20]-[22]داروسازی،کنترلوالکترودینامیک

کسریمذکور نوع هستاز اینند، از دستهرو، معادلاتدیفرانسیلتحتعنوانمعادلاتدیفرانسیلبا یتأخیرایاز

.شویمسریمواجهمیک

سال روشدر مرتبهایاخیر، معادلاتاز مانندارائهصحیحۀهایعددیزیادیبرایحلایننوع است، :شده

آدومینۀ،روشتجزی[28]،روش[27]وردشی،روشتکرار[2۶]هایبرنولیای،چندجمله[25]هایطیفیروش

سری[29] [31]ترکیبیهایتیلوروتوابع، موجکلژاندر هایدیگروبسیاریازروش[30]، روش. هایعددیاما

،روش[32]روشموجکهرمیتیتوانیمبهکسریوجودداردکهازآنمیانمیۀکمیبرایحلاینمعادلاتازمرتب

روشهم[33]شبهطیفیچپیشف [30]محلیطیفی، [35]توپیوروشاختلالهم، روشدرونیابیلژاندر ،[3۶]،

روشموجکبرنولی[37]مولتنوروشدرونیابیخطی-بشفورت-روشآدامز روشموجکچ[38]، ،[39]یشفب،

.اشارهکنیم[00] وروشموجکچلیشکوف[01]روشتفاضلاتمتناهی

 حل در سودمند ابزاریبسیار متعامد دینامیکیهستندهاسیستممسائلتوابع ی تواناییمهم. ترینمزیتآنها،

دراینبین.استهایدینامیکیبهسیستممعادلاتجبریدستآمدهازآنهادرتبدیلسیستمهایعملیاتیبهماتریس

ایچندجمله بازه به انتقالیافته [0,1]هایلژاندر محاسباتیمؤثرترهستند نظر [03]از ،[02 هایایچندجمله[.

هایعملیاتیانتگرالوماتریس[00]در.هایمتعامدهستندایلژاندربهبودیافتهیکخانوادهتعمیمیافتهازچندجمله

ایازمعادلاتانتگرالبهدستآمدهاستوبرایحلدستهههایلژاندربهبودیافتهبایحاصلضرببرایچندجمله

دستآمدهودرحلمعادلاتهماتریسعملیاتیانتگرالکسریوحاصلضرباینتوابعب[05]در.کاربردهشدهاست

هایلژاندربهبودیافتهایچندجمله[0۶]رحیمخانیواردوخانیدر.کاربردهشدهاستدیفرانسیلکسریغیرخطیبه

دستآوردهوبرایحلمعادلاتانتگرالهابکسریرابرایاولینبارتعریفکرده،ماتریسعملیاتیانتگرالکسریآنر

اندکاربردهدیفرانسیلکسریغیرخطیبه ماتریس. اینمقالهبرایاولینبار در مرتبهما هایشبهعملیاتیمشتقاز

برایچندجمله را کسری و بهایصحیح کسری یافته بهبود لژاندر معادلاتهای عددی حل سپسبه دستآورده

.پردازیمزمانیمیتأخیرکسریباجزئیدیفرانسیل

 :گیریمرادرنظرمی(2)و(0)زمانیازنوعپانتوگرافوثابتتأخیرکسریباجزئیمعادلاتدیفرانسیل

2

0 0 1 1 2 22
( , ) ( , ), ( , ), ( , ),..., ( , ) ,

l

t l ll
D u x t H u x t u x t u x t u x t

x x x

        
  

 
   

     (1)  

0 0( , ) ( , ), ( , ),..., ( , ), ( , ),... ( , ) ,
i

t r ri
D u x t H u x t u x t u x t u x s t s u x s t s

x x

   
      

  
      (3)  

   ,1,0,1,0,1  txll   

    باشرایط

,    0,,0,),,(),( 00 stsxtxftxu                                              

0 1(0, ) ( ), (1, ) ( ), 0 1,u t h t u t h t t     

،درمفهوممشتقکاپوتواستD کهمشتقکسری
00 ... rs s     و 

00 ... rs s  تأخیرپارامترهای، 

0,1,...j l , [0,1]j j   علاوهبرآنفرضکنیمتوابع.یکتابعتحلیلیاستHو 
0 ,h fو

1hایگونهبه

.اندکهمسئلهجوابیکتاداردتعریفشده
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 362هایلژاندربهبودیافتهکسریدرحلمعادلاتدیفرانسیلبامشتقاتجزییکسریباتاخیرزمانیایچندجمله

،تعاریفموردنیازدراینمقالهمانندمشتقوانتگرال2دربخش.بخشتنظیمشدهاست۶مطالبمقالهحاضردر

هایلژاندربهبودیافتهکسریآوردهایهایلژاندربهبودیافتهوچندجملهایهایلژاندر،چندجملهایکسری،چندجمله

در.دستآمدهاستهحبرایتوابعلژاندربهبودیافتهکسریبماتریسشبهعملیاتیمشتقصحی3دربخش.شدهاست

بیانروش.دونوعماتریسشبهعملیاتیمشتقکسریبرایتوابعلژاندربهبودیافتهکسریمعرفیشدهاست0بخش

بخشارائهشدهو5ودقتوکاراییروشبابیاننتایجعددیدربخش(2)و(0)شنهادیبرایحلمسائلازنوعیپ

.گیریاختصاصدادهشدهاستبهنتیجه۶

تعاریف اولیه

مشتق و انتگرال کسری. 1

1]0,(فرضکنیم . 1 تعریف  mCf[:07]شودتعریفمیزیرصورتمشتقکسریکاپوتوبه؛ 

1 ( )

0
0

1
( ) ( ) ( ) ,

( )

x
c m m

xD f x x t f t dt
m

 



  
                       

1 , , 0,m m m x      

.مشتقاستۀمرتبکه

 [:07]شودهایزیربرایمشتقکسریکاپوتواثباتمیویژگی

 0 0 0( ) ( ),c c c

x x xD D f x D f x     

0 0,c

xD   

 .یکمقدارثابتاستجاکهدراین

0

0

0, , ,

( 1)
,

( 1)

c

xD x
t

 

 

  



 



 


  
   

(3)  

که ,...2,1,00 است. 

0 0

1 1

( ) ( ),
m m

c c

x j j j x j

j j

D f x D f x  
 

 
 

 
                                             (0)  

که m
jj 1

[07]ثابتهستند.

Cfفرضکنیم .3 تعریف 0گاهبرایهر؛آنxتابعلیوویل-گیریکسریریمانانتگرالfکسریۀازمرتب

شودصورتتعریفمیدینب: 

1

0

1
( ) ( ) ( ) .

( )

x

xI f x x t f t dt 



 
                                         (5)  

xxfاگر )(1وگاهداریمآن:

( 1)
, , 0,

( 1)
xI x x x   


 

 
 
  

                                        (۶)  

kxfتابعثابتۀگاهانتگرالکسریازمرتبباشد،آن0درحالتخاصاگر )(  [:07]استصورتدینب 

, 0.
( 1)

x

k
I k x  


 
 

 

 

صورتدرغیراین
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 های لژاندر ای چندجمله .3

]درnۀلژاندرازدرجایچندجمله 1,1]باکهnPلیوویل-ایاشتورملهئشوند،جوابمسنمایشدادهمی

 :زیرهستند

2(1 ) 2 ( 1) 0 , 1 1,x y xy n n y x         (7)  

:دکرتعریف(8)بافرمولصریحراهایلژاندرایتوانچندجملهمی
2

0

(2 2 )!
( ) ( 1) ,

2 !( )!( 2 )!

n rm
r

n n
r

n r x
P x

r n r n r






 

 
                           (8)   

جزصحیحmجاکهدراین
2

n
)1(1وبایدتوجهداشتکهاست nPو nnP 1)1( تعریفشدهاست.

 لژاندر انتقال یافتههای  ای چندجمله. 2

12تغییرمتغیروسیلهبه[0,1]ایهایلژاندرانتقالیافتهرویبازهایچندجمله  xهایلژاندرایازچندجمله

ایچندجملهشوندوشکلتحلیلینشاندادهمیnl)(ۀوسیلهایلژاندرانتقالیافتهبهایچندجمله.آینددستمیبه

 :صورتاستینبد،nلژاندرانتقالیافتهدرجه

(9)                                           
2

0

( )!
( ) ( 1) ,

( )! ( !)

in
n i

n

i

n i
l

n i i


 




  


 

متغیر تغییر با که کنید utتوجه یافتهایچندجملهروی   و انتقال هایلژاندر هایلژاندرایچندجمله،

.[08]آیددستمیبهکسری

 های لژاندر بهبود یافته ای چندجمله .2

mفرضکنید ۀعمجمو.یکعددصحیحغیرمنفیباشد  , 0

m

m m i i
P p


ازهایلژاندربهبودیافتهایچندجملهاز

 :[09]شوندمعرفیمیصورتینبد[0,1]درmدرجه

0,1,..., .i m     

   ,

0

1 1
( ) 1 1 ,

m i m
r r ii r r

m i

r r i

m i m i r m i m r
p x x x

r m i r i m i




 

           
        

       
               (01)  

چندجمله ایاین وزن تابع به باتوجه بازه      ها در [0,1]ای و هستند شانخاصیتمتعامد متعامدبودن

 :صورتاستدینب

1

, , ,
0

1
( ) ( ) , , 0,1,..., ,

1
m k m l k lp x p x dx k l m

k l
 

                           (00)  

lkجادراین ,یهااییمتعامدمعمولیچندجملههاایلازمبهذکراستکهبرخلافچندجمله.استکرندلتاکروتابع

 :دستآوردهصورتبدینتوانفرمولرودریگزرابمی(00)ۀمعادلبااستفادهاز.هستندmهمگیازدرجهmPعضو

  1

, 1

1 1
( ) 1 , 0,1,..., .

( )!

m i
m im i

m i i m i

d
p x x x i m

m i x dx


 

 
  


               (02)  

:آیددستمیهب(03)ۀبالانتیجۀازرابط
1

,
0

1
( ) , 0,1,..., .

1
m ip x dx i m

m
 

                              (03)  
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 362هایلژاندربهبودیافتهکسریدرحلمعادلاتدیفرانسیلبامشتقاتجزییکسریباتاخیرزمانیایچندجمله

 های لژاندر بهبود یافته کسری ای چندجمله. 2

چندجمله اساس بر را کسری پایه یک ایحال برای لژاندر یافته بهبود معادلاتبههای جواب آوردن دست

xxتوابعبهبودیافتهلژاندرکسریباتغییرمتغیر.[0۶] کنیمزمانیتعریفمیتأخیرکسریباجزئیدیفرانسیل و

0 یافتهایچندجمله روی  بهبود آیددستمیبههایلژاندر .)(,

xp im نماد با ,)(را xp im

دهیمنشانمی.

   :بنابراینداریم

   ( )

,

0

1 1
( ) 1 1 , 0,1,..., .

m i m
k r ii r r

m i

r k i

m i m i r m i m r
p x x x i m

r m i r i m i

  




 

           
         

       
 

(00)  

کسریهایایچندجمله لژاندر یافته تابعوزنبهبود به )(1باتوجه   xxwبازه متعامدهستندو[0,1]ایدر

 :صورتاستدینشانببودنخاصیتمتعامد

1
1

, , ,
0

1
( ) ( ) , , 0,1,..., .

( 1)
m k m l k lp x p x x dx k l m

k l

   


  
                      (05)  

 تقریب توابع. 6

توابعبهبودیافتهلژاندرکسریبرحسب(0۶)صورتبهتعریفشدهباشدو [0,1]رویبازهuفرضکنیدتابع

:تقریبزدهشدهباشد

,

0

( ) ( ) ( ),
N

T

i N i

i

u x c p x C P x 



                                       (0۶)  

 :آیددستمیهب(07)صورتبه  کهدرآنضرایب

1
1

,
0

(2 1) ( ) ( ) ,i N ic i u x p x x dx                                  (07)  

و

,],...,,,[ 210

T

NccccC                                                  (08)  

.)](),...,(),([)( ,1,0,

T

NNNN xpxpxpxP                               (09)  

[0,1] تعریفشدهدرuدومتغیرهتابعبسطتوانمیطورمشابهبه [0,1]توابعبهبودیافتهلژاندرکسریرابرحسب

:زیردرنظرگرفت

, ,

0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ), , 0,
N M

T

ij N i M j

i j

u x t u p x p t P x UP t     
 

                (21)  

xP)(که بعدبهtP)(و با )1(ترتیب N1(و( Mبردارهای کسریبهبودتوابع لژاندر ویافته هستند

)1)(1(][  MNijuU :هایزیراستیکماتریسبادرایه 
1 1

, ,
0 0

(2 1)(2 1) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) .ij N i M ju i j p x p t u x t w x w t dxdt                     (20)  

 

 ماتریس شبه عملیاتی مشتق صحیح برای توابع لژاندر بهبود یافته کسری

.صورتنمایشداددینتوانبرامی نسبتبه     مشتقمرتبهصحیحبردار.2 تعریف
1( ( )) ( ),P x x DP x    
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براییافتنماتریسشبهعملیاتیمشتقابتدابردارتوابعتیلور.نامیمراماتریسشبهعملیاتیمشتقصحیحمی که

.گیریمصورتدرنظرمیدینکسریراب
2( ) [1, , ,..., ] .N TT x x x x  

   

:دهیمصورتنمایشمیدینحالتوابعلژاندربهبودیافتهکسریراب

( ) ( ),P x FT x



:صورتاستدینامآنب     کهدرایه           یکماتریس که

( 1) ( 1)!
,

, 0,1,..., ,( )!( 1)!( )!

0

j i

ij

j N
j i

f i j Nj i i j N j

   


    



 

:زیراداریم

0

,

( 1) ( 1)!
( ( ))

( )!( 1)!( )!

1
( 1) ( ), 0,1,..., .

j iN N
j

ij j

j j i

N
j i j

N i

j i

j N
f T x x

j i i j N j

N i N j
x P x i N

j i N i





 



 





  


   

    
     

   

 



 

.آوریمدستمیهبxP)(گیریازحالبامشتق
1 1 1( ( )) ( ( )) ( ( )) [0, ,..., ] ( )N TP x FT x F T x F x Nx x F T x   

            
1 1 1( ) ( ),x F F P x x DP x       

1که FFD ماتریسشبهعملیاتیمشتقصحیحتوابعلژاندربهبودیافتهکسریاستوماتریس

:هایزیراستبادرایه           

0,
, 0,1,..., .

0
ij

i i j
b i j N

  
 


 

 

 ماتریس شبه عملیاتی مشتق کسری

هایتوابعلژاندرراباتوجهبهویژگیآنهادراینبخشدونوعماتریسشبهعملیاتیمشتقکسریتعریفکردهو

 .آوریمدستمیبهبودیافتهکسریومشتقکسریکاپوتوبه

nnمشتقکسریکاپوتوازمرتبه .2 تعریف  1صورتزیرهب (09)کسریازبردارتوابعلژاندربهبودیافته

:شودتعریفمی
( , )

1( ) ( ),n

xD p x x D P x       

),(که

1


D )1()1(ماتریسشبهعملیاتیمشتقکسری   NNاست.

 :وویژگیخطیبودنمشتقکاپوتوداریم(03)ۀبااستفادهازمعادل

    1
( ) ( 1) ,, 0,1,..., .

N N i N kk i k
D p x D xx xN i k i N ik i

i N     
 

 
  

:آوریمدستمیهبازمشتقاتکاپوتو(3)ویژگیحالباتوجهبه

 صورتدرغیراین

 صورتدرغیراین
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( , ) ( , )

, , , , ,( ) ,
N N

k n k n

x N i i k N i k N

k i k i

D p x x x x            

 

                         (22)  

که

 

 :زنیمتقریبمی(23)صورتراباتوابعلژاندربهبودیافتهبهkxحال

( , )

, ,

0

( ).
N

k

k j N j

j

x C P x    



                                     (23)  

N0,1,2,...,iبرای(22)در(23)گذاریباجای آوریمدستمیهب:

( , ) ( , ) ( , )

, , , , , , ,

0

( , )

, , , ,

0

( ) ( )

( ),

N N N
k n

x N i i k N i k N k j N j

k i k i j

N N
n

i k N j N j

j k i

D p x x x C P x

x b P x

           

   

  

  



 

 
   

 

 
  

 

  

 

                 (20)  

که

.),(

,

),(

,,

),(

,,,

  jkNkijNki Cb   

بنابراین

( , ) ( , )

, , , ,0 , , ,( ) ,..., ( ) , 0,1,..., .
N N

n

x N i i k N i k N N

k i k i

D p x x b b P x i N       

 

 
  

 
              (25)  

),(وماتریسشبهعملیاتی

1


Dشودصورتحاصلمیدینبرایتوابعلژاندربهبودیافتهکسریب:

( , ) ( , )

0, , ,0 0, , ,

0 0

( , ) ( , )

1, , ,0 1, , ,

1 1( , )

1

( , ) ( , )

1, , ,0 1, , ,

1 1

( , ) ( , )

, , ,0 , , ,

...

...

.

...

...

N N

k N k N N

k k

N N

k N k N N

k k

N N

N k N N k N N

k N k N

N N N N N N N

b b

b b

D

b b

b b

   

   

 

   

   

 

 

 

   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

 

 

 

 

 .نمایشداد(2۶)صورتتوانبهرامی نسبتبه     بردارمشتقازمرتبهکسری .2 تعریف
( , )

2( ) ( ),xD P x x D P x                               (2۶)  

),(که

2


Dآیددستمیهصورتبدینبنامیم،وراماتریسشبهعملیاتیمشتقکسریمی:

( ) ( ) ( ),x x xD P x D FT x FD T x   

    

2( ) [1, , ,..., ] .N TT x x x x  

   

 ازطرفی

  
0, , ,0

( , )
( 1)1, , ( 1)

( 1 )

,

k N k

kN i N kk ii k N
k i N i k
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1 1

2 22

2 2

1

0 01

( ) .x x

N NN

N N

C x C xx

D T x D C x x C xx

C x C xx

  

     


  



 



    
    
    
      
    
    
         

 

  که

 
 

 

0, , ,0

,1
1

1 0,1,..., .

1

i i

k iC N i N ki

k i N i

i i N

i

  



 

  

   


 




    
       



بنابراین

1

( , ) 1 ( , )2

2 2

0 0 0 0 1

0 0 0

( ) 0 0 0 ( ) ( ) ,

0 0 0

x

N

n

C x

D P x x F C x FG F P x x D P xx

C x



          



   

   
   
   
     
   
   
     

 

),(),(1که

2

 FFGD ،واست ,Gامزیراست     بادرایه           یکماتریس:

, 0,

0,

C i ji
Gij

  
 


 

),(اگردر

2


D،1دستآمدههعملیاتیمشتقصحیحبماتریسشبهعملیاتیمشتقکسریهمانماتریسشبه

.شودمی3دربخش

 :عنواننتیجهداریمبه

( , ) ( , )

2 1( ) ( ) ( ).n

xD P x x D P x x D P x             

 

عددی یجنتاهای لژاندار بهبود یافته کسری و  ای سازی روش چندجمله پیاده

 سازی روش پیاده. 1

 :کنیم،فرضمی(2)و(0)برایحلمعادلات

( , ) ( ) ( ),Tu x t P x UP t                                  (27)  

 :آوریمدستمیبهxنسبتبه(27)ۀگیریرابطبامشتق.ماتریسمجهولاستUدراینجا

1( , )
( ) ( ),T Tu x t

x P x D UP t
x

 



                            (28)  

(28)ۀبامشتقگیریدوبارهازمعادل.استبهبودیافتهعملیاتیمشتقصحیحبرایتوابعلژاندرماتریسشبهDکه

:داریمxنسبتبه

 
2

2 1 1

2

( , )
( ) ( ) ( ) ( ) .T T T T Tf x t

x P x D UP t x x P x D D UP t
x

     
  


                 (29)  

 .شودطورمشابهحسابمینیزبهuمشتقاتمراتبمختلف

 صورتدرغیراین

 صورتدرغیراین
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),(تقریببرای txuDt

استفادهازماتریسشبهعملیاتی ),(نیزبا

2

Dومشتقکسرینسبتبهtۀازرابط

:آوریمدستمیهب(27)
( , )

2( , ) ( ) ( ).T

tD u x t t P x UD P t                              (31)  

:داریم(27)و(3)ازطرفیبااستفادهاز

   

   





















1,,1,

),()(

,0,,0

,),(

),(

stsx

stUPsxP

stsx

stsxf

stsxu                            (30)  

( , ) ( ) ( ).T

i i i iu x t P x UP t                                  (32)  

:آوریمدستمیبه(2)و(0)در(32)-(27)معادلاتاریگذجایبا

 ( , ) 1

2 0 0 1 1( ( )) ( ) ( ) ( ), ( ( )) ( ),... ,T T T Tt P x U D P t H P x U P t x P x D UP t               (33)  



    





1

0 0

0 0

1

0

( , )

2 0 1 1

( ) ( ),

( ( )) ( )

,..., ( , )

,..., ( , ) , 0, , 0,

( ) ( ),

( ( )) ( ),

( ( ))

( ( )) ( ) ( ), ( , )
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T

T T

r r

T

T T

T T

T

r r

H P x UP t

x P x D UP t

f x s t s

f x s t s x s t s

H P x UP t

x P x D UP t

P x s D UP

t P x U D P t t s f x s t s

f x s t s x

 

 

 

 

 

    







 

    



    

     



    

0 1 0

1

0

0

, , ,

( ) ( ),

( ( )) ( )

,..., ( ) (

) ,..., ( )

( ) , ,1 , ,1 .

T

T T

T
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r

r r r

s s t s s

H P x UP t

x P x D UP t

P x s UP t

s P x s

UP t s x s t s

 

 

 





















   









  

    


                                            (30)  

 33)معادلاتسپس، شرایطمسبه(30)و( روشهمئهمراه از استفاده با گاوسله یکدستگاه-محلی به لژاندر

آوریمودستمیهرابUدرآخربااستفادهازروشتکرارینیوتونماتریسمجهول.شودمعادلاتغیرخطیتبدیلمی

 .آیددستمیلهبهئتقریبیازجوابمس(27)گذاریدرباجای

 نتایج عددی. 3

 زمانیتأخیرکسریباجزئیمعادلهدیفرانسیل.1 مثال

2
2 2 2 2

2

(3)
( , ) ( , ) (2 ) 2 (2 )( ) , [0,1], [0,1].

(3 )

v

t

u
D u x t u x t s x x t t x x t s x t

x





 
          
  

 باشرایطاولیهومرزی
2 2( , ) (2 ), [0,1], [0,1],u x t t x x x t     
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2(0, ) 0, (1, ) , 0 1.u t u t t t     

درنظربگیرید ),()2(لهعبارتاستازئجوابدقیقاینمس .[51] را 22 xxttxu    0نتایجعددیدرشکل،

برایمقادیرمختلف0جدول.خلاصهشدهاست 2باخطاهایمطلقبینجوابدقیقوتقریبیرا NM

,11وs5.0 برایمطلقخطای.دهددربرخینقاطنشانمی1و2،با NM  ،1s  

.استشدهترسیم0شکلدر

 

2 با5.0 و5.0  برای مطلق خطاهای  .1شکل  NM  ، 1s  1 برای مثال 

2 با خطای مطلق بین جواب دقیق و تقریبی برای مقادیر مختلف. 1جدول  NM،1  1وs  1در مثال 

𝜶=1 𝜶=0.9 𝜶=0.5 x=t 

12-1*2,2- 12-16*1,22  12-16*2,62  2 

12-12*1,22  12-12*2,12  12-16*2,22  2,1 

12-12*3,22  12-12*2,22  12-16*2,21  2,3  

12-12*3,22  12-12*3,22  12-16*1,2- 2,2  

12-12*3,22  12-12*1,2- 12-16*1,2- 2,2 

12-12*3,22  12-12*2,2- 12-16*2,23  2,2 

12-16*1,11  12-12*2,2- 12-16*2,22  2,6 

12-16*1,66  12-12*2,22  12-16*2,22  2,2 

2 12-16*1,1-  12-16*2,62  2,2 

12-16*1,1-  12-16*1,11  12-16*2,22  2,2 

2 12-16*3,33  12-16*3,3-  1 

2,322 2,21 2,32 CPU 
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3 با جواب دقیق و تقریبی برای مقادیر مختلف  بین خطای مطلق .3جدول NM،1  1وs  1برای مثال

𝜶=1 𝜶=0.9 𝜶=0.5 x=t 

12-16*2,2-  12-12*2,62  12-12*2,2-  2 

12-12*1,2-  12-12*1 12-12*2,2-  2,1 

12-16*1,21  12-12*1,2-  12-12*2,33  2,3  

12-16*1,22  12-16*2,1-  12-12*3,22  2,2  

12-12*1,2-  12-16*1,2-  12-12*1,22  2,2 

12-12*2,2-  12-16*2,6-  12-12*2,22  2,2 

12-12*2,2-  12-16*6,1-  12-12*2,22  2,6 

12-16*1,6-  12-12*1,22  12-12*1-   2,2 

12-16*2,2-  12-12*6,12  12-12*2,2-  2,2 

12-12*1,2-  12-12*1,22  12-12*2,3-   2,2 

2 12-16*1,11  12-16*6,6-  1 

2,22 2,322 2,22 CPU 

 

  زمانیتأخیرباکسریجزئیدیفرانسیلمعادلات.3 مثال

,),(
2

,
2

,),(
2

2

txu
t

xu
t

xu
x

txuDt 





















 

[0,1], [0, ],x t t   

اولیهشرایطبا
2( ,0) ,u x x  

حالتخاص.[22]بگیریدنظردر ),()exp(مسئلهاینجوابدقیق،1در 2 txtxu ،حالتکهدر.است

1،مختلفبرایمقادیر مطلقخطاهایMوNبا𝜐 رفتاراین،برعلاوه.استشدهارائه3جدولدر    

کهدهدمینشانمحاسباتاین.استمقایسهشده0جدولدراستآوردهشده[22]درکهروشیباحاضرروش

تقریبیجوابکهدهدمینشان2شکل.دارنددقیقجوابباخوبیتوافقحاضرروشبا آمدهدستبهعددینتایج

 .کندبهجوابدقیقمیلمیشودمینزدیک0به کههنگامی

 

2برای  3 مثالو دقیق تقریبی  های جواب. 3شکل  NM  و مقادیر مختلف 
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 3مثال برای  M ،N ، 𝝊 𝜶 مختلف مقادیربرای  مطلق خطاهای. 2جدول

 

 

 3برای مثال    ، 1با  x,tبرای مقادیر مختلف  [33]شده در  ارائهمقایسۀ روش حاضر با روش . 2جدول

 روش کلر

[31] 

 روش حاضر

   3 ,  N=5M= 

T X 

12-2*2,22  12-6*1,23-  2,32  

 

 

2,32 
 

 

12-2*1,22  12-6*3,62- 2,2 

12-2*1,22  12-6*2,12- 2,22 

12-2*6,31  12-6*6,22- 1 

12-2*2,2  12-6*6,22-  2,32  

 

 

 

2,2 

12-6*3,13 12-2*1,22-  2,2 

12-2*2,22  12-2*1,62-  2,22 

12-2*2,62  12-2*3,61-  1 

12-6*2,22  12-2*1,26-  2,32  

 

 

 

2,22 

12-2*1,22  12-2*3,22-  2,2 

12-2*1,36 12-2*2,22-  2,22 

12-2*2,22  12-2*2,22-  1 

2M=N= 2M=N= 2M=N= x=t 

12-16*2,2  12-12*2,3  
12-12*2,2- 

 
2 

12-11*2,2- 12-2*1,2- 12-6*2,2- 2,1 

12-12*1,6- 12-2*6,2- 12-2*1,6- 2,3  

12-12*2,2- 12-2*1,2- 12-2*2,2- 2,2  

12-2*1,2- 12-2*2,2- 12-2*2,2- 2,2 

12-2*1,2- 12-2*2,2- 12-2*1,2- 2,2 

12-2*2,2- 12-6*1- 12-2*2,2- 2,6 

12-2*2,2- 12-6*3,22- 12-2*2,3- 2,2 

12-2*1- 12-6*2,26-  12-2*3- 2,2 

12-2*2,2- 12-6*1,21  12-2*1,2  2,2 

12-2*2,1  12-2*2,6  12-2*6,2  1 

1,222 2,621 2,222 CPU 
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