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Introduction 

Fractional calculus is an extension of derivatives and integrals to non-

integer orders and it has been widely used to model engineering and 

scientific problems. Studying fractional calculus is an old topic in 

mathematical analysis, which goes back to Leibniz (1695) and Euler 

(1730). Exact solutions for the majority of fractional differential equations 

cannot be found easily, thus analytical and numerical methods must be 

used. In fact, several numerical methods for solving fractional differential 

equations have been presented in the literature and they have their own 

advantages and limitations. In recent years, the numerical solution of 

fractional equations has become a popular topic in applied sciences 

control and engineering. The Riccati equations play a significant role in 

many fields of engineering and applied science such as the theory of 

random processes, diffusion problems, transmission-line phenomena and 

optimal control theory. The Riccati differential equation is named after 

the Italian Nobleman Count Jacopo Francesco Riccati (1676-1754). In this 

work, we implement exponential spline method for solving the time 

fractional nonlinear Riccati initial value problem with the Caputo 

fractional derivative. Many authors have made attempts to solve these 

equations using different numerical methods. Some of these methods, 

such as the Laplace-Adomian-Pade method, the modified homotopy 

perturbation method, the He's variational iteration method, the Chebyshev 

wavelet operational matrix method, the finite difference method and Pade-

variational iteration method, the shifted Jacobi polynomial integral 

operational matrix method, The sine-cosine wavelet operational matrix, 

Variational iteration algorithm and the residual power series method. 

Material and methods 

There are several definitions of a fractional derivative of order such as 

Riemann-Liouville, Grunwald-Letnikove, and Caputo. In this paper, the 

Caputo fractional derivative is used for the formulation of the problem. 
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The exponential spline function is presented for solving Riccati 

differential equations. Applying the continuity of the exponential spline 

function and its derivative we get the consistency relations. The relations 

of exponential spline function are utilized to transform the differential 

equations to the system of algebraic equations. Also, the error analysis of 

the exponential spline function bases is given. We use exponential spline 

approximation to develop a family of new numerical methods to obtain 

smooth approximations to the solution of fractional riccati differential 

equation. The proposed methods can be used to solve not only the classical 

Riccati differential equations but also the fractional ones. The 

convergence analysis of the method has been discussed. Some examples 

are included to demonstrate the validity and applicability of the technique 

and to compare the computed results with the other methods. 

Results and discussion 

Our main aim is to solve the Riccati differential equations by using 

exponential spline function. We propose two main methods to find an 

approximate solution of the fractional Riccati equation. The main 

advantage of our algorithm is that it can be used directly without using an 

assumption or transformation formulae and the convergence analysis of 

the method has been discussed. By using the truncation error to eliminate 

the coefficients of various powers h we can obtain classes of the methods. 

The presented method is its greater accuracy and smooth approximation 

without using an off-step point. The present method enables us to 

approximate the solution at every point of the interval [a, b]. 

Conclusion 

In this paper, the exponential spline has been applied to approximate 

the solution of the fractional riccati differential equations and we have 

obtained some methods of order-two. To demonstrate the convergence 

and applicability of the presented methods, some numerical experiments 

are reported. Comparisons with other methods and the exact solution show 

that this technique is a good approximation for solving the fractional 

Riccati differential equations.  

Based on the error analysis and convergence of these methods, we find 

that the order of convergence is two and applies to all kinds of fractional 

equations. 

How to cite: Emadifar H., Jalilian, R. (2022). An exponential spline for solving the fractional riccati differential 

equation.  Mathematical Researches, 8 (4), 44-62.  
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ددی های عروش مراتب کاراتر نسبت بهتقریبی به ،با استفاده از دو روش پیشنهادیدر این مقاله 

برای  . این تقریبگرددمیعددی معادله ریکاتی کسری ارائه  یهابرای دسترسی به جوابموجود 

سپس روابط  شود.جواب معادله ریکاتی کسری بر پایه استفاده از توابع اسپلاین نمائی پیشنهاد می

 ربراثردد و گسازی میگسسته و معادله دیفرانسیل ریکاتی کسری آمدهدستبهسازگار اسپلاین نمائی 

آید. به جهت بیان مزایای می به دستاجرای این عملیات ریاضی یک دستگاه جبری از معادلات 

این اسپلاین نمائی مورد بحث  اساساین مقاله تحلیل خطا و همگرایی نیز بر  های پیشنهادی درروش

از اهم مزایای  .باشندمی برخوردار دو همگرایی مرتبه از گیرد. و نهایتاً هر دو روش پیشنهادیقرار می

 کسری، بلکه برای برای حل معادلات ریکاتی تنهانهها های پیشنهادی این است که این روشاین روش

ای هها، مثالتواند مورد استفاده قرار بگیرد. برای نشان دادن کارایی این روشانواع معادلات کسری می

 آمده را با نتایج دست به نتایج و حل هاروش این واسطه به کسری ریکاتی معادلات نوع عددی از

های موصوف تقریب خوبی گردد، که روشثابت می ادعاو این  های عددی موجود مقایسهروش سایر

 باشند.برای معادله دیفرانسیل ریکاتی کسری می

 

 

 
 

 .44-06(، 4) 8، های ریاضیپژوهش. کسری ریکاتی معادله حل برای نمائیاسپلاین(. 1461) ؛رضاُ، جلیلیان؛ هومن ،عمادیفر: استناد
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه -1

 حسابان سمت به محققان گرایش و استقبال موجب ومعل و معادلات در کسری انتگرال و مشتقات یندهافز کاربرد

، (5371) اویلر و( 5691) لایبنیتز .است ریاضیات علم در قدیمی موضوع یک کسری محاسبات مطالعه .گردید کسری

 ایبر ناچار به ،گرددنمی منجر واقعی جواب به سادگیبه کسری دیفرانسیل معادلات حل اکثر مواقع در چون .[22و24]

 دیفرانسیل معادلات حل برای عددی هایروش درواقع. شویممی متوسل و تحلیلی عددی هایروش به جواب به نیل

 به کسری دیفرانسیل معادلات برای عددی هایروش اخیر هایسال باشند. درمی هاییمحدودیت و مزایا دارای کسری

 اصلی آفریناننقش ریکاتی معادلات .است گردیده تبدیل مهندسی و کنترل مانند کاربردی علوم در محبوب وعموض یک

 نتقالا خط هایپدیده انتشار، مسائل تصادفی یندهایافر نظریه ،نظیر کاربردی علوم و مهندسی هایحوزه از بسیاری در

، گردش مایعات، دینامیک زلزله، زمین شناسی، مواد انتشار صورت، انتقال حرارت ،بهینه کنترل ۀنظری همچنین و

 مصداقی عنوانبه [.5،2،3،27،74] باشندمیهای الکترونیک قدرت، پردازش سیگنال و ... ویسکوالاستیک، کنترل مبدل

 تیریکا معادلات از استفاده با کسری بهینه مسائل حل برای بیزاز منحنی هایروش کاربرد به توانمی کاربردها این از

 مشهور دانشمند (5314-5939) ریکاتی فرانچسکو کنت ،افتخاربه ریکاتی دیفرانسیل معادله. [1]نمود اشاره کسری

 ریکاتی ۀمعادل تقریبی دست آوردن جوابهب برای را یئنما اسپلاین روش پژوهش این در است. شده گذارینام ایتالیایی

  زیر: معادله فرم غیرخطی زمانی ریکاتی به کسری

{
𝐷𝑡
𝛼 𝑢(𝑡) + 𝑝(𝑡)𝑢(𝑡) + 𝑞(𝑡)𝑢2 (𝑡) = 𝑟(𝑡), 0 < 𝛼 < 1, 𝑡 ∈ [0, 𝑇],    

𝑢(0) = 𝑑 .                                                                                                             
                    (5) 

𝐷𝑡 ،که بریممی کار به را
𝛼   و،مشتق کسری از نوع کاپوتو بوده𝑟(𝑡), 𝑞(𝑡), 𝑝(𝑡)  توابعی برحسب متغیر،  tاست .

 های مختلفاستفاده از روش . بسیاری از نویسندگان تلاش نمودند تا این معادلات را بااستمقدار ثابتی    d،همچنین

 تکرار روش ،[25] شدهاصلاح آشوب ،[57] پد-آدومین -لاپلاس مانند هاروش این از بعضی دهند. عددی مورد حل قرار

متغیر  و روش متناهی تفاضلات روش همچنین. باشدمی [51] چبیشف کموج ماتریسی عملگر و روش[ 6] تغییرات

و  [21] چبیشف. توان نام بردرا نیز می افتهیانتقالای انتگرالی چندجمله ماتریسی عملگر روش، [77] پد تغییرات تکرار

این  جمله ازنیز  [55]توانی سری ، روش مانده[9] تغییرات ، الگوریتم تکرار[79] کسینوسی-ینوسیعملگر موجک س

 این در. گیرندمی دیفرانسیل بهره معادلات جواب تقریب برای یئنما توابع از[ 73،76] در همچنین و باشندها میروش

 انتگرالی معادلات. شویممی متمرکز ]52،54،56،21[ در شده ارائه پارامتری اسپلاین روش بر عمده طور به پژوهش

همچنین از روش اسپلاین نمائی به طور  .است شدهحل عددی صورتبه[ 51]در نمائی اسپلاین از استفاده با فردهلم

[. وجود جواب برای 59،53] است شدهگرفتهبرای حل انواع دیگری از معادلات دیفرانسیل کسری بهره  زیآمتیموفق

 یک یافتن برای لاگرانژ توابع برپایه روشی نیز[ 29] در است. شدهبررسی و  مطرح [72ل کسری در]معادلات دیفرانسی

 دهش تفادهاس تیامثلث پایه توابع از آن در که است شده ارائه کسری ریکاتی دیفرانسیل معادلات حل برای ددیع عملکرد
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 در ،که ندباشمی کسری خیریأت دیفرانسیل معادلات یهاجواب از تقریبی یافتن دنبال به نویسندگان نیز[ 23] در .است

 معادلات این .شودمی استفاده پالس-بلاک و کسری فیبوناچی توابع ترکیب بر مبتنی هاییروش از تقریب این یافتن مسیر

 با ،هک اندنموده سعی مولفان نیز [28]در. دارد کاربرد چینسون مدل جمله از هاپدیده از بسیاری سازیمدل در یرکس

 عددی روش یک[ 26]در .نمایند حل لیزر دستگاه روی بر را نویز اثر ریاضی مدل کسری مرتبه لاگرانژ توابع از استفاده

-مانتز وبعدید ترکیبی توابع پایه بر  را کسری مرتبه از جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات جواب تقریب برای جدیدی

 از معادلات هایجواب تقریب یافتن جهت به کارا روش یک نیز[ 71]در هاتلاش همین تبعبه. اندنموده معرفی لژاندر

 ریسیمات عملگر آن در که است، شده ساخته پتروگالیرکین روش و لژاندر-مانتز هایایجمله چند پایه بر کسری مرتبه

 همچنین و است شده شنهادپی لاپلاس تبدیل از استفاده با لژاندر-مانتز هایایچندجمله برای لیوویل-ریمان جدید

 هب برای تواندمی که شود،می ساخته لاگرانژ هایایچندجمله برپایه تائو مجموعه اساس بر عملیاتی روش یک[ 75]در

 هدف اصلی ما حل معادله دیفرانسیل .بگیرد قرار استفاده مورد متغیر مرتبه از کسری معادلات تقریبی جواب آوردن دست

باشد. دو روش اصلی را برای یافتن یک تقریب از جواب معادله دیفرانسیل ی میئنما توابع اسپلاین وسیلههب کسری ریکاتی

 مستقیم و بدون استفاده از فرض طوربهتوان آن را الگوریتم این است که می این اصلی مزیت دهیم.کسری پیشنهاد می

 تعاریف اساسی زیر مرتب شده است. در بخش بعدی صورتبهیا فرمول تبدیلات مورد استفاده قرار داد. در ادامه مقاله  و

یرد. گمورد توصیف قرار می کسری های معادله دیفرانسیل ریکارتیبرای تقریب جواب ایچندجملهو روش اسپلاین غیر 

 هاکارایی روشهای عددی بخش چهارم با مثال همچنین در بخش سوم آنالیز همگرایی روش مورد بحث قرار گرفته و در

 .نماییمیم و با نتایج سایر محققان مقایسه ،کشیما به تصویر میر

 

 یئنماتوصیف روش اسپلاین تعریف اساسی و -2

ارائه  ،دهیماین بخش برخی از تعاریف و خواص تئوری حسابان کسری را که در این مقاله مورد استفاده قرار می در

 یکسر مشتق که گرددمی یادآور. گرددمیزیر تعریف  تصوربه کاپوتو کسری مشتق < α ◦ ،نماییم. همچنین برایمی

  .باشدمی کاپوتو از نوع تحقیق این در استفاده مورد

ار تعریف قر گاه مشتق کسری کاپوتو نیز به شکل زیر مورد( باشد، آنa,b) ،بر بازه باز شدهتعریفتابعی u اگر  -1 تعریف

 :[24گیرد ]می

(2 )      𝐷𝛼(𝑢(𝑡)) =
1

Γ(𝑚−𝛼)
 ∫ (𝑡 − 𝑥)𝑚−𝛼−1
𝑡

𝑎
 𝑢(𝑚)(𝑥)𝑑𝑥, 𝛼 > 0 ,𝑚 − 1 < 𝛼 < 𝑚.      

. ودشتعریف می زیر صورتبهدهیم را که در این مقاله مورد استفاده قرار می یئنماهمچنین در این بخش تابع اسپلاین 

 در نظر گرفته شده:زیر  ه شکل[ ب◦T,] ،بسته ۀرا روی باز it ،ایینقاط گره

∆: 0 = 𝑡ₒ < 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑛−1 < 𝑡𝑛 = 𝑇, 
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= ℎکه    
𝑇

𝑛
 , 𝑡𝑖  =  𝑡° +  𝑖ℎ   برای،  n)5) ◦ =i  . کهاین بربا فرض، (t(u  بوده و (5) رابطۀجواب دقیق، iS تقریبی 

گیریم. میدر نظر  را )iS ,it( ، (1i+S  ,1+it)، از نقاطگذرنده  T◦[∞C ∈ 𝑄𝑖,] ،تابع اسپلاین u=  iu)it) ،آن باشد که از

 [.51[،]53[،]71[،]76] است به شکل زیر 𝑄𝑖(𝑡) ،گاه در هر زیر بازه اسپلاین پارامتریآن

 (7 )                                            𝑄𝑖(𝑡) = ∑ 𝑎𝑖𝑘𝑒
−𝑘𝜏(𝑡−𝑡𝑖)

4

𝑘=1
.      

برای  .[71رود ]کار میهتواند حقیقی یا موهومی باشد و برای افزایش دقت بکه می .باشدمتغیر آزاد از اسپلاین می τ  ،که

 کنیم:تعریف می روابط زیر را ( در ابتدا7) در شدهمعرفیاسپلاین ضرایب دسترسی به 

(4     ){
𝑄𝑖(𝑡𝑖) =  𝑢𝑖,                  𝑄𝑖

′′ (𝑡𝑖) = 𝑀𝑖 ,                                                       

𝑄𝑖(𝑡𝑖+1) = 𝑢𝑖+1,           𝑄𝑖
′′ (𝑡𝑖+1) = 𝑀𝑖+1 .                                              

 

 یند.آدست می بهبه شکل زیر  (7) ۀضرایب رابط بری جبا محاسبات 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
𝜆1 = 𝑒

−𝜃(−5𝑒𝜃𝑀𝑖 + 5𝑒
3𝜃𝑀𝑖+1 − 7𝑒

4𝜃𝑀𝑖+1 + 7𝑀𝑖 + 80𝑒
𝜃𝜏2𝑢𝑖                                   

−80𝑒3𝜃𝜏2𝑢𝑖+1 + 28𝑒
4𝜃𝜏2𝑢𝑖+1 − 28𝜏

2𝑢𝑖),                                                         

𝜆2 = −𝑒
2𝜃(7𝑀𝑖 + 7𝑒

𝜃𝑀𝑖 − 8𝑒
2𝜃𝑀𝑖 + 8𝑒

3𝜃𝑀𝑖+1 − 7𝑒
4𝜃𝑀𝑖+1 − 7𝑒

5𝜃𝑀𝑖+1 − 7𝜏
2𝑢𝑖

−7𝑒𝜃𝜏2𝑢𝑖 + 128𝑒
2𝜃𝜏2𝑢𝑖 − 128𝑒

3𝜃𝜏2𝑢𝑖+1 + 7𝑒
4𝜃𝜏2𝑢𝑖+1 + 7𝑒

5𝜃𝜏2𝑢𝑖+1),

𝜆3 = 𝑒
−2𝜃(−𝑒𝜃𝑀𝑖 − 𝑒

2𝜃𝑀𝑖 + 𝑒
2𝜃𝑀𝑖+1 + 𝑒

3𝜃𝑀𝑖+1 − 4𝑒
4𝜃𝑀𝑖+1 + 4𝑀𝑖 + 16𝑒

𝜃𝜏2𝑢𝑖
+16𝑒2𝜃𝜏2𝑢𝑖 − 16𝑒

2𝜃𝜏2𝑢𝑖+1 − 16𝑒
3𝜃𝜏2𝑢𝑖+1 + 4𝑒

4𝜃𝜏2𝑢𝑖+1 − 4𝜏
2𝑢𝑖),     

𝜆4 = −𝑒
−2𝜃(−3𝑒𝜃𝑀𝑖 + 3𝑒

2𝜃𝑀𝑖+1 − 5𝑒
3𝜃𝑀𝑖+1 + 5𝑀𝑖 + 27𝑒

𝜃𝜏2𝑢𝑖                              

−27𝑒2𝜃𝜏2𝑢𝑖+1 + 5𝑒
3𝜃𝜏2𝑢𝑖+1 − 5𝜏

2𝑢𝑖),                                                             

𝜆5 = 3(𝑒
𝜃 − 1)(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)𝜏2,                                                                                 

                  

𝑎𝑖1 =
𝜆1
𝜆5
 , 𝑎𝑖2 =

𝜆2
𝜆5
  , 𝑎𝑖3 =

𝜆3
𝜆5
, 𝑎𝑖4 =

𝜆4
𝜆5
 .      

𝑄𝑖 ،کارگیری داریم ه.  همچنین با بhτ=  θ ،که در آن
′(𝑡) =  𝑄

𝑖−5
′ (𝑡)  در  ،it = t خاصیت  آیددست می هب زیر ۀرابط(

 پیوستگی مشتق اول(: 

(1)        .  1- , n  … , i =1    α1𝑢𝑖+1 + α2𝑢𝑖 + α3𝑢𝑖−1 = ℎ
2[α4𝑀𝑖−1 + α5𝑀𝑖 + α6𝑀𝑖+1],   

 :از اندعبارتضرایب این رابطه نیز  مقادیر

𝛼1 = 
2𝑒3𝜃(−11𝑒𝜃 + 𝑒2𝜃 + 16)

3(𝑒𝜃 − 1) (−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
, 𝛼2 = 

2(𝑒𝜃 + 1)(−28𝑒𝜃 + 11𝑒2𝜃 + 11)

3(𝑒𝜃 − 1) (−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
,

𝛼3 =
2𝑒−2𝜃(−11𝑒𝜃 + 16𝑒2𝜃 + 1)

3(𝑒𝜃 − 1) (−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
,           𝛼4 =

2𝑒−3𝜃(𝑒𝜃 − 1)

3 (−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)𝜃2
 ,

𝛼5 = 
4(𝑒𝜃 − 1)(𝑒𝜃 + 1)

3 (−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)𝜃2
,                   𝛼6  =  

2𝑒−2𝜃(𝑒𝜃 − 1)

3 (−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)𝜃2
 .  

𝑄𝑖، ۀهمچنین با فرض پیوستگی مشتق دوم از رابط
 ′′(𝑡) = 𝑄

𝑖−5
 ′′ (𝑡)   در ، it = t آیددست می نیز به. 
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(9)  ℎ(𝛼7𝑚𝑖 + 𝛼8𝑚𝑖 + 𝛼9𝑚𝑖+1) = (𝛼10𝑢𝑖−1 + 𝛼11𝑢𝑖 + 𝛼12𝑢𝑖+1), 𝑖 = 1,… , 𝑛 − 1.           

𝛼7 = −2𝑒
−2𝜃,     𝛼8 = −4(𝑒

𝜃 + 1), 𝛼9 = −2𝑒
−3𝜃 ,      𝛼10  =  

2𝑒−2𝜃(4𝑒𝜃 − 1)𝜃

𝑒𝜃 − 1
 ,

𝛼11 = 10(𝑒
𝜃 + 1)𝜃,      𝛼12  =  

2𝑒3𝜃(𝑒𝜃 − 4)𝜃

𝑒𝜃 − 1
 .                  

های جواب  nt(″ Q= n M=  )◦t″( Q=  ◦M◦ = ( ،فرم با شرایط مرزی به n… ,  , 2 ,5 , ◦  =i , iM ،مقادیرکه 

های دسترسی به جواب نیز مسیر  n, … , 2 , 5 ,◦ = ,iim، همچنین مقادیر نمایند.برآورد می( را 1خطی ) دستگاه

 زیر:( را با شرایط مرزی 9) خطی دستگاه

(3)                                    { 
𝑢°
′  = 𝑚° =

−3𝑢ₒ+4𝑢1−𝑢2

2ℎ
,        

𝑢𝑛
′ = 𝑚𝑛 =

3𝑢𝑛−2−4𝑢𝑛−1+𝑢𝑛

2ℎ
.
                    

    t(u (∋ T,◦[ 8C[ ،برای تابع یئنمایک درونیاب اسپلاین از نوع  Q)t) ،سازد. همچنین با این فرض کهمی همواررا 

 آوریم: می دست بهباشد،  (9( و )1برای روابط ) θ→ ◦، حالت حدی برای زمانی که واسطه بسط تیلور درهبباشد. 

 (8) {
𝑢𝑖
′′ = 𝑄𝑖

′′ +
ℎ2

12
𝑄𝑖
(4) +

ℎ4

240
𝑄𝑖
(6) − 

ℎ6

6048
𝑄𝑖
(8) + 𝑂(ℎ7),    𝑖 = 1,… , 𝑛 − 1, (1)

𝑄𝑖
′′ = 𝑢𝑖

′′ +
ℎ2

12
𝑢𝑖
(4) +

ℎ4

360
𝑢𝑖
(6) + 

17ℎ6

60480
𝑢𝑖
(8) + 𝑂(ℎ7),    𝑖 = 1,… , 𝑛 − 1.  (2)

       

  .آیدمی به دستو با روشی مشابه نیز 

(6)  {
𝑢𝑖
′ = 𝑄𝑖

′ +
ℎ4

180
𝑄𝑖
(5) +

ℎ6

1512
𝑄𝑖
(7) − 

ℎ8

14400
𝑄𝑖
(9) +𝑂(ℎ9),    𝑖 = 1,… , 𝑛 − 1, (3)

𝑄𝑖
′ = 𝑢𝑖

′ −
ℎ4

180
𝑢𝑖
(5) +

ℎ6

1512
𝑢𝑖
(7) + 

ℎ8

25920
𝑢𝑖
(8) +𝑂(ℎ9),    𝑖 = 1,… , 𝑛 − 1.  (4)

       

 

 کسری یل ریکاتیبرای تقریب معادله دیفرانس نمائیروش اسپلاین مکعبی و 

 دهیم. ارائه میی ئنمااستفاده از تابع اسپلاین  ۀوسیل هب u(αD(  ،هایی برای تقریب مشتق کسریبخش روش این در

 
 روش اول

 ،کهیهنگام حدی در حالت) ودشوسیله اسپلاین مکعبی بیان میهای از مشتق کسری کاپوتو بدر این روش تقریب گسسته

ͦ  →θ   5، کاپوتو برای وسیله مشتقه[. ب51[،]53گردد.( ]به اسپلاین مکعبی تبدیل می یئانمروابط اسپلاین < α <  ᵒ 

        داریم:

(51)                 𝐷𝛼(𝑢(𝑡))|
 𝑡=𝑡𝑖

=
1

Γ(1−α)
  ∫ (𝑡𝑖

𝑡𝑖

°
− 𝜂)−𝛼 𝑢′(𝜂)𝑑𝜂.                
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  زنیم و داریم:زیر تقریب می صورتبهین مکعبی ( را به کمک اسپلا51) ۀرابط

(55)        𝐷𝛼(𝑢(𝑡))|  𝑡=𝑡𝑖
=

1

Γ(1−α)
∑ ∫ (𝑄′(𝜂) + 𝑂(ℎ4))

𝑗ℎ

(𝑗−1)ℎ
(𝑡𝑖 − 𝜂)

−𝛼𝑖
𝑗=1 𝑑𝜂.       

ها برای انتگرال مقدار میانگین وزنیقضیه  بر اساس .دهدعلامت نمی تغییر )] jh,  h) 1-j[، در بازه (α−η) −i t ،چون

  :[4]داریم

(52) ∫ (𝑄′(𝜂
𝑗ℎ

(𝑗−1)ℎ
) + 𝑂(ℎ4))(𝑡𝑖 − 𝜂)

−𝛼𝑑𝜂 = (𝑄′(𝜂) + 𝑂(ℎ4)) ∫ (𝑡𝑖 − 𝜂)
−𝛼𝑑𝜂.   

𝑗ℎ

(𝑗−1)ℎ
 

.،که  𝜂 ∈ [(𝑗 − 5)ℎ, 𝑗ℎ]   ( 55( و )7پس از محاسبات ساده بر روی روابط) آوریم:می به دست  

 (57) 𝐷𝑡
𝛼𝑢𝑖 = 𝐷

𝛼(𝑢(𝑡))│𝑡=𝑡𝑖 =
h1−𝛼

Γ(2−𝛼)
∑ Q’(𝑡𝑗)
𝑖
𝑗=1 ((𝑖 − 𝑗 + 1)1−𝛼 − (i − j)1−𝛼) + O(ℎ4),           

=
h1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
 ∑𝑚𝑗

𝑖

𝑗=1

((𝑖 − 𝑗 + 1)1−𝛼 − (i − j)1−𝛼) + O(ℎ4).                      

 زیر  ۀ( در رابط57) ۀدادن رابط ارحال با قر

(54)  𝐷𝑡
𝛼𝑢𝑖+𝑝(𝑡𝑖)𝑢𝑖 + 𝑞(𝑡𝑖)𝑢𝑖

2 = 𝑟(𝑡𝑖),     𝑖 = 1,… , 𝑛.                                       

 آوریم:دست میهب

(51)    
h1−𝛼

Γ(2−𝛼)
 ∑ ((𝑖𝑖

𝑗=1 −𝑗 + 1)1−𝛼 − (𝑖 − 𝑗)1−𝛼)𝑚𝑗 + 𝑝𝑖𝑢𝑖 + 𝑞𝑖𝑢𝑖
2 = 𝑟𝑖,     𝑖 = 1, … , 𝑛.     

 بنابراین خواهیم داشت:

(59         )
ℎ

5−𝛼

Γ(2−𝛼)
 ∑ 𝑎𝑖𝑗𝑗=1 𝑚𝑗 + 𝑝𝑖 𝑢𝑖 + 𝑞𝑖𝑢𝑖

2 = 𝑟𝑖, 𝑖 = 1,… , 𝑛.                  

= 𝐴 ،که  (𝑎𝑖𝑗)  =  ((𝑖 −  𝑗 + 1)
1−𝛼 − (𝑖 − 𝑗)1−𝛼 ), 𝑝𝑖 = p(𝑡𝑖), 𝑞𝑖 = q(𝑡𝑖)   و 𝑟𝑖 = 𝑟(𝑡𝑖)   

 کاربردهبه  im  و  iM ،برای تقریب (9) و (1) یهادستگاهماتریس ضرایب برای  که جاازآن.  =n 1, 2, 3,i ,… ،برای

 ،و داریم بوده ریپذوارون جهیدرنتو  ،باشدیمر غالب قط اکیداًاین ماتریس    θ→ ◦ ،کهیوقتحدی در حالت لذا  .شوندمی

 ‖𝑍−1‖ = ‖𝑊−1‖ <  
1

2
 شوند: می زیر نوشته صورت به یماتریس این ( به شکل9( و )1بنابراین روابط ).  

 

(53    )          {
(1): ℎ2𝑊𝑀 = 𝑅𝑈 ,
(2): ℎ𝑍𝑚 = 𝑆𝑈 .    

                                                 

باشند. می  n M = 0M =  0 ،با شرایط ( 53( )5)خطی دستگاههای جواب (nM,  …,  1M , 0M ) ،و لذا مقادیر

 محاسبه قابلنیز  (nm ,  …,  1m0 , m) ،مقادیر (53) (2و )( 3) ۀرابط وسیله حل روابط بررسی سازگاری در ههمچنین ب

 بوده و داریم: 
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(58           )                                   {
(1): 𝑀 =

1

ℎ2
𝑊−1𝑅𝑈 + 𝑂(ℎ2) ,

(2):𝑚 =
1

ℎ
𝑍−1𝑆𝑈 + 𝑂(ℎ3).    

 

 ماتریسی به شکل زیر است:  حالت( در 59) ۀلدلذا معا

 
ℎ1−𝛼

Γ(2−𝛼)
 𝐴𝑚 + 𝑝𝑈 + 𝑞𝑈2 = 𝑟 .     (56)  

𝑝 ه،ک = diag(𝑝1, 𝑝2, … , 𝑝𝑛), 𝑞 = diag(𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑛)  و𝑟 = (𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑛)
𝑡 ۀرابط قرار دادن. با 

 ( خواهیم داشت: 56) ۀ( در رابط58)

ℎ−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
𝐴𝑍−1 𝑆𝑈 + 𝑝𝑈 + 𝑞𝑈2 = 𝑟.                                   (21) 

 
 دومروش 

و بعد  (57و ) ( 4( ، )7) همچنین با استفاده از روابط α <  ᵒ > 1 ،رایمشتق کسری بتعاریف واسطه هبخش ب این در

 از انجام یک سری از محاسبات ساده خواهیم داشت: 

𝐷𝛼(𝑢(𝑡)) │𝑡=𝑡𝑖 =
1

Γ(2 − 𝛼)
 ∑(𝑄′(𝑗ℎ) + 𝑂(ℎ3))

𝑖

𝑗=1

((𝑡𝑖 − 𝑗ℎ + ℎ)
1−𝛼 − (𝑡𝑖 − 𝑗ℎ)

1−𝛼),          

= 
1

Γ(2 − 𝛼)
∑((𝑡𝑖 − 𝑗ℎ + ℎ)

1−𝛼 − (𝑡𝑖 − 𝑗ℎ)
1−𝛼)

𝑖

𝑗=1

(−
(𝑒𝜃 − 1)(3𝑒𝜃 − 7)𝑀𝑗

3(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7) 𝜏
)                

+ 
1

Γ(2 − 𝛼)
∑((𝑡𝑖 − 𝑗ℎ + ℎ)

1−𝛼 − (𝑡𝑖 − 𝑗ℎ)
1−𝛼)

𝑖

𝑗=1

(
2𝑒3𝜃(𝑒𝜃 − 1)𝑀𝑗+1

3(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7) 𝜏
)                      

− 
1

Γ(2 − 𝛼)
∑((𝑡𝑖 − 𝑗ℎ + ℎ)

1−𝛼 − (𝑡𝑖 − 𝑗ℎ)
1−𝛼)

𝑖

𝑗=1

(
2(29𝑒𝜃 − 46𝑒2𝜃 + 18𝑒3𝜃 − 7)𝜏𝑢𝑗

3(𝑒𝜃 − 1)(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7) 
)   

− 
1

Γ(2 − 𝛼)
∑((𝑡𝑖 − 𝑗ℎ + ℎ)

1−𝛼 − (𝑡𝑖 − 𝑗ℎ)
1−𝛼)

𝑖

𝑗=1

(
2𝑒3𝜃(−11𝑒𝜃 + 𝑒2𝜃 + 16)𝜏𝑢𝑗+1

3(𝑒𝜃 − 1)(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
).     

(25) 

�̂�𝑖،وسیلههب iu ،تقریب جهیدرنت �̂�𝑖  ۀوسیل هب iM ،و  
کند و ( صدق می53) (5) ۀرابطدر   n= 1, 2, … , i- 1،برای هر 

 لذا داریم:

𝐷𝛼(𝑢(𝑡))│𝑡=𝑡𝑖 =   
ℎ1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
 ∑  (𝑄′(𝑖ℎ) + 𝑂(ℎ3))

𝑖

𝑗=1

((𝑖 − 𝑗ℎ + ℎ)1−𝛼 − (𝑖 − 𝑗ℎ)1−𝛼    

= 
ℎ1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
 (−

(𝑒𝜃 − 1)(3𝑒𝜃 − 7)

3(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)τ
)∑((𝑖− 𝑗 + 1)1−𝛼 − (𝑖− 𝑗)1−𝛼)(�̂�𝑗)

𝑖

𝑗=1
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+  
ℎ1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
 (

2𝑒3𝜃(𝑒𝜃 − 1)

3(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)τ
)∑((𝑖− 𝑗 + 1)1−𝛼 − (𝑖− 𝑗)1−𝛼)(�̂�𝑗+1)

𝑖

𝑗=1

          

− 
ℎ1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
 (
2(29𝑒𝜃 − 46𝑒2𝜃 + 18𝑒3𝜃 − 7)𝜏

3(𝑒𝜃 − 1)(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
)∑((𝑖− 𝑗 + 1)1−𝛼 − (𝑖 − 𝑗)1−𝛼)

𝑖

𝑗=1

 �̂�𝑗  

−  
ℎ1−𝛼

Γ(2 − 𝛼)
 (

2𝑒3𝜃(−11𝑒𝜃 + 𝑒2𝜃 + 16)𝜏

3(𝑒𝜃 − 1)(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
)                                                                   

 

   ∑((𝑖 − 𝑗 + 1)1−𝛼 − (𝑖 − 𝑗)1−𝛼)

𝑖

𝑗=1

 �̂�𝑗+1.                                                                             

(22) 

 آید:می دست به( 54) ۀز رابط فوق و رابطا 

 

𝑟𝑖 − 𝑝𝑖𝑢𝑖 − 𝑞𝑖𝑢𝑖
2  =    − ( 

h1−𝛼(𝑒𝜃 − 1)(3𝑒𝜃 − 7)

Γ(2 − 𝛼)3(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)𝜏
)∑(𝜒𝑖𝑗)

𝑖

𝑗=1

�̂�𝐽 

 +    ( 
h1−𝛼2𝑒3𝜃(𝑒𝜃 − 1)

Γ(2 − 𝛼)3(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)τ
)∑(𝜓𝑖𝑗+1)

𝑖

𝑗=1

�̂�𝐽+1 

−  ( 
2h1−𝛼(29𝑒𝜃 − 46𝑒2𝜃 + 18𝑒3𝜃 − 7)𝜏

3Γ(2 − 𝛼)(𝑒𝜃 − 1)(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
)∑(𝜑𝑖𝑗)

𝑖

𝑗=1

�̂�𝑗                              

−  ( 
2h1−𝛼𝑒3𝜃(−11𝑒𝜃 + 𝑒2𝜃 + 16)𝜏

3Γ(2 − 𝛼)(𝑒𝜃 − 1)(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
)∑(𝜙𝑖𝑗+1)

𝑖

𝑗=1

�̂�𝑗+1 .                  

(27) 

    =n , …,1, 2i ،برای 1iϕ =  njϕ = 1iψ  = njψ  = 0  ،و  njφ=  inφ=  njx=  inx  =0 ،کهطوری به

 : و لذا در حالت ماتریسی داریم.  j=1, 2, …, n ،و 

−    ( 
h1−𝛼(𝑒𝜃 − 1)(3𝑒𝜃 − 7)

Γ(2 − 𝛼)3(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)𝜏
 )(𝜒)�̂�               

+    ( 
h1−𝛼2𝑒3𝜃(𝑒𝜃 − 1)

Γ(2 − 𝛼)3(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)𝜏
 )(𝜓)�̂�               

   −     (
2h1−𝛼(29𝑒𝜃 − 46𝑒2𝜃 + 18𝑒3𝜃 − 7)𝜏

3Γ(2 − 𝛼)(𝑒𝜃 − 1)(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
)(𝜑)�̂�    

   −    (
2ℎ1−𝛼𝑒3𝜃(−11𝑒𝜃 + 𝑒2𝜃 + 16)𝜏

3Γ(2 − 𝛼)(𝑒𝜃 − 1)(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
)(𝜙)�̂�    

 +    𝑝𝑈 +  𝑞𝑈2 −   𝑟 = 0 .                                                  
(24) 
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 ( خواهیم داشت:24) ۀرابطدر  (58) (5) ۀرابط قرار دادن با

− (
ℎ1−𝛼(𝑒𝜃 − 1)(3𝑒𝜃 − 7)

Γ(2 − 𝛼)3(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)𝜏
 )(𝜒) (

1

ℎ2
𝑊−1𝑅�̂�) 

+ (
ℎ1−𝛼2𝑒3𝜃(𝑒𝜃 − 1)

Γ(2 − 𝛼)3(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)𝜏
 )(𝜓)( 

1

ℎ2
𝑊−1𝑅�̂�) 

− (
2ℎ1−𝛼(29𝑒𝜃 − 46𝑒2𝜃 + 18𝑒3𝜃 − 7)𝜏

3Γ(2 − 𝛼)(𝑒𝜃 − 1)(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
 )(φ)Û        

− (
2ℎ1−𝛼𝑒3𝜃(−11𝑒𝜃 + 𝑒2𝜃 + 16)𝜏

3Γ(2 − 𝛼)(𝑒𝜃 − 1)(−18𝑒𝜃 + 7𝑒2𝜃 + 7)
 )(𝜙)Û        

+ 𝑝𝑈 +  𝑞𝑈2 − 𝑟 + 𝑂(ℎ2) = 0.                                                                   (21)   

 

 تحلیل همگرایی -3

 نیز مشابه است. پردازیم. همگرایی روش اولمی یئنماآنالیز همگرایی روش دوم اسپلاین در این بخش به بحث در مورد

 خواهیم داشت:  ( n= 1, 2, …, ,i it ،در نقاط)( 21) ۀر معادلد در ابتدا

(29     ){
𝐹(𝑡𝑖 , 𝑢(𝑡𝑖), 𝑢

′′(𝑡𝑖)) = 0, 𝑖 = 0, 1, 2, … , 𝑛 ,                                         

𝑢(𝑡0) = 𝑑.                                                                                                
 

 ( داریم:8) ۀاز رابط آمدهدست بهحال با استفاده از نتایج 

(23)           {
𝐹(𝑡𝑖 , 𝑄(𝑡𝑖), 𝑄

′′(𝑡𝑖)) = 0, 𝑖 = 0, 1, 2, … , 𝑛 ,                                  

𝑄(𝑡0) = 𝑑.                                                                                          
 

 u(t) ،کهبر این تواند توسط روش تکراری نیوتن حل شود. با فرضسازد که میغیرخطی را می دستگاه( یک 23) ۀرابط

 =n…,1, 2, i- 1، روابط و در باشد t(u) ،زننده تقریب یئنما اسپلاین T ,ᵒ[ ∞ C ∈) t(Q[ ،باشد و مسئلهجواب دقیق 

 )it(u) = it(Q و، n =0,i   , )it′′(u) = it′′(Q  .تخمین خطا از رابطه بنابراین صدق کند، ∥Q−u∥ شودحاصل می. 

 ۀواسط هبرآورد خطا محاسباتی ب آنگاهباشد.  Q(t) ،از تقریب حاصل محاسباتی اسپلاین  �̂�(𝑡) ،اینکه برهمچنین با فرض 

 .است محاسبه قابلجداگانه  طور به ∥ Q − �̂� ∥و  ∥ u− Q∥  , ∥u−  �̂�∥  ،روابط

 که مشتقاتباشد و همچنین با فرض بر این Q(t) ،یک درونیابی اسپلاین یکتا از  �̂�(𝑡) ،کهبا فرض بر این :لم

| ،موجود و کراندار به شکل F، جزئی
𝜕𝐹

𝜕𝑢
| ≤  𝑘1 , |

𝜕𝐹

𝜕𝑢′′
| ≤  𝑘2  باشند ( 1k  2وk باشندیم  ثابت. .)گاهآن 

 داریم:   i ≤ n 0 ≥ ،برای هر

(28                ). |𝐹(𝑡𝑖 , 𝑄(𝑡𝑖), 𝑄
′′(𝑡𝑖)) − 𝐹(𝑡𝑖 , �̂�(𝑡𝑖), �̂�

′′(𝑡𝑖))|≤ 𝑂(ℎ
2) 
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 داریم: i ≤ n ≤ 1 ،برایو  [53] از استفاده با :اثبات

𝐹(𝑡𝑖 , 𝑄(𝑡𝑖), 𝑄
′′(𝑡𝑖)) − 𝐹(𝑡𝑖 , �̂�(𝑡𝑖), �̂�

′′(𝑡𝑖)) = 𝐹(𝑡𝑖 , 𝑄(𝑡𝑖), 𝑄
′′(𝑡𝑖))                                                                                 

− 𝐹(𝑡𝑖 , �̂�(𝑡𝑖), 𝑄
′′(𝑡𝑖))

+𝐹(𝑡𝑖 , �̂�(𝑡𝑖), 𝑄
′′(𝑡𝑖))

+𝐹(𝑡𝑖 , �̂�(𝑡𝑖), �̂�
′′(𝑡𝑖)).

 

(26) 

 :کهطوری هوجود دارند، ب iν و iξ ،حال با استفاده از قضیه مقدار میانگین یک

𝐹(𝑡𝑖, 𝑄(𝑡𝑖), 𝑄
′′(𝑡𝑖)) −  𝐹 (𝑡𝑖 , �̂�(𝑡𝑖), 𝑄

′′(𝑡𝑖)) =
𝜕𝐹

𝜕𝑢
(𝜉𝑖) (𝑄(𝑡𝑖) − �̂�(𝑡𝑖)),         

𝐹 (𝑡𝑖, �̂�(𝑡𝑖), 𝑄
′′(𝑡𝑖)) −  𝐹 (𝑡𝑖, �̂�(𝑡𝑖), �̂�

′′(𝑡𝑖)) =
𝜕𝐹

𝜕𝑢′′
(𝜈𝑖) (𝑄

′′(𝑡𝑖) − �̂�
′′(𝑡𝑖)),    

 ( داریم: 58) ۀابطاز ر

|𝑄(𝑡𝑖) − �̂�(𝑡𝑖)| ≡ 𝑂(ℎ
4)   

|𝑄′′(𝑡𝑖) − �̂�
′′(𝑡𝑖)| ≡ 𝑂(ℎ

2) .   

 لذا داریم:

|𝐹(𝑡𝑖 , 𝑄(𝑡𝑖), 𝑄
′′(𝑡𝑖)) − 𝐹(𝑡𝑖 , �̂�(𝑡𝑖), �̂�

′′(𝑡𝑖))| ≤ 𝑘1|𝑄(𝑡𝑖) − �̂�(𝑡𝑖 )|                                                                                 

+ 𝑘2|𝑄
′′(𝑡𝑖) − �̂�

′′(𝑡𝑖)|

≤ 𝑘1𝑂(ℎ
4) + 𝑘2𝑂(ℎ

2)

≡ 𝑂(ℎ2) .                        

 

(71) 

 t(u( ،ی ازئنما یک تقریب اسپلاین Q)t) ،( باشد و5) رابطهجواب دقیق  T ,ᵒ[ 2C ∈) t(u ]  ،با فرض بر اینکه :قضیه

 داریم : ،باشد

  ‖𝑢(𝑡)  −  𝑄(𝑡)‖  ≡  𝑂(ℎ2).  

 

مستقل   𝜚1،بنابراین یک ثابت متناهی ،کندصدق می (5رابطه ) در باشد. لذامی u(t) ،ونیابدر   �̂�(𝑡)،چون :اثبات

𝑢(𝑡)‖                                               :موجود است که h ،از  −  𝑄(𝑡)‖  ≡  𝑂(ℎ2).             

 داریم: فوقبا استفاده از نامساوی مثلثی و لم حال 

‖𝑢(𝑡) − 𝑄(𝑡)‖ ≤ ‖𝑢(𝑡) − �̂�(𝑡)‖ + ‖�̂�(𝑡) − 𝑄(𝑡)‖  ≡ 𝑂(ℎ2).   

 است. پذیرامکاننیز به شیوه مشابه  اولاثبات همگرایی روش 
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 های عددیمثال -0

 ریکاتی دیفرانسیل از معادلات هاییهای قبلی مثالدر بخش های پیشنهادین بخش برای نشان دادن کارایی روشدر ای

با حاصله از این اقدام را  سپس نتایج .شود می پرداخته هاآنای پیشنهادی به حل هگرفته و با روش نظر دررا  کسری

 گذاریم.می به بوته قضاوت و مقایسهرا های عددی موجود از سایر روش شدهحاصلهای جواب

 

 .گیریممی ظردر نزیر را  کسری ریکاتی ۀمعادل :مثال یک

(75){
𝐷𝑡
𝛼u(t) + 𝑢2(t) = 1, 0 < α ≤ 1,   𝑡 ∈ [0, 𝑇]  ,

𝑢(0) = 0.                                                               
                             

α، 𝑢(𝑡)  =5، جواب دقیق =
𝑒2𝑡−1

𝑒2𝑡+1
،  α =1/1 ،برای 15/1 ،وم و طول گاماین مثال با روش د 5در جدول  .باشدمی 

31/1= α  ،6666/1= α  5و= α 5/1 ,2/1 ,...  , 6/1 و 5  ط،دست آمده در نقاحل شده و جواب به x =   آورده شده

دست آمده در های بهحل شده و جواب 15/1 ،، و طول گام α =31/1 ،این مثال با روش اول با 2و همچنین در جدول 

[ ، توابع ترکیبی 8] پیشرفته هموتوپی اختلال و اصلاح شده هموتوپی اختلال روشبا   = x 2/1 ,4/1 , 9/1 و 8/1، نقاط

 [ مقایسه شده است.78ای برنشتاین ]، و چندجمله[25] هموتوپی اصلاح شده اختلال ، [59]

 .میدار رامعادله ریکاتی کسری زیر  :دومثال 

(72){
𝐷𝑡
𝛼𝑢(𝑡) − 2𝑢(𝑡) + 𝑢2(𝑡) = 1,    0 < 𝛼 ≤ 1,      𝑡 ∈ [0, 𝑇],                                   

𝑢(0) = 0 .                                                                                                                       
 

α ، 𝑢(𝑡) =5 ،برای جواب دقیقکه  = 1 + √2 tan−1(√2 𝑡 +
1

2
ln (

  √2−1

√2+1
های عددی مثال جوابباشد. می   ((

( با 9) کار بردن رابطۀو همچنین با به n = 511و،  α =21/1, 31/1, 66/1از روش دوم برای مقادیر،   هبا استفاد 2

طول گام، با  دست آمدههای عددی بهجواب 4آورده شده است. در جدول  7( در جدول = α 5)( برای 3) شرایط مرزی

 چیبیشف هایهمچنین با نتایج عددی روش موجک آورده شده و  = 5/1x ,2/1 ,...  , 6/1در نقاط،  α =1/1 و 15/1

  [ مقایسه گردیده است.59] [ و توابع ترکیبی51]

 داریم.را  زیربه شکل معادله ریکاتی کسری  :سهمثال 

(77                ){
𝐷𝑡
𝛼𝑢(𝑡) − 𝑢(𝑡) + 𝑢2(𝑡) = 1,     0 < 𝛼 ≤ 1,      𝑡 ∈ [0, 𝑇],   

𝑢(0) =
1

2
 .                                                                                           

      

α ، 𝑢(𝑡) =5 ،برای جواب دقیقکه  =
𝑒−𝑡

𝑒−𝑡+1
 .است  

، 5، 2های برنامه برحسب ثانیه و همچنین مرتبه همگرایی، برای مثال و زمان اجرای خطای مطلقیمم زماک 1در جدول 

ℎ)  و   (= α 5در حالت صحیح ) (3)با شرایط مرزی( 9) ابطۀر از با استفاده 7و  =

1

4
,
1

8
,
1

16
,
1

32
,
1

64
,
1

128
,
1

256
,
1

512
,
1

1024
 آورده شده است.  (
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   n=  011 و، = α   7/4  , 57/4  , 999/4، به ازای مروش دو های مثال یک باتقریب جواب: 1 جدول
 .(= α 1( در حالت صحیح)5( با شرایط مرزی )6) ۀرابطرای و ب

x واقعی جواب 
( با شرایط 6) ۀرابط

 =1α( برای 5مرزی )

مروش دو  

α=4/9999 

مروش دو  

57/4=α 

مروش دو  

7/4=α 

1/5 1/166993 1/ 816699  1/166164 1/584676 1/ 637722  

1/2 1/563731 1/563731 1/563171 1/ 571141  1/472414 

1/7 1/265757 1/ 726575  1/261144 1/411461 1/ 111592  

1/4 1/736648 1/ 673664  1/738991 1/433369 1/115182 

1/1 1/492553 1/492553 1/491232 1/ 714549  1/ 818833  

1/9 1/173146 1/173146 1/ 617499  1/164756 1/958374 

1/3 1/914798 1/ 891479  1/915153 1/978461 1/947299 

1/8 1/994179 1/ 399417  1/991857 1/931915 1/ 799782  

1/6 1/359268 1/ 835926  1/352852 1/ 531351  1/985794 

5/1 1/395164 1/395164 1/ 831737  1/375761 1/375761 

 

 

 n=  011و،   α =  57/4  ،مثال یک با روش اول به ازای یهای عددجواب: 2 جدول
 .[38][ و 21], [16], [8]منابع با  مقایسه و

x روش اول 

ای برنشتاینچندجمله  

[38] 

N  11  =  

 روش اختلال

 اصلاح هموتوپی

شده  [8]  

 اختلال روش 

  هموتوپی

[8] پیشرفته    

اختلال هموتوپی  روش

 اصلاح شده

[21] 

 توابع ترکیبی

[16] 

N  16  =  

1/2 1/ 4711  1/7166 1/ 7875  1/7254 1/7578 1/7166 

4/1  1/ 8433  1/4859 1/ 6264  1/1133 1/4626 1/4859 

1/9 1/1647 1/ 8163  1/1634 1/9216 1/1634 1/ 8163  

1/8 1/9319 1/9388 1/ 9149  1/3128 1/9914 1/9388 

 

 

 α  = 27/4 ,57/4,  99/4، واسطه اجرای روش دوم برای مقادیربه دومهای عددی مثال جواب: 3جدول 
 .(= α 1) در حالت صحیح (5( با شرایط مرزی )6) ۀرابطهمچنین با استفاده از  و n  = 144و، 

x جواب واقعی 
( با شرایط6) ۀرابط  

α =1( برای 5مرزی )  

 مروش دو

α=4/99 

 مروش دو

57/4=α 

 مروش دو

27/4=α 

1/5 1/551261 1/551261 1/ 455181  1/245196 5/ 92127  

1/2 1/ 324563  1/ 324563  1/ 521754  1/ 343229  5/78715 

1/7 1/ 176151  1/ 176151  1/ 845566  1/318117 5/43816 

1/4 1/193852 1/193852 1/186676 1/678192 5/14531 

1/1 1/ 131915  1/ 131915  1/382185 5/ 25465  5/18816 

1/9 1/617199 1/617199 1/685116 5/ 37744  5/ 69242  

1/3 5/ 15126  5/ 15126  5/ 35814  5/ 34653  5/91737 

1/8 5/74979 5/74979 5/73516 5/ 29227  5/93841 

1/6 5/12965 5/12965 5/ 91431  5/32675 5/ 49661  
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 . n = 144 و  = α 7/4 ،به ازای و  [16] ، [17] ،با منابع برای مثال دو های عددی روش دوممقایسه جواب: 0جدول 

x 144 با مروش دو n = 
 موجک چیبیشف 

[ 71 ] 

کیبیتوابع تر  

[ 61 ] 

1/5 1/133711 1/162319 1/162811 

1/2 1/627711 1/677536 1/677257 

1/7 5/59851 5/53768 5/53415 

1/4 5/74741 5/74991 5/74993 

1/1 5/43272 5/ 64378  5/ 14376  

1/9 5/19683 5/13113 5/13118 

1/3 5/94185 94956/5  5/ 19492  

1/8 5/31942 5/31988 5/31988 

6/1  88311/5  31994/5  31991/5  

 

 
 

 ابطۀهای عددی بدست آمده از رجواب و زمان اجرای برنامه برحسب ثانیه و مرتبه همگرایی، خطای مطلقیمم ز: ماک7جدول 

𝒉)  و  (= α 1در حالت صحیح ) (5)با شرایط مرزی( 6) =
𝟏

𝟒
,
𝟏

𝟖
,
𝟏

𝟏𝟔
,
𝟏

𝟑𝟐
,
𝟏

𝟔𝟒
,
𝟏

𝟏𝟐𝟖
,
𝟏

𝟐𝟓𝟔
,
𝟏

𝟓𝟏𝟐
,

𝟏

𝟏𝟎𝟐𝟒
 برای هر سه مثال.(

n مثال سه 
مرتبه همگرایی 

 برای مثال سه

زمان محاسبات 

 برای مثال سه
 مثال دو

 همگرایی مرتبه

دو مثال برای  

زمان محاسبات 

 برای مثال دو
 مثال یک

 همگرایی مرتبه

یک مثال برای  

زمان محاسبات 

 برای مثال یک

4 1/21e−4  62/2  4/19e−2 

91/2  

81/2  7/12e−7 

61/2  

81/2  

22/2  

8 5/57e−4  63/2  9/93e−7 

71/2  

89/2  8/28e −4 

41/2  

87/2  

51/2  

59 2/97e−1  18/7  5/75e−7 

54/2  

86/2  2/12e−4  

15/2  

86/2  

11/2  

72 9/78e−9  24/7  2/63e−4 

19/2  

62/2  4/66e−1  

51/2  

61/2  

12/2  

94 5/13e−9  78/7  3/52e−1 

71/2  

21/7  5/24e−1 

11/2  

21/7  

15/2  

528 7/86e−3  82/7  5/31e−1 

15/2  

85/7  7/16e−9 

11/2  

11/7  

11/2  

219 6/96e−8  98/4  4/77e−9 

11/2  

87/4  3/34e−3 

11/2  

77/4  

11/2  

152 2/42e−8  43/9  5/18e−9 

11/2  

64/9  5/67e−3 

11/2  

25/9  

11/2  

5124 9/14e−6  11/55  2/96e−3  47/51  4/87e−8  46/51  

 

 گیرینتیجه

 بر این .شودمی کاربردهبه کسری ریکاتی دیفرانسیل معادلات جواب تقریب برای یئنما اسپلاین یک مقاله این در

 تقریب هک برخوردارند قابلیت این از مقاله این در شده ارائه روش دو که بود موضوع نای اثبات بر نویسندگان اهتمام اساس

 هایجواب و واقعی هایجواب با های حاصلهجواب مقایسه با .آورندمی فراهم کسری ریکاتی معادله حل برای بهتری

 معادلات حل برای خوبی تقریب گردیده ارائه هایروش که رسیممی نتیجه این به موجود عددی هایروش سایر از مکتسبه
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 سپلاینا تابع از استفاده دلیل به .باشندمرتبه میهمگرایی هر دو روش هم ازلحاظولی  .است کسری ریکاتی یلدیفرانس

 اختلال ،شدهاصلاح هموتوپی اختلال مانند تحلیلینیمه هایروش به نسبت اسپلاین روش کهاین به و نظر مقاله این در

 روش فبرخلا اسپلاین درروش چون نیز و است برخوردار شدهضمینت همگرایی از... و تغییرات تکرار پیشرفته، هموتوپی

( 5) ۀمعادل که زمانی و همچنین زندمی تقریب هنقط هر در را جواب مشتقات بلکه معادله، جواب تنهانه متناهی تفاضلات

 از صلحا هایجواب مقایسه از پس لذا .است قطری اکیداً غالب مجهولات ضرایب ماتریس گرددمی سازی گسسته

 پذیرفته صورت مقایسه هاآن با که مقالاتی در موجود هایروش سایر هایجواب با مقاله این در پیشنهادی هایروش

 ۀمرتب از و بعضاً ترصرفه به مقرون محاسبات زمان حیث از مقاله این در گشته معرفی هایروش که یابیمدرمیاست، 

 .برخوردارند بهتری همگرایی
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