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Introduction 

A wide variety of problems in mathematics and particularly in computational 

mathematics is formulated as second-order partial differential equations 

(PDEs), which mostly do not admit closed-form solutions. Due to this, 

constructing numerical solver for such problems is requisite as well as of special 

importance when the computational domain is not anymore regular. Such 

problems, which mainly occur in engineering modeling problems, are defined 

on irregular domain. Classic methods such as finite difference (FD) or spectral 

solvers are hard to be employed on irregular domains with arbitrary geometries. 

One remedy is to rely on finite element method or the meshless radial basis 

function (RBF) method. This is discussed in this paper.  

Toward this purpose, an RBF-FD method is discussed and its weighting 

coefficients are constructed theoretically. Numerical reports and comparison 

will confirm the efficacy and competitiveness of the presented approach on 

domains with arbitrary geometries. 

Material and methods 

The meshfree RBF methods are categorized as globalized and localized 

meshless schemes. A localized version of such schemes is the RBF-FD 

estimates, which is an attractive choice in contrast to the global meshfree RBF 

schemes by providing better-conditioned and sparse discretization matrices. 

This clearly reduces the computational load of applying RBF methods for 

practical problems in higher dimensions. Unlike the standard procedures, the 

RBF-FD method can deal with scattered node layouts and irregular domains. In 

addition, their locality makes them more flexible with respect to local 

refinement techniques than the globalized RBF methods.  

Results and discussion 

In this paper, we obtain weights of the radial basis function finite difference 

formula for some differential operators. These weights are used to obtain the 
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local truncation error in function derivative approximating. We discuss how to 

select the shape parameter for the RBF-FD formulas so as to gain the accuracy 

as well as stability. We apply these formulas for Poisson equation with irregular 

domains and show that the proposed method can be used as a fully meshfree 

method. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 Closed-form coefficients for RBF-FD formulas to approximate 

derivatives of the function can be obtained under some conditions. 

 It is discussed that how we can choose the shape parameters to have 

efficient RBF-FD formulations in solving PDE problems on irregular 

domains. 

 Several experiments on different types of irregular geometries are 

discussed and compared and showed how much RBF-FD is useful for 

practical engineering PDE problems on irregular domains. 

 

How to cite: Barfeie, M., Soleymani, F., (2022) Construction of the radial basis function finite difference methods 

and their application to problems with arbitrary domain. Mathematical Researches, 8 (3), 117-131 
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 زا استفاده و شعاعی پایه توابع بر مبتنی متناهی تفاضلات هایروش ساختن

 دلخواه ۀهندس با دیفرانسیل معادلات حل برای آنها

 2سلیمانی الله فضل،  1ئیبرفه مهدیار

 m.barfeie@gmail.com :پست الکترونیکیایران. سیرجان،  سیرجان، صنعتی دانشگاه کامپیوتر، علوم و ریاضی دانشکدۀ .1

  fazlollah.soleymani@gmail.com ; soleymani@iasbs.ac.ir :پست الکترونیکی، ایران. زنجان پایه، علوم تکمیلی تحصیلات دانشگاه ریاضی، ۀمسئول، دانشکد نویسندۀ .2
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 عملگر و دوم مشتق اول، مشتق عملگرهای برای را متناهی تفاضلات هایفرمول وزن مقاله این در

 را اهفرمول این برشی خطای همچنین. آورد خواهیم دسته ب شعاعی ۀپای توابع از استفاده با لاپلاس

 مولفر هر برای دهیممی نشان. آوریممی دسته ب شعاعی توابع شکل پارامتر و نقاط ۀفاصل حسب بر

 مممینی خطا آن ازای به که دارد وجود شعاعی پایه توابع در شکل پارامتر از مقداری متناهی تفاصلات
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 ارکه ب منظم هندسه با معادلات سازیگسسته برای که استاندارد متناهی تفاضلات هایروش خلاف

 به تا دارند را امکان این شعاعی ۀپای توابع ۀوسیل به شده تولید متناهی تفاضلات هایفرمول روندمی

 .روند کاره ب نامنظم ۀهندس با لئمسا حل برای شبکه بدون روش یک عنوان

 یلدیفرانس معادلات حل برای آنها از استفاده و شعاعی پایه توابع بر مبتنی متناهی تفاضلات هایروش ساختن (.1401)، فضل الله، سلیمانی ؛ئی، مهدیاربرفه: استناد

 .111-191(، 9) 8، های ریاضیپژوهش .خطیدلخواه  هندسۀ با
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 (RBF-FD) شعاعی ۀروش تفاضلات متناهی مبتنی بر توابع پای -2

شود.دنسونعدیمدب دسامدیتا عدشعاعد،دنرددی یدگدixسقطهدثا تددآندسقطهدتادۀ هدفاصلدxدۀسقطدآنددردفاکهدمقاددیا عت

 [.6،د1]دنس معافیدش ددیاکار ادد اخیدن دتون عدشعاعید1دردج   دد. جودددنرددین دتون عدشعاعدیمخدلر

د

 شعاعی پرکاربرد: برخی از توابع پایه 1دول ج

د

د

 

د
 د

 

پداهضانفبد  ندفامو هاپدتراضلید ادنسدرادددن دتون عدیافهدشعاعیدنست.ددستدآ ردندفامو هده فدماددردنفند خشد 

هد چن در عید دچن در عیدمعکوسددرد اخیدمقالات دتراضلات دمدناهید ادنسدرادددن دتون عدشعاعیدگا سبن،دتا عدشعاعید

𝛽دپر عیدتعمبمدفافدهدرند هدن ن .ددردنفندمقالهدمادتا عدچن [11،د9،د8،د7]دآم ددنستددست = کنبم.دنفندنسدخابدمید2−

د:نستدفا هدصورت د تا عددردحالتدفکد ع پد

د(1)

ϕi(𝑥) = 𝜑(‖𝑥 − 𝑥𝑖‖) =
1

𝑐2 + (𝑥 − 𝑥𝑖)2
,      

cد[.11]دگذنردنستنثادمیألهیارنمدادشک دسامددنردد د اددقتددیتا عدشعاعدففدردتعاد

ضلات دمدناه شدقدتا عددرددیدردر  دترا صورت دتاکدفکم ود.د هدشیمدففن دمق نردتون عددردسقاطدمجا ردتعادببیسقطهد هد

د:فمعنونندمثا ددنر

د(1)

𝑢′(𝑥) =
𝑢(𝑥 + ℎ) − 𝑢(𝑥 − ℎ)

2ℎ
=

1

2ℎ
𝑢(𝑥 + ℎ) + 0𝑢(𝑥) + (

−1

2ℎ
) 𝑢(𝑥 − ℎ),   

(3) 

𝑢′′(𝑥) =
𝑢(𝑥 + ℎ) − 2𝑢(𝑥) + 𝑢(𝑥 − ℎ)

ℎ2
=

1

ℎ2
𝑢(𝑥 + ℎ) + (

−2

ℎ2
) 𝑢(𝑥) +

1

ℎ2
𝑢(𝑥 − ℎ).   

 

دسبا دنفندهیدبمدتادمق نردفکدعملگادرند ادحیبدمقادفادتا عددردهدسبزد ادهمبندمبنادنست.د دRBF-FDنساسدکاردر  د

𝑖=1{𝑥𝑖} دتا عددردسقاطدفان دمقاددپنرند هدکمکدمجوعهد𝐿𝑢(𝑥𝑘)دبم خونهدب فاضدکنسقاطدمجا ردتقافبد زسبم.د
𝑁𝑠کهددNsد

د:فمصورت ددنردفندردند،بم زسدفبتقا  اشن ،یمدبزسدkxهیدن د دشام دخوددسقطهددkx هدسقطهدسقطهدمجا رد

 

د(4)
𝐿𝑢(𝑥𝑘) = 𝑐1𝑢(𝑥1) + 𝑐2𝑢(𝑥2) + ⋯ + 𝑐𝑘𝑢(𝑥𝑘) + ⋯ + 𝑐𝑁𝑠𝑢(𝑥𝑁𝑠).    

 

تابع نام تعریف  

φ(𝑟) = 𝑒−(𝑐𝑟)2
 تا عدگا سبن 

φ(𝑟) = √𝑐2 + 𝑟2 تا عدشعاعیدچن در عی 

φ(𝑟) = (𝑐2 + 𝑟2)
𝛽
2 ,   𝛽 < تعمبمدفافدهدتا عدچن در عی 0  
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120 

L𝑢 دۀتونس دسشانددهن ینستد دمدفرانسیبلیعملگادددفک Lu جافندردن = 𝑢′(𝑥)پ ع دفک،دعملگادلایلاسد  L𝑢 =

𝑢′′(𝑥)پعملگادلایلاسدد د ع دفاد 𝐿𝑢 = 𝑢𝑥𝑥 + 𝑢𝑦𝑦 . د اش

,𝑐𝑖فبکادندضاندب ن هدیدبا س (4) ۀدردمعادل 𝑖 = 1, . . . , 𝑁𝑠 انپدتون عد (4)درن طهدبمکنیمنظوردفاضدمدفنندپست.د انن،د 

 یافهد

ϕi(𝑥), 𝑖 = 1, 2, … , 𝑁𝑠 د:ر ن طد فادرنددنرفمصورت ددفندردند اقانرد اش .د

 

د(1)
𝐿ϕi

(𝑥𝑘) = 𝑐1ϕi
(𝑥1) + 𝑐2ϕi

(𝑥2) + ⋯ + 𝑐𝑘ϕi
(𝑥𝑘) + ⋯ + 𝑐𝑁𝑠ϕi

(𝑥𝑁𝑠), 𝑖 = 1, … , 𝑁𝑠.  

 

دتونند هدفامدماتافیید فادسوشت:رندمید(5)دهمعادل

د

د(6)
𝐴𝐶 = 𝐿,        

𝐴𝑖,𝑗 = ϕ𝑖(𝑥𝑗),   𝐿𝑖 = 𝐿ϕi(𝑥𝑘),            𝑖, 𝑗 = 1, … , 𝑁𝑠.     

دردندنمهددشود.ی دددمدفبسقطهدمجا ردآندتقادNsدتا عددردفان دمقاددببی هدصورت دتاکدد𝐿𝑢(𝑥𝑘)دهادعملگا𝑐𝑖دفافدن اد

دآ رفم.دمید هددستهاپدتراضلیدرندجهتدتقافبدمشدقدن  د دد مدفامو 

 

  تقریب مشتق اول -2-1

 سقاطمقادفادتا عددرددکمکد هرندد𝑢′(𝑥)د دفم ایمد هدکارمشدقدن  ددفبتقادپرند انر  ددردنفند خشد

𝑥1}د = 𝑥 − ℎ, 𝑥2 = 𝑥, 𝑥3 = 𝑥 + 𝜔 ℎ} دد.خونهبمدآ ردد هددستد

د(7)
𝑢′(𝑥) = 𝛼1𝑢(𝑥 − ℎ) + 𝛼2𝑢(𝑥) + 𝛼3𝑢(𝑥 + 𝑤ℎ),   

,ϕ𝑖(𝑥) یتون عدشعاعدپ اندف  ا (7)معادلات دد𝛼𝑖دفبضاندفافدندپچهدگردهدش د انهماسن دآن 𝑖 = درد.د اقانرد اش  1,2,3

د:نفندصورت ددسدگاددمعادلات د فادرنددنرفم

د(8)
2ℎ

(𝑐2 + ℎ2)2
=

𝛼1

𝑐2
+

𝛼2

𝑐2 + ℎ2
+

𝛼3

𝑐2 + (ℎ + ℎ𝜔)2
 

𝛼1

𝑐2 + ℎ2
+

𝛼2

𝑐2
+

𝛼3

𝑐2 + ℎ2𝜔2
= 0,        

2ℎ𝜔

(𝑐2 + ℎ2𝜔2)2
=

𝛼1

𝑐2 + ℎ2(1 + 𝜔)2
+

𝛼2

𝑐2 + ℎ2𝜔2
+

𝛼3

𝑐2
 

دد
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 ادح دنفندمعادلات دضانفبدآ ردندضانفبدن دسامدنفزنردمدمدبکادنسدرادددش ددنست.دد هددست انپدساختدنفندمعادلات د د

𝛼𝑖د:آف مید هددست هدصورت د فادد

د(9)

𝛼1 = −
𝜔(5𝑐2 + 2ℎ2(1 + 4𝜔))

5𝑐2ℎ(1 + 𝜔)
, 𝛼2 =

8ℎ(−1 + 𝜔)

5𝑐2
+

−1 + 𝜔

ℎ𝜔
, 

 𝛼3 =

5
𝜔

+
2ℎ2(4 + 𝜔)

𝑐2

5ℎ(1 + 𝜔)
,       

د

𝜔 هدن نپد = ددضانفبد هدصورت د فادنست:ددردنفندحالتدنرفمد ددرنفکنونختدمجموعهدنپدن دسقاطدد1

𝛼1 = −
1

2ℎ
−

ℎ

𝑐2
, 𝛼2 = 0, 𝛼3 =

1

2ℎ
+

ℎ

𝑐2
 . 

نسدخابدآسهادۀدیارنمداهاپدحقبقیدمثبتدهیدن دکهد اف د هدطوردمناسبدنسدخابدشوس .دسحود𝜔 دد𝑐جادیارنمداهاپددردنفن

ددردندنمهد باندخونه دش .

 هدصورت دد𝑢(𝑥)تقافبدمشدقدن  د انپدتا عدجهتد(د9 ادضانفبد)ددهمان(د7هاپدتراضلید)فامو خطاپد اشید: 1 ۀقضی

 : فادنست

𝑒(𝑥) =  (
2𝜔𝑢′(𝑡)

𝑐2
+

1

6
𝜔𝑢(3)(𝑡)) ℎ2 +

(−1 + 𝜔)𝜔 (24𝑢′′(𝑡) + 5𝑐2𝑢(4)(𝑡)) ℎ3

120𝑐2
+ 𝑂(ℎ4). 

ددردمعادلد𝛼𝑖ضانفبد دتا عد7)دۀرن دهمچنبند یطدتبلور دقانردهب . )𝑢(𝑥 − ℎ)دد 𝑢(𝑥 + ℎ)دحو دسقطهدد سوفیبم،دمید𝑥رن

ددنرفم:

𝑒(𝑥) = (−
𝜔(5𝑐2 + 2ℎ2(1 + 4𝜔))

5𝑐2ℎ(1 + 𝜔)
) 𝑢(𝑥 − ℎ) + (

8ℎ(−1 + 𝜔)

5𝑐2
+

−1 + 𝜔

ℎ𝜔
) 𝑢(𝑥) + 

(

5
𝜔 +

2ℎ2(4 + 𝜔)
𝑐2

5ℎ(1 + 𝜔)
) 𝑢(𝑥 + ℎ) − 𝑢′(𝑥) = (

2𝜔𝑢′(𝑡)

𝑐2
+

1

6
𝜔𝑢(3)(𝑡)) ℎ2 

+
(−1 + 𝜔)𝜔(24𝑢′′(𝑡) + 5𝑐2𝑢(4)(𝑡))ℎ3

120𝑐2
+ 𝑂(ℎ)4. 

کن د هدصورت دآم دد ماسیدکهدیارنمدادشک د هدسمتد یدسهافتدمب دمید هددستهاپد(دح د  ن9دردفامو دهاپد)د:1 ۀنکت

د فادنست:

lim
𝑐→∞

𝛼1  = −
1

2ℎ
, lim

𝑐→∞
𝛼2  = 0, lim

𝑐→∞
𝛼3  =

1

2ℎ
, 

د

د اش .دمیدنسداس نرددکهدهماندر  دتراضلات دمدناهی

د
د
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 تقریب مشتق دوم -2-2

𝑥1}دسقاطدمجموعهرند انپد د𝑢′′(𝑥)ضانفبد  ندددردنفند خش = 𝑥 − ℎ, 𝑥2 = 𝑥, 𝑥3 = 𝑥 + 𝜔 ℎ} دآ رفم.مید هددستد

د:قانرددهب 

د(11)
𝑢′′(𝑥) = 𝛽1𝑢(𝑥 − ℎ) + 𝛽2𝑢(𝑥) + 𝛽3𝑢(𝑥 + 𝑤ℎ).      

,ϕ𝑖(𝑥) یتون عدشعاعدپ اندف  اد (01)معادلات د،د𝛽𝑖دفبضاندفافدندپ ان 𝑖 = دسدگادددردنفندصورت د.د اقانرد اش  1,2,3

دمعادلات د فادرنددنرفم:

د(11)

−
2(𝑐2 − 3ℎ2)

(𝑐2 + ℎ2)3
=

𝛽1

𝑐2
+

𝛽2

𝑐2 + ℎ2
+

𝛽3

𝑐2 + (ℎ + ℎ𝜔)2
, 

−
2

𝑐4
=

𝛽1

𝑐2 + ℎ2
+

𝛽2

𝑐2
+

𝛽3

𝑐2 + ℎ2𝜔2
,       

−
2(𝑐2 − 3ℎ2𝜔2)

(𝑐2 + ℎ2𝜔2)3
=

𝛽1

𝑐2 + ℎ2(1 + 𝜔)2
+

𝛽2

𝑐2 + ℎ2𝜔2
+

𝛽3

𝑐2
 

دآف :مید هددست هدصورت د فادد𝛽𝑖 ادح دنفندمعادلات دضانفبد

د(11)

𝛽1 =
2 (

5
ℎ2 +

2 + 4(5 − 2𝜔)𝜔
𝑐2 )

5(1 + 𝜔)
,      𝛽2 =

2 (−
5

ℎ2 +
8 − 30𝜔 + 8𝜔2

𝑐2 )

5𝜔
, 

𝛽3 =
2(5𝑐2 + 2ℎ2(−4 + 𝜔(10 + 𝜔)))

5𝑐2ℎ2𝜔(1 + 𝜔)
.        

𝜔 هدن نپد = د:سقاطدفکنونختددنرفمدنپدن  انپدمجموعه دد1
د

𝛽1 =
14

5𝑐2
+

1

ℎ2
,     𝛽2 = −

28

5𝑐2
−

2

ℎ2
,     𝛽3 =

14

5𝑐2
+

1

ℎ2
. 

 

 هدد𝑢(𝑥) انپدتا عددد مجهتدتقافبدمشدقد(د11(دهماندد ادضانفبد  ند)11هاپدتراضلید)فامو خطاپد اشید: 2 ۀقضی

 :صورت د فادنست

𝑒(𝑥) =
1

3
(−1 + 𝜔) (

12𝑢′(𝑡)

𝑐2
+ 𝑢(3)(𝑡)) ℎ 

+ (
2(1 + 𝜔(5 + 𝜔))𝑢′′(𝑡)

5𝑐2
+

1

12
(1 + (−1 + 𝜔)𝜔)𝑢(4)(𝑡)) ℎ2 

+
(−1 + 𝜔)(8(1 + 𝜔(10 + 𝜔))𝑢(3)(𝑡) + 𝑐2(1 + 𝜔2)𝑢(5)(𝑡))ℎ3

60𝑐2
+ 𝑂(ℎ)4. 
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𝑢(𝑥(دقانردهب .دهمچنبند یطدتبلوردتا عد11رنددردمعادلهد)د𝛽𝑖ضانفبدهماسن دقضبهدقب ددبرهان: − ℎ)دد 𝑢(𝑥 + ℎ)رندد

دسوفیبم،ددنرفم:دمید𝑥حو دسقطهد

𝑒(𝑥) = (
2(

5

ℎ2+
2+4(5−2𝜔)𝜔

𝑐2 )

5(1+𝜔)
) 𝑢(𝑥 − ℎ) + (

2(−
5

ℎ2+
8−30𝜔+8𝜔2

𝑐2 )

5𝜔
) 𝑢(𝑥) + (

2(5𝑐2+2ℎ2(−4+𝜔(10+𝜔)))

5𝑐2ℎ2𝜔(1+𝜔)
) 𝑢(𝑥 + ℎ) −

𝑢′′(𝑥)د 
د(13)

=
1

3
(−1 + 𝜔) (

12𝑢′(𝑡)

𝑐2
+ 𝑢(3)(𝑡)) ℎ     

+ (
2(1 + 𝜔(5 + 𝜔))𝑢′′(𝑡)

5𝑐2
+

1

12
(1 + (−1 + 𝜔)𝜔)𝑢(4)(𝑡)) ℎ2 

+
(−1 + 𝜔)(8(1 + 𝜔(10 + 𝜔))𝑢(3)(𝑡) + 𝑐2(1 + 𝜔2)𝑢(5)(𝑡))ℎ3

60𝑐2
+ 𝑂(ℎ)4 

 

 د انپدد1دۀخطاد انپدسقاطدغبادفکنونختدن دماتبتا ع،دشلللدقدد مدمد𝑢′′(𝑥)تقافبدد انپ(د13)دۀ ادتوجهد هدرن طد:2 ۀنکت

دنست.د1دۀسقاطدفکنونختدن دماتب

چن ددردهاددر  درندنفزنفشدده .دۀماتبدآ رددکهد هددسللتدیتونندجون ییارنمدادشللک دمدپ ادنسدخابدمق نردمناسللبد اند

ستدنمادسدادفنعم دن سختدن شاندمدپع ددفجنسدخابد سبدده دکهد ادنسدخابدیس یبتد هددپتونندجونبد هدایمدcمنا س

د[.9]دآ ردد هددستدیتراضلات دمدناهدپهار  

 

 با هندسه نامنظم حل معادلات دیفرانسیل -3

سههاهاددردر  فکیدن دچالش یب د ادهن  سدهدن در  دپدع دپدح دمعادلات ددفرانس ست.دفکدد هافیدکهدسامنظمدن

دشعاعیدهیدن .دۀهاپد   ندشبکهدتون عدیافر  د،ر س د هدکار ادهن سهدسامنظمددمیائ تونسن د انپدح دمی

ضلات دمدناهیدمبدنید ادتون عدیاف  ر شعاعیددردعم د دیباددهاپدترا شا هدر  ددقبقاًدسا پۀد ضلات دمدناهیم دهاپدترا

سداس نرددهیدن دجزدن  نفدیدن دنهفکف .دآمید هددستکهدضانفبد  ندآسهادمدرا ت دنستد د ادنسدرادددن دتون عدشعاعیدفنن

یائ  انپددRBF-FDهاپدگباپدر   هدکارماددردنفندمقالهد سدم ست.ددۀ ادهن  شبکهدن سامنظمد هدعنونندفکدر  د   ند

هادمشا هدن دشبکهدنسدرادددش ددنستد دنفندر  دنس دعملاً هدح دمعادلات دیادنخدهدRBF-FDدرد یبارپدن دمقالات دکهد اد

دگافدهدش ددنس .ددد هدکارهاپدتراضلات دمدناهیدنسداس نردد ادر  

دۀمنظوردمعادلدفنندپنسللت.د اندRBF-FD هدکمکدر  ددسامنظمدۀ ادهن سللدفرانسیللب ددۀمعادلدفبمادتقادنصلللیه فد

𝑥𝑖)}سقطهدمجزنددN هدهماندد  Ωۀبساحدب کاد.دفاضدکندبمدلخونددح دخونهدۀبساحدفکدپرند ادر دپ ع یونسندد  , 𝑦𝑖)}𝑖=1
𝑁د

ست.دمدپ ادر  ش ددن 𝐿𝑢(𝑥𝑘دبمخونهیما د ددنخ دآنددنددد , 𝑦𝑘) = 𝑢𝑥𝑥(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘) + 𝑢𝑦𝑦(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘)صورت دتاکد دببیرند هد

𝑥𝑘)دۀسقطهدمجا رد هدسقطدsNتا عددرددفان دمقاد , 𝑦𝑘)دعبارتیهد .دبم زسدفبتقاد𝑐𝑖دکهدبا بم دپرندطورد

د
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د(14)

𝐿𝑢(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘) = 𝑐1𝑢(𝑥1, 𝑦1) + 𝑐2u(𝑥2 , 𝑦2) + ⋯ + 𝑐𝑘u(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) + ⋯ + 𝑐𝑁𝑠u(𝑥𝑘, 𝑦𝑘).     
د

,𝑖(𝑥∅فهتون عدیاد انپد(14)دۀرن طدبمکنیفاضدمدپ ع دفکهماسن دحالتد 𝑦), 𝑖 = 1, … , 𝑁𝑠 جافن اقانرد اش .ددردند∅𝑖(𝑥, 𝑦) د

,𝑥𝑖) ۀحو دسقطدیتا عدشعاع 𝑦𝑖) د:نستدفا هدصورت د  د

د(11)

∅𝑖(𝑥, 𝑦) = 𝜑(‖(𝑥, 𝑦) − (𝑥𝑖, 𝑦𝑖)‖) =
1

𝐶2 + ‖(𝑥, 𝑦) − (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)‖2
,   

د: اقانرد اش دفا دۀرن طدف یسد ا

د(16)
𝐿∅i(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) = 𝑐1∅i(𝑥1, 𝑦1) + 𝑐2∅i(𝑥2 , 𝑦2) + ⋯ + 𝑐𝑘∅i(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) + ⋯ + 𝑐𝑁𝑠∅i(𝑥𝑁𝑠, 𝑦𝑁𝑠).     

د

دفییتونند هدفامدماتایرندمد(16)معادلات د

د(17)

𝐴𝐶 = 𝐿,            

𝐴𝑖,𝑗سوشتدکهد = ∅𝑖(𝑥𝑗, 𝑦𝑗), 𝐿𝑖 = 𝐿(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)ددردنفنجا.دAدفییماتاد𝑁𝑠 × 𝑁𝑠 د ادبیت دشام دتمامدسقاطددنمنهدسدد.

𝑥𝑘)دسقطهدتا عدحو دفان دمقاددببیدسدگاددعملگادلایلاسد هدصورت دتاکدفنح دن , 𝑦𝑘)ددشود.ی دددمدفبتقاد

𝑁تع نددد(1)مثا ددردشک دد انپ = شک دقانرددندددش ددنست.ددپنسامنظمدیا نسهدبهساحدپ ادر دی ددر سدپما دۀسقطد111

,𝑥49)سقطهددبنهمچن 𝑦49)دد (𝑥100, 𝑦100)هدهماندد دNs=9ادسوشدندمعادلات ددمجا ردآندسشانددندددش ددنست.دۀسقطد 

سقاطددتا عددردفان دمقاددببیتاک هدصورت دعملگادلایلاسدد(17)معادلات دددسدگاد دح ددسقاطدفنندهادفکدن ددپ اند(16)

اردکدفنهادسقطهدندپلا مدنستدتاد اندبمکنینسدرادددمدفکنونختدباکهدمادن دسقاطدغدیشود.ددرد ماسی دددمدفبمجا ردتقا

دۀمعادلدبم خونهدادهاگدینسجامدشود.ددردحالتدکل

د(18)
𝐿𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)  (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,    

د.بمرندنسجامددهدفالا مدنستدتادمانح د دبمح دکنسامنظمددۀ ادر پدفکدهن سدرن

 دمجموعهدسقاط{(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑖=1
𝑁 سقطهدد𝑁𝑏نفندسقاطدشام دد اش .دبافکنونختتونس دغیسقاطدمدفن.دنکنبمیمدفعرنددرددنمنهدتو د 

 ما پدهیت.ددۀسقطد𝑁𝐼در سید د

 هادگادد(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘)دددر سید اش د دۀفکدسقطد{(𝑥𝑘𝑖 , 𝑦𝑘𝑖)}𝑖=1
𝑁𝑠در سیددۀاش ،د انپدنفندسقط دسقاطدمجا ر،دمجموعهدد

دۀدردسقطدنرددLuدکاردعملگادفن ادنآف .دد هددستهاد𝑐𝑘𝑖تاددکنبمیدنددد دآندرندح دمدب رندتشک(د17)ددسدگاددمعادلات 

(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘)د ادحیبدمقادفادتا عددرد𝑁𝑠سبم.تقافبدمیآندمجا رددسقطهد  
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 در سیددۀ.د انپدسقطفمیادن یمد(18)معادلات ددپسا  هدگییدهدیندنمهدهماسن در  دتراضلات دمدناهددر(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘)د

 دنرفم:

𝐿(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘) = 𝑢𝑥𝑥(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) + 𝑢𝑦𝑦(𝑥𝑘, 𝑦𝑘) = 𝑓(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘),      𝑘 = 1, … , 𝑁𝑏 

 فا

𝑐𝑘1𝑢(𝑥𝑘1, 𝑦𝑘1) + 𝑐𝑘2𝑢(𝑥𝑘2 , 𝑦𝑘2) + ⋯ + 𝑐𝑘𝑘𝑢(𝑥𝑘𝑘, 𝑦𝑘𝑘) + ⋯ 

+𝑐𝑘𝑁𝑠𝑢(𝑥𝑘𝑁𝑠, 𝑦𝑘𝑁𝑠) = 𝑓(𝑥𝑘 , 𝑦𝑘),    𝑘 = 1, … , 𝑁 

 دآف .دمید هددستقاطددر سیدس ادح دمعادلات دفوقدمقادفادتا عددردد

د
 .هاور آنادرونی از دامنه به همراه نقاط مج ۀنقط دو: 1شکل 

 

نندتویش دد اشن د دمدب دسقاطد هدصورت دمنظمددرددنمنهدچدسبیتدتادبا پسدی اخلافدر  دتراضلات دمدناهدجافندردن

نمکاند جودددنرددتادجهتد الاد ادنددقتدهادتع نددن ددفنندبن اد.دهمچند هدکارددلخونددۀ ادهن سدمیألههاددپر  درند ان

𝑥𝑘)دسقطهسقاطدمجا رد , 𝑦𝑘)افم.دمید هدکارح دمعادلهدیونسنددپر  دفوقد اندردندنمهد.دبمنسدخابدکندبمخونهمیرندکهدد  

د

 نتایج عددی -0

هاد ادتوجهد هددردکلبهدمثا د اد.دبمخونهد هدکارهاپدمدرا ت دمعادلهدیونسلللند اددنمنهد  حدپ خشدر  درند اندفندردن

سید یألهشک دهن  سمدننمکادم صورت ددتون عدر سدهیدفهر دفک هد شدفشتا عد ادسقاطدسماشک د جوددس نردد ددبو  دددنددد

 نست.

منظوردمعادلهددفنندپیادنخت.د اندبمخونهدنفاددشللک ددبهساحدفکدپمثا د هدح دمعادلهدیونسللند ادر دفندردندمثال اول:

د:بافمگیرنددردسظادمدفایونسند 
𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑓(𝑥, 𝑦)      (𝑥, 𝑦) ∈ Ω 

𝑢 = 𝑔(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω 

دآندبقکاددکهدجونبددقدبمح دخونهدیعادلهدفوقدرنددردحالدمنسلللت.ددأنپد هدشلللعاعد نح د دماکزدمب دنفاددΩدفنجادردن

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑒−2(𝑥2+𝑦2)انپدد1دردشک ددمیألهح دنفنددۀدنمندنست.د 𝑁 = در سید دما پدرسمدش ددنست.ددۀسقطدد231

دردفکدمیدطب دن دفک فگاددℎفکنونختد ادفاصلهددنپدن دسقاطن د ندمجموعهد،شک دۀدنفادۀ انپدقانرددندندسقاطددردنفندساحب
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سقاطدآسهافیدکهددرددنخ ددنفاددقانرددنرس د هدعنونندشللوس .دسللزسدن دنفندمجموعهدن دمیقانرددندددد،کهددنفاددرنددرد اددنرد

یارنمدادشک دد𝑐همچنبنددنس .شوس .دسقاطدر پدما ددنفاددسبزد ادتوجهد هدمعادلهددنفاددنسدخابدش دسقاطددر سیدنسدحابدمی

صلهد بندسقاطدنسدخابدمیدℎ ادتوجهد هد 𝑐هادشود.ددردتمامیدمثا فا = 𝑚ℎست.د انپدنفندمثد ش ددن 𝑐ا دنسدخابد = 40ℎد

شلللوددتادهمدکوچکدادمید𝑐کوچکداد ددرسدبجهددℎنخدباردشللل ددنسلللت.د ادنفندنسدخابدهادگاددتع نددسقاطد فاددشلللود،د

دحالتدسباشن .دهاپدحاص د  ماتافس
د

د
 مرزی و درونی ۀنقط 144برای  1در مثال  مسألهحل  ۀ: دامن2شکل

د

ده د اداسبهدش ددنست.دسدافجدع دپدسشاندمیحمد𝑁𝑠 دد𝑁مق نردخطاپدمطلقد انپدمقادفادمخدلفدد1دردندنمهددردج   د

سبزددقتدنفزنفشدفافدهدنسلللت.دفکدرندد انپد الاد ادندد𝑁𝑠فا  .دهمچنبند ادنفزنفشدنفزنفشدسقاطددنمنهددقتدنفزنفشدمی

شللوس دتادجافیدکهدر  دهادیاتاد د  دحالتدمیافسنفزنفشدفا  دماتد𝑁𝑠نسللت.دن دطافیدهادچهدد𝑁𝑠دقتدنفزنفشدمق نرد

RBF-FDعملکادپدمشا هد ادر  ددRBFدخونه ددنشت.د
د

 .1آمده برای مثال  به دست: خطای مطلق  2جدول 
Ns=7, N=791 (ℎ =

1

15
) 

Ns=7, N=367 

(h=0.1)د
Ns=7, N=100 

(h=0.2)د
Ns, N 

 خطاد0.0230ددد0.0053د0.0021

د ماند1.9 1.8 8.7

Ns=9, N=791 (ℎ =
1

15
) 

Ns=9, N=367 

(h=0.1)د
Ns=9, N=100 (h=0. 

د(2
Ns, N 

 خطاد0.0126د0.0031د0.0012

د مان 1.1 3.9 9.89

Ns=13, N=791 

(ℎ =
1

15
) 

Ns=13, N=367 

(h=0.1)د
Ns=13, N=100 

(h=0.2)د
Ns, N 

2.9343e-051.0107دe-04خطاد0.0027د 

د مان 3.8 6.1 11.36
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𝑁 هدن نپدد1جونبدع دپد انپدمثا د = 𝑁𝑠 دد791 = درسمدش ددنست.دد3دردشک دد13

د
𝑁دبه ازای 1: جواب عددی برای مثال  3شکل  = 𝑁𝑠 دد791 = 13. 

د

دیادنخت.ددبمخونهمثلثدشک ددبهساحدفکدپمثا د هدح دمعادلهدیونسند ادر دفندردندمثال دوم:

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2
+

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
= 𝑓(𝑥, 𝑦)    (𝑥, 𝑦) ∈ Ω 

𝑢 = 𝑔(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω 

𝑦دمثلثیدمح  دد هدخطوطدΩدجافندردن = 𝑥،دد0 = 𝑦 ددد 1 = 𝑥دنمنهدنسدخابدش دددردنفندمثا دد1 ادخلافدمثا ددنست.د

 دآ موندمناسبدنست.دددمیألهغبادمیدطبلید ددنرنپدما دغبادهمونردنست.دنفندر د هدعنونندفکد

,𝑢(𝑥دجادردنفن 𝑦) = 1 − tanh (5((𝑥 − .5)2 + (𝑦 − یألهجونبددقبقدد((2(0.5 ست.ددم یألهدنمنهدح دنفندن  انپددم

𝑁 = شک ددۀسقطد231 ست.د انپدقانرددندندسقاطددردنفندساحبهد4در سید دما پددرد ش ددن سمد شک ،دهماسن ددر مثلثد

صلهدن د ندمجموعهد1مثا د یدطب دکهدمثلثدرنددرد ادن دفک فگدℎنپدن دسقاطدفکنونختد ادفا ،دقانرددندددگبادمیاددردفکدم

د.شللوس سللزسدن دنفندمجموعهدن دسقاطدآسهافیدکهددرددنخ دمثلثدقانرددنرس د هدعنونندسقاطددر سیدنسدحابدمیدشللوس می

𝑐 انپدنفندمثا د = 30ℎنخدباردش ددنست.دد 

د
 مرزی و درونی. ۀنقط 231برای  2پواسن در مثال  ۀمعادل ۀدامن .0شکل
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سمافشددندددد𝑁𝑠 دد𝑁مق نردخطاپدمطلقد انپدمقادفادمخدلفددۀ ضللعبتدهمگانفیدر  دع دپد ادمحاسللبد3دردج   د

شاندمی ست.دسدافجدع دپدس سبزددقتدد𝑁𝑠فا  .دهمچنبند ادنفزنفشدقاطددنمنهددقتدنفزنفشدمی،دس𝑁 ده د ادنفزنفشش ددن

ست.د سطادجلوتادمید3دردج   دنفزنفشدفافدهدن هادچهددشود.دهمچمبناد دخطادکمدادمید زرگد𝑁ر فمدهادچهددردفکد

دشود.داد ددقتد هدادمید زرگد𝑁𝑠ر فمدتادمیدردفکدسدوندیافبن
د

 .2آمده برای مثال  به دست: خطای مطلق  3جدول 
Ns=7, N=1891 

(ℎ =
1

60
) 

Ns=7, N=861 

(h=0.0250)د
Ns=7, N=231 

(h=0.05)د
Ns, N 

1.6355e-041.5585دe-04خطاد0.0015ددد 

Ns=9, N=1891 

(ℎ =
1

60
) 

Ns=9, N=861 

(h=0.0250)د
Ns=9, N=231 (h=0. 

د(05
Ns, N 

9.8024e-051.1102دe-048.9684دe-04خطاد 

Ns=13, N=1891 

(ℎ =
1

60
) 

Ns=13, N=861 

(h=0.0250)د
Ns=13, N=231 

(h=0.05)د
Ns, N 

1.5761e-051.3388دe-052.8999دe-04خطاد 

د

درسمدش ددنست.دد1دردشک دد1جونبدتقافبیدمثا د

د
𝑵به ازای  2آمده در مثال  به دستجواب  .5شکل  = 𝑵𝒔و   𝟏𝟖𝟗𝟏 = 𝟏𝟑 .  

د

دد:یادنختدبمسامنظمدخونهدبهساحدفکدپمثا د هدح دمعادلهدیونسند ادر دفندردند:سوممثال د  

د

𝜕2𝑢

𝜕𝑥2 +
𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 = 𝑓(𝑥, 𝑦)   (𝑥, 𝑦) ∈ Ω,                        

𝑢 = 𝑔(𝑥, 𝑦) (𝑥, 𝑦) ∈ 𝜕Ω. 

د
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دنست:دفانستد دما دآند هدصورت د د1شک دسشانددندددش دددردشک ددپنیا نسهدبهساحدΩدجافندردن

د(19)
𝑟 = .3𝑒sin 𝜃 sin2(2𝜃) + .3𝑒cos 𝜃 cos2(2𝜃) 

𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 , 𝑦 = 𝑟 sin 𝜃,   

,𝑢(𝑥دۀمعادلدبقجونبددق 𝑦) = 𝑒𝑥+
𝑦

سامنظمددۀبساحدفکدپ ادر دفافدهدبمتعمدیمثا در  دتراضلات دمدناهدفندردن.دنستد2

در  دتراضلات دمدناهدپنهن سهدبنچندپمعادلهد ادر دنفنکهدح ددیدردصورتدشود.میگافدهدد هدکار دن  دنسدرادد دی ا

د6ددردندنمهدشک ده .د ضعبتدهمگانفیدر  درند انپدنفندمثا دسشاندمید4ج   داردسختدخونه د ود.دبنسداس نردد ی

ادجمقافیهدگادس .د انپدمثا ددردنفندسدافجدنفندج   دمیدتونسن د اد اخیدر  دهاپددفگا.دده رندسشاندمیدفبیجونبدتقا

هاپدتقافبیدتحلبلید هددلب د جوددساحبهدسامنظمد یبارد هدسخدیدهاپدمخدلفد در  هاپدتراضلات دمدناهیدن دماتبهر  

هد اش دکعدمی ضنپد  ۀدشعاعیدعامددنرنپدماتافسر  د   ندشبکهدسبزددردحالتدتا عدیافد.[14،د13]دقا  دنعما دهیدن 

 دعم دکن در دیتونس درقا دیمدجافندردندبشنخادپ ادر  دیدفیهکهددردمقادینه ددنشت.دتنهادر شخودمزفدیدۀدردمقافی

تادن کدپش ددمق نردبانن در  د دین دلحاظد ماسدبهساحدپ ن جامد دمثلثدفسیادکادندماتادب مح  ددنستدکهد هددلدءنجزن

ده د ود.نخو
د

 
 .3آمده در مثال  به دستیبی جواب تقر .6 شکل 

 

 .3آمده برای مثال  به دستخطای مطلق  :0جدول 

Ns=7, N=335 

(h=0.05) 
Ns=7, N=112 

(h=0.1)د
Ns=7, N=15 

(h=0.4)د
Ns, N 

2.5225e-042.5180دe-04خطاد0.0074د 

Ns=9, N=335 

(h=0.05) 
Ns=9, N=112 

(h=0.1)د
Ns=9, N=15 

(h=0.4)د
Ns, N 

1.6851e-057.1339دe-055.1845دe-04خطاد 
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Ns=13, N=335 

(h=0.05) 
Ns=13, N=112 

(h=0.1)د
Ns=13, N=15 

(h=0.4)د
Ns, N 

6.8776e-061.6380دe-053.1089دe-04خطاد 

 گیرینتیجه -5

ستچگوسگید ضانفبد  ندفامو د هدد ضلات دمدناهیآ ردند ش دهاپدترا شعاعیدمعافید سدرادددن دتون عدیافهد د د ادن

 دنفند.دنلگورفدمید انپدنسدرادددنآم د هددستا عدشعاعیدچن در عیدتعمبمدفافدهدتهاپدتراضلیدج ف د ادنسدرادددن دفامو 

تونندهماسن دفکدرندمیدRBF-FDسدافجدع دپدسشانددنددکهدر  دش .ددنرنئههاپدغبادمیدطبلیدهاد ادر پدهن سهفامو 

اددگتع نددسقاطدهمیافگیدفادتکبههمچنبندنفندنمکاند جودددنرددتاد اد.دد هدکارر  د   ندشبکهد انپدهادهن سهددلخوندد

د. ضعدس نشدهد اشبمهاپد  اسبدماتافسننپدنسدخابدکنبمدکهدضمنددنشدنددقتدمرند هدگوسه
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