
 

 Some results about unbounded convergences in Banach 

lattices 

Omid Zabeti1   
1. Department of mathematics, University of Sistan and Baluchestan, Zahedan, Iran. 

 E-mail: o.zabeti@gmail.com 

 

Article Info ABSTRACT 

 

Article type: 

Research Article 
 

 
Article history:  

Received: 

9 May 2020 

Revised form: 

16 August 2020 

Accepted:  

3 August 2020 

Published online:  

21 May 2022 

 

 
Keywords:  

Unbounded absolute 

weak convergence; 

unbounded norm 

convergence;  

sublattice; 

AM-space. 

 

 

 

 

Introduction 

Suppose E is a Banach lattice. A net (𝑥𝛼) in E is said to be unbounded 

absolute weak convergent (uaw-convergent, for short) to 𝑥 ∈ 𝐸 provided 

that the net (|xα − x|˄𝑢) convergences to zero, weakly, whenever 𝑢 ∈ 𝐸+. 

In this note, we further investigate unbounded absolute weak convergence 

in E. We show that this convergence is stable under passing to and   from 

ideals and sublattices. Compatible with un-convergenc, we show that uaw-

convergence is topological, which means that E with uaw-topology forms 

a topological vector space. We consider some closedness properties for this 

type of convergence. Some examples  are given to make the context more 

understandable. Finally, we introduce the notion of strongly continuous 

operators between Banach lattices and investigate some properties about 

them. Specially, we characterize Banach lattices with a strong unit in tems 

of this type of operators.  

Material and methods 

In this paper, we combine the order structure and the norm structure in a 

Banach lattice to consider the unbounded convergences in the category of 

all Banach lattices.  

Results and discussion 

We shall show the following main results. 

1. The uaw-convergence in a Banach lattice is topological. 
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2. In an order continuous Banach lattice, uaw-convergence is stable under 

passing to and from sublattices and ideals. 

3. Introduce strongly continuous operators between Banach lattices and 

investigate some properties of them.  

Conclusion 

The following main conclusions were drawn from this research. 

Theorem 2. Theorem 4.  Proposition 10. Theorem 11. 

Keywords: Unbounded absolute weak convergence, unbounded norm 

convergence, sublattice, AM-space. 
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همگرا(  -wau، همگرای ضعیف مطلق غیرکراندار )Eدر  (xα)یک مشبکه  باناخ باشد. تور   Eفرض کنید 

xα|)، تور Eدر   uگفته می شود در صورتی که  برای هر عنصر مثبت   xϵXبه  − x|˄u)  همگرای ضعیف

واهیم دهیم. خمورد بررسی بیشتر قرار می E به صفر باشد. در این مقاله، همگرایی ضعیف مطلق غیرکراندار را در

دهیم همگرایی، نشان می-wuباشد. متناسب با ها، پایا میها و زیرمشبکهلآدید که این همگرای تحت ایده

wau-کند، بدین معنی که همگرایی، توپولوژی ایجاد میE  همراه باwau- توپولوژی، تشکیل یک فضای برداری

نماییم. با چند مثال، ها را بیان میبسته بودن مجموعه uaw-دهد. همچنین، چند نکته در موردتوپولوژیک می

ی های باناخ معرفدهیم. در نهایت، عملگرهای پیوسته قوی را بین مشبکهتر مورد توجه قرار میمفاهیم را ملموس

های باناخ با یکه قوی را بر حسب این دسته از نماییم. به ویژه، مشبکهکرده و برخی از خواص آن را بررسی می

 نماییم.بندی میعملگرها رده

 

 .1-3(، 0) 8، های ریاضیپژوهش. باناخ یهادر مشبکه کرانیب یهاییدر مورد همگرا یجینتا (.1421) ؛امید، ضابطی: استناد

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   
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  مقدمه .1

 زیر را داریم: یک مشبکه  باناخ باشد. در این صورت، مفاهیم Eفرض کنید 

   uشود هرگاه برای هر عنصر مثبت  نامیده می   xϵXهمگرا ( به    -uo، همگرای ترتیبی غیرکراندار )  Eدر    (xα). تور  1

xα| )تور  ،  Eدر  − x|˄u)   .همگرای ترتیبی به صفر باشد 

uشود هرگاه برای هر عنصر  نامیده می  xϵXهمگرا( به  -un، همگرای نرمی غیرکراندار )Eدر    (xα). تور  2 ∈ E+،    

‖|xα − x|˄u‖ → 0. 

برای هر   که  شود در صورتی گفته می   xϵXهمگرا( به  - uaw، همگرای ضعیف مطلق غیرکراندار )Eدر    (xα). تور  3

xα|)تور ، Eدر  uعنصر مثبت  − x|˄u)  .همگرای ضعیف به صفر باشد 

همگرای نرمی  شود که هر تور همگرای ترتیبی، همگرای ترتیبی غیرکراندار، هر تور نرم همگرا،  به سادگی تحقیق می

تور مورد نظر کراندار . همچنین، اگر استکراندار ضعیف مطلق، همگرای ضعیف مطلق غیرکراندار، و هر تور همگرای غیر

 باشند.   های متناظر یکسان میگاه همگراییترتیبی باشد، آن

و  همگرایی  - unپیوسته ترتیبی و اتمیک باشد.     Eباشند اگر و تنها اگربا هم معادل میکراندار  ی غیرهااین همگرایی

uaw-دهند در حالی که همگرایی توپولوژی تشکیل میuo - آورد. برای مرور خواص توپولوژی پدید نمیهمگرایی، لزوما

 [ مراجعه نمایید.  1، 2، 3, 4های غیرکراندار و نتایج مرتبط به منابع ]همگرایی

[  5نماییم. برای جزییات بیشتر به منبع ]رد استفاده در بحث را یادآوری میمقدماتی مواکنون، برخی مفاهیم و تعاریف  

 مراجعه کنید. 

|x|˄|y|نامند هرگاه  می  x⏊y)را مجزا )در نماد    yو    xباناخ باشد. دو عنصر    شبکهیک م  Eفرض کنید   = الحاق  .  0

 شود: به صورت زیر تعریف می E از Aۀ زیر مجموع 

Ad = {x ∈ E, x⏊a, ∀a ∈ A}. 

aموجود باشند به طوری که برای هر    Eدر    yو    xشود هرگاه عناصر  کراندار ترتیبی نامیده می،  Eاز    A  ۀزیرمجموع  ∈ A 

xداشته باشیم:   ≤ a ≤ y  ،همچنین .A  ًکراندار ترتیبی نامیم هرگاه برای هر  را تقریبا𝜀 > 0 ، 

 𝑢 ∈ 𝐸+   موجود باشد به طوری که𝐴 ⊆ [−𝑢, 𝑢] + 𝜀𝐵𝐸    که در آن𝐵𝐸و شعاع   أگوی بسته به مرکز مبد ، معرف

 . استیک 

مجزا و کراندار ترتیبی در آن، همگرا به صفر ۀ  اگر هر دنبال  استترتیبی    ۀباناخ پیوست  ۀمشبککنیم که یک  یادآوری می

 باشد.  

 ای فضای اصلی، بسته باشد. داری است که تحت اعمال مشبکهمشبکه، یک زیرفضای بریک زیر
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xای هر را یک ایده ال نامیم هرگاه بر  Eدر    Iزیرمشبکه   ∈ E     و هرy ∈ I      که|x| ≤ |y|    :داشته باشیمx ∈ I  هر .

 شود.  ر ترتیبی بسته یک نوار نامیده میل به طوآایده

xنوار تولید شده توسط    ∈ E آید: دست میه باشد به صورت زیر بکه در واقع کوچکترین نوار شامل آن می 

Bx = {y ∈ E, y˄nx ↑ y}. 

م هرگاه نوار را اتمیک نامی   Eشود هرگاه نوار تولید شده توسط آن، یک بعدی باشد.  یک اتم نامیده می  E  در   aعنصر  

 های آن، تمام فضا را شامل شود. تولید شده توسط اتم

نظر کراندار دهد. زمانی که تور مورد  ، همگرایی ضعیف مطلق غیرکراندار را نتیجه میبه وضوح، همگرایی ضعیف مطلق  

، همگرای ضعیف l1در فضای    (ei)با هم معادل هستند. به عنوان مثال، پایه استاندارد    یبی باشد، این دو همگراییترت

 باشد اما به خاطر خاصیت شور، همگرای ضعیف مطلق نیست. مطلق غیرکراندار می

 [ رجوع کنید. 4یات بیشتر راجع به این همگرایی و دیگر مطالب مرتبط، به منبع ]ئبرای جز

 نتایج  .2

[،  6در ]  2. 5. 23 ۀپیوسته ترتیبی و اتمیک باشد. در این صورت، با توجه به گزاربرداری،  ۀفرض کنید یک مشبک نکته.

همگرایی را -uawضعیف،    باشند. لذا در این حالت، همگراییای پیوسته ضعیف میای، به طور دنبالههای مشبکهعمل

1)که در آن    lpنتیجه می دهد، برای مثال در ≤ p < ،  استغیراتمیک    اما  پیوسته ترتیبی  Eزمانی که  .   c0یا     (∞

یات بیشتر به بحث بعد از گزاره در ئ، برای جزLp[0,1]باشد، به عنوان مثال فضای  برقرار نمی  ذکر شده، لزوماً  ۀنتیج

 رجوع کنید. کتاب مورد اشاره، 

 (xα)ل از آن باشد. در این صورت، برای هر تور  آیک ایده  Iیک مشبکه باناخ پیوسته ترتیبی و    Eفرض کنید    قضیه:

 xαداریم:    Iدر
uaw
 xαاگر و تنها اگر    Iدر    0  →

uaw
 . Eدر  0  →

 xαداریم:    Eدر    (xα)فرض کنید برای یک تور    برهان:
uaw
+f0ϵI. برای هر  0  →

باناخ، تابعک  -هان  ۀ، با استفاده از قضی∗

+Eدر  fپیوسته خطی 
 را ثابت در نظر بگیرید. داریم: +uϵI. عنصر f|I=f0موجود است که  ∗

f0(|xα|˄u) = f(|xα|˄u) → 0. 

vϵId  ،|xα|˄vرای هر  همگرا به صفر باشد. توجه کنید ب  Iدر    (xα)برعکس، فرض کنید تور   = . بنابراین، برای هر 0

u ∈ I + Id  :داریم ،|xα|˄u
w
I،  [ 5در ]  1.  36  ۀ. با در نظر گرفتن قضی  0→ + Id    درE  باشد.  چگال ترتیبی میw ∈

E+    وf ∈ E+
هر    ∗ برای  بگیرید.  نظر  در  ثابت  uرا  ∈ (I + Id)+     کهu ≤ w  :داریم  ،w˄u ↑ w ،لذا  .  

f(w˄u) ↑ f(w)،  که در آن سوپریمم بر روی تمام مقادیرu   .گرفته شده است 
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εفرض کنید   > uداده شده است.   0 ∈ (I + Id)+   موجود است به طوری که 

f(w) − f(w˄u) <
ε

2
αوجود دارد به طوری که برای هر  α0اندیس  . همچنین،  ≥ α0   :داریم ،

f(|xα|˄u˄w) <
ε

2
 دست می آوریم: ه زیر را ب ۀ.  لذا، با استفاده از نامساوی بیرخف، رابط

f(|xα|˄w) − f(|xα|˄u˄w) ≤ f(w − u˄w) < ε. 

 کند.   کامل میکه برهان را 

ست. لازم به ذکر  دست آمده اه  زیر به طور همزمان توسط نویسنده و برخی همکاران در کانادا به طور مستقل بۀ  نتیج

 های متفاوت استفاده شده است.  از روش دو نویسنده کاملاًهای است که در برهان

باشد. در این صورت، برای هر تور   Eیک زیر مشبکه از    Fپیوسته ترتیبی و  برداری    ۀیک مشبک  Eفرض کنید    نتیجه:

(xα)  درF   ،xα 
uaw
 xα  اگر و تنها اگر Fدر  0  →

uaw
 .  Eدر   0  →

xαبرهان. فرض کنید  
uaw
E .uدر     0  → ∈ F+   .برای هر    را ثابت در نظر بگیریدf0 ∈ F+

fباناخ، - هان   ۀ ، طبق قضی ∗ ∈ E+ 
∗ 

f0موجود است به طوری که  = f|F .بنابراین 

f0(|xα|˄u) = f(|xα|˄u) → 0.. 

.داشته باشیم  ،  Fدر    (xα)حال فرض کنید برای یک تور    xα 
uaw
ل تولید شده توسط   آایده  I  همچنین، فرض کنید   0  →

F    درE     باشد. عناصرf ∈ E+
uو    ∗ ∈ I+    را ثابت در نظر بگیرید. عنصرv ∈ F+     وجود دارد به طوری کهu ≤ v .

 بنابراین،  

f(|xα|˄u) ≤ f(|xα|˄v) → 0. 

xαدهد که  این نتیجه می
uaw
 آید. دست میه قبل، حکم بۀ . حال با کمک قضیIدر   0  →

زیر نشان  ۀکند. در قضیکال است: یعنی توپولوژی ایجاد میهمگرایی، توپولوژی-unنشان داده شده است که  [1]در 

 کند.  همگرایی نیز، توپولوژی ایجاد می-uawدهیم می

دهد. در  ، توپولوژی تشکیل میEهمگرایی بر روی - uawباناخ باشد. در این صورت،  ۀیک مشبک Eفرض کنید   نکته.

 دهد.  کیل یک فضای برداری توپولوژیک میین توپولوژی، تشبا ا Eواقع 

uبرای هر   برهان. ∈ 𝐸+  برای هر ،ε > f، و برای هر  0 ∈ 𝐸+
 ، قرار دهید: ∗

𝑉𝑢,𝜀,𝑓 = {𝑥 ∈ 𝐸, 𝑓(|𝑥|˄𝑢) < 𝜀}. 
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دهیم  ثابت شد، نشان می   ]1]  از   7که در قسمت  چه  ن آ کل باشد. با روشی مشابه با  گردایه تمام عناصر به این ش   ℵفرض کنید  

 همگرایی می باشد.  - uawمعادل با    کند که همگرایی در آن توپولوژی، دقیقاًایجاد می   Eولوژی هاسدورف بر روی  یک توپ   ℵکه  

ε، قرار دهید:  ℵدر   𝑉𝑢2,𝜀2,𝑓2و 𝑉𝑢1,𝜀1,𝑓1 ، صفر را شامل می شود. برای هر دو عضوℵبه وضوح، هر عضو   = 𝜀1 +

ε2   ،u= u_1˅ u_2  و ،f = 𝑓1 + 𝑓2شود که . به آسانی تحقیق می. 𝑉𝑢,𝜀,𝑓  ⸦𝑉𝑢1,𝜀1,𝑓1 ∩ 𝑉𝑢2,𝜀2,𝑓2 

 شود کههمچنین به راحتی تحقیق می 

 𝑉𝑢,𝜀,𝑓 + 𝑉𝑢,𝜀,𝑓⸦𝑉𝑢,2𝜀,𝑓 همچنین برای هر .Uϵℵ  ،𝛾𝑈⸦𝑈  برای هر اسکالر𝛾   با|γ| ≤ 1  . 

Uدهیم که برای هر  اکنون نشان می ∈ ℵ   و برای هرy ∈ U  ،V ∈ ℵ وجود است که مy + U⸦V  . 

𝑦فرض کنید   ∈ 𝑉𝑢,𝜀,𝑓  :قرار دهید .𝛿 = 𝜀 − 𝑓(|𝑦|˄𝑢)دهیم:  .  نشان می𝑉𝑢,𝜀,𝑓 𝑦 + 𝑉𝑢,𝛿,𝑓⸦ . 

xفرض کنید   ∈ 𝑉𝑢,𝛿,𝑓  :نشان می دهیم .x + y ∈ 𝑉𝑢,𝜀,𝑓 :داریم . 

𝑓(|𝑥 + 𝑦|˄𝑢) ≤ 𝑓(|𝑥|˄𝑢) + 𝑓(|𝑦|˄𝑢) 

< f(|y|˄u) + 𝛿 < 𝜀. 

∩ماند آن است که نشان دهیم این توپولوژی هاسدورف است. کافی است نشان دهیم چه که باقی میآن  U = {0}  .

xفرض کنید   ∈∩ U در این صورت، برای هر .u ∈ 𝐸+ برای هر  ،ε > f، و برای هر  0 ∈ 𝐸+
f(|x|˄u)، داریم:  ∗ < 𝜀   .

uبا قرار دادن = |x|  نتیجه می گیریم که ،𝑓(|𝑥|) < 𝜀باناخ، خواهیم داشت - . با استفاده از قضیه هانx = 0  .

 بنابراین، حکم قضیه ثابت می شود.  

محدب و بسته   ۀمجموع پیوسته است. در این صورت، هر زیربرداری باشد که دوگان آن    ۀیک مشبک  Eفرض کنید    قضیه:

 بسته است. - E، uawدر 

 xαفرض کنید    برهان:
uaw
→  x    برای یک تورxα)    در )E     و یکx ∈ X    چون .xα)    نرم کرانداراست و  )E    دوگان

 xαگیریم که  [ نتیجه می4در ]  7  ۀپیوسته ترتیبی دارد، با استفاده از قضی
w
→ x  .  چونC  ،  محدب و بسته است، لذا، به

xطور ضعیف هم بسته است. بنابراین    ∈ C. 

 Cمحدب و بسته از آن باشد. در این صورت،    ۀمجموع یک زیر  Cو    باناخ انعکاسی  ۀیک مشبک  Eفرض کنید    گزاره.

 کامل است.  توپولوژی،-uawنسبت به 

کم  ح  شوند. لذامنطبق می  Eهمگرایی در  -uawایی و  همگر- un[ ،  4در ]  4  ۀانعکاسی است، بنا بر قضی  Eچون    برهان:

 آید. دست میه [ ب3در ] 6. 7 ۀاز نتیج
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xαفرض کنید   برهان.
کوشی  ∗w−[، این تور،  4در ] 5 ۀباشد. بنا بر گزار ∗Eکوشی در-uawیک تور کراندار و ) (∗

 دهد. دست میه را بمورد نظر ۀ آلاگلو نتیج - باناخ ۀاکنون، قضیاست. 

باشد. بنا بر  باناخ پیوسته ترتیبی    ۀفرض کنید یک مشبککوشی است. حال،  -uawکوشی،  - unبه وضوح، هر تور    نکته.

زیر نشان میکوش- uawکوشی و  - unتورهای  [،  4در ]  4  ۀقضی پیوسته دهد  ی یکسان هستند. مثال  غیاب فرض  در 

 ترتیبی بودن، شرایط متفاوت است.  

Eفرض کنید    مثال. = C([0,1]) برای هر .n ∈ N   اسکالرهای حقیقی ،α    و β    1را طوری اختیار کنید که

n+1
<

α < β <
1

n
fn(0)به صورت  Eرا در  (fn)  ۀ. دنبال = fn(1) = fn (

1

n
) = fn (

1

n+1
) = ها و خطی  ، ثابت بین آن 0

 در بقیه جاها، تعریف کنید.  

fn، داریم [4در ]  2باشند، بنا بر لم ها مجزا می(fn)چون  
uaw
g. از طرف دیگر، قرار دهید: 0  → ≡ . به آسانی تحقیق    1

𝑓n|‖  شود کهمی − fm|˄g‖ ≥  باشد.  کوشی نمی-un مورد نظر ۀکه دنبال دهد این نشان می . 1

 نماییم.  همگرایی بیان می-𝑢𝑎𝑤را برای  [2]  ۀاز منبع شمار 7.3 ۀاکنون، گزار

 𝑥𝛼باشد. در این صورت، اگر     𝐸باناخ    ۀکراندار ترتیبی در مشبک  یک تور تقریباً(𝑥𝛼) فرض کنید    گزاره.
𝑢𝑎𝑤
گاه  آن   0  →

𝑥𝛼 
𝑤
→ 0. 

𝜀   برهان. > 𝑢   را به دلخواه اختیار کنید. طبق فرض،0 ∈ 𝐸+    موجود است که|||𝑥𝛼| − |𝑥𝛼|˄𝑢|| < 𝜀  برای ،

𝑓بنابراین، برای هر    .  𝛼هر ∈ 𝐸+
|𝑓(|𝑥𝛼.  داریم:   ∗ − |𝑥𝛼|˄𝑢) < 𝜀    چون𝑥𝛼 

𝑢𝑎𝑤
انداز0  →  ۀ ، برای مقادیر به 

𝑓(𝑥𝛼)و بنابراین   𝑓(|𝑥𝛼|) < 𝜀 لذا 𝛼 ،.𝑓(|𝑥𝛼|˄𝑢) <𝜀کافی بزرگ   < 𝜀کند.  . این حکم را ثابت می 

و   ۀیک مشبک  𝐸فرض کنید   بر روی    𝑓باناخ  پیوسته  تابعک خطی  این صورت،    𝐸یک  پیوسته -𝑢𝑎𝑤را    𝑓باشد. در 

𝑓(𝑥𝛼)پوچ، داشته باشیم:  -𝑢𝑎𝑤نامیم هرگاه برای هر تور کراندار و  می → - 𝑢𝑎𝑤هایی را  چنین تابعک  ۀ. مجموع 0

𝐸𝑢𝑎𝑤نامیم و با  می  𝐸دوگان  
𝐸𝑢𝑎𝑤دهیم. به وضوحنمایش می  ∗

∗ ⊆ 𝐸∗نشان داده شده است که    [7از ]   2.13  ۀ. در قضی

𝐸𝑢𝑎𝑤پیوسته ترتیبی است اگر و تنها اگر ∗𝐸  ،𝐸باناخ   ۀبرای مشبک
∗ = 𝐸∗ . 

را پیوسته قوی نامیم هرگاه برای هر تور   X به    Eاز     Tیک فضای باناخ باشد. عملگر X باناخ و  ۀیک مشبک  Eفرض کنید  

xα) ⊆ E   ،) xα 
un
 Txαنتیجه دهد   0 →

||.||
است  قوی، پیوسته  ۀشود که هر عملگر پیوست. به راحتی تحقیق می0 →

باشد  ، پیوسته است ولی پیوسته قوی نمی𝑙1بر روی فضای  𝐼 باشد. به عنوان مثال عملگر همانی  ولی عکس آن برقرار نمی

 باشد.  گرا نمیهمگرا به صفر است ولی به وضوح در نرم هم-𝑢𝑛در آن (𝑒𝑛) استاندارد  زیرا پایه 

کنیم  . یادآوری میکردبندی زیر رده ۀرا بر حسب عملگرهای پیوسته قوی با کمک قضی می توان فضاهای با یکه قوی 

𝑥باشد هرگاه برای هر  می 𝑒دارای یکه قوی  𝐸باناخ   ۀکه مشبک ∈ 𝐸 اسکالر مثبت ،𝛼   موجود باشد که|𝑥| ≤ 𝛼𝑒  . 

 های زیر با هم معادل هستند. ناخ باشد. در این صورت، گزارهبا  ۀیک مشبک  𝐸فرض کنید  قضیه:
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1  .𝐸  استدارای یکه قوی . 

:𝑇، هر عملگر پیوسته  𝑋.  برای هر فضای باناخ  2 𝐸 → 𝑋  استپیوسته قوی. 

منطبق   𝐸همگرایی و نرم همگرایی در-𝑢𝑛،  [3]در  2.3  ۀگاه با توجه به قضییکه قوی باشد، آندارای  𝐸 اگر    برهان:

( برقرار باشد.  2شوند. برعکس، فرض کنید شرط )وی و پیوسته بودن با هم منطبق میشوند و لذا مفاهیم پیوسته قمی

 . استدارای یکه قوی  𝐸،  [3]در 2،3 ۀبر قضی باشد. بنابراین، بنا نیز پیوسته قوی می 𝐸بر روی  𝐼لذا عملگر همانی  
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