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 بخشی  های تغییراتی دو ای از نامساوی وضعی قوی برای رده خوش

 مقدار های مجموعه با نگاشت
 

*هامهنازشمس،مرتضیاویسی

علومپایه،گروهریاضیمحضۀ،دانشکد(ره)دانشگاهبینالمللیامامخمینی
01/01/99پذیرش10/10/99دریافت

 چکیده
اینمقالهگسترشیازخوش نامساویدر برایسیستمیاز هایتغییراتیچندمقداریدوبخشیکهتوابعوضعیرا

نگاشت مشخصهایمجموعهدرگیر و داده ارائه هستند، بمقدار آوریمدستمیهسازیمتریکیبرایآنها نشانچنینهم.

مقداریهایتغییراتیچندوضعیقویدراینحالتمعادلباوجودویکتاییجواببرایایننامساویدهیمکهخوشمی

 .دوبخشیاست

 

.وضعی،نامساویتغییراتی،زیردیفرانسیلقائمدنبالهتقریبزننده،خوش:های کلیدی واژه
 

 مقدمه

ودرادامهدرشدسازیمعرفیکمینهمسئلهبراییک،[00]0تیخونوفوسیلۀبهوضعیبرایاولینبارمفهومخوش

نامساوی مورد و ثابت نقطه مسائل تعادل، مسائل تغییراتی، شدغیرههای [0]بررسی ،[6] ،[9] ،[02] ،[00.]

چنینهم.سازیاستبهینهمسئلهسازیدرگیروجودویکتاییجوابآنبهینهمسئلهوضعیتیخونوفبراییکخوش

هایمختلفیازوضعیتعمیمبعدازاینمفهومازخوش.کهبهآنجوابیکتاهمگراباشنددهایتقریبزنندهبایدنباله

واسطهارتباطهب.ندشدوضعیارائهخوش-αوضعیپارامتریو،خوش2پولیاک-وضعیلوتینوضعیازجملهخوشخوش

بهینه نامساوینزدیکمسائل و تغییسازی لوچتیهای پاترونه0راتی، ]0990)0و )7] خوش، برایمفهوم را وضعی

هایتغییراتیارائهدادندنامساوی شیائو. اینزمینه، در ادامهتحقیقاتانجامشده نظر[00]وهمکارانش1در در با

نامساوی خوشگرفتن تحتآنها که دادند ارائه را شرایط از دسته دو تغییراتی نیمه ازهای ضعیف و قوی وضعی

.گونهمسائلاستهاینیمهتغییراتیمعادلباوجودویکتاییجواببرایایننامساوی

بارنامساوی اولین دوبخشی تغییراتی بههای همکارانش6سنسوروسیلۀ شدند[2]و معرفی نامساوی. هایاین

به بتغییراتی که نامساویتغییراتیهستند بههصورتدو تابعی میوسیله وابسته شوندهم مختلف. بنابراینمفاهیم

میخوش بالابهآناشارهشدرا نامساویتوانبرایاینوضعیکهدر بردهایتغییراتیدوبخشیبهگونهاز ،[0]کار
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سال[.01] همکارانش0هو2109در نامساوی،[1]و برای را تغییراتیدوبخشیدر-هایتغییراتیینمفهوم نیمه

.هاارائهدادندگونهنامساویوضعیقویوضعیفازاینکاربردندوشرایطمعادلبرایخوشفضاهایباناخانعکاسیبه

نتایج از الهام [1]با ،[6] خوش،[01]، مفهوم اینمقاله نامساویدر از یکسیستم به هایتغییراتیوضعیرا

چنینبااستفادهازمفهومزیردیفرانسیلهم.مقدارهستنددهیمکهتوابعدرگیر،توابعیمجموعهدوبخشیگسترشمی

نگاشت برای برایخوشهایمجموعهقائم معادل نتایجی نامساویمقدار از قوی تغییوضعی مقداریهای چند راتی

طورخلاصهمفاهیممقدماتیوبرخیکهدربخشدومبهاستساختاراینمقالهبهاینصورت.دهیمدوبخشیارائهمی

وضعیقویبرایایندربخشسوممشخصسازیمتریکیازخوش.شودنتایجکهدرادامهبهآنهانیازداریمارائهمی

هایوضعیقویازنامساویکنیمکهتحتآنخوشچنینشرایطیرابیانمیهم.دشوهایتغییراتیآوردهمینامساوی

 .تغییراتیچندمقداریدوبخشیمعادلباوجودویکتاییجواببرایآنباشد

 

 مفاهیم اولیه
 رترتیبگویواحدبستهوکرهواحددبه  و  گیریمومنظورازرافضاییباناخدرنظرمی دراینمقاله

ترتیببه صورتدامنهونموداردراین.بیندوفضایباناخرادرنظربگیرید     مقدارۀنگاشتمجموع.است

:شوندصورتتعریفمیدینب
                   

                        

.بعدیبهآننیازداریمپردازیمکهدربخشمشتقمیزیردیفرانسیلوهمحالبهبیانمفاهیمیاز

𝛺فرضکنید،[3. ]1تعریف  𝜀و𝛺  ایغیرتهیباشدومجموعه    درنقطه𝛺قائمبه-𝜀مجموعه.  

:شودصورتتعریفمیدینب

       𝛺              

 
𝛺
  

        

         
 𝜀   

در 𝜀حالتیکه مجموعه   باشد به منظم مخروطقائم 𝛺بالارا می در نماد با و نمایش 𝛺     گوییم

:شودصورتتعریفمیدینب  در𝛺،مخروطقائماساسیبه𝛺   برای.دهیممی

     𝛺         

 
𝛺
       

      𝛺   

رابا ترتیبجزئیدرۀرابط.مرتبجزئیشدهباشد کمکمخروطغیرتهی،محدبوبستهبه فرضکنیدفضای

" :گیریمصورتدرنظرمیدیننمایشدادهوب" 

                 
ترتیبجزئیالقاءشده از استفاده  مخروطوسیلۀبهحالبا نگاشت بر ب     بالانمودار صورتدینرا

:کنیمتعریفمی
                           

.کنیممقداربیانمیهایمجموعهدیفرانسیلرابراینگاشتزیرمشتقودرادامهمفاهیمهم

نگاشتمجموعه، [3] .2تعریف       مقدار فرضکنید و گرفته درنظر            را صورتدراین.

هم قائم  مشتق نگاشتمجموعه       در را   مقدار
می                بدرنظر که صورتدینگیریم

:شودمیتعریف

                                                           
1. Hu 
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 713مقدارهایمجموعهبخشیبانگاشتهایتغییراتیدوایازنامساویوضعیقویبرایردهخوش

  
                                               

را      صورتنگاشتزبرنموداریدراین.رادرنظربگیرید     مقدارنگاشتمجموعه،[9.]7تعریف 

:کنیمصورتتعریفمیدینب

                      

ودرجهت            درنقطه حالبااستفادهازنگاشتزبرنموداریتعریفشدهدربالازیردیفرانسیلقائم

:کنیمصورتتعریفمیدینراب     

                
            

    
𝛺  نگاشت،[9.]4تعریف  .      رادرنظرگرفتهوفرضکنید    

موجود   ثابتو  از و  از هایگونگوییم،اگرهمسایگیشیتسلیپ           رادرنقطه  .0

 کهقسمیباشدبه

                                         
.گونباشدشیتسدرایننقطهلیپ  گونگوییماگرشیتسزبرلیپ           رادرنقطه  .2

درنظربگیرید     نگاشت.5تعریف  را یکنوایآسوده            مقدارنگاشتمجموعه. را

ثابت اگر بهαگوییم باشد برایهرقسمیموجود          که عناصر    و قسمیبه        ،

              موجودباشندکهبرایهر
داشتهباشیم       ،  

                           
   

 برایعملگریتک      اگر یکنوایآسوده مفهوم میبه مقداریباشد تغییر ثابتصورتزیر αکندکه

 داشتهباشیم       قسمیکهبرایهرموجودباشدبه

                    α            
   

αدرحالتیکه:6ملاحظه   .یابدبهتعریفعملگرهاییکنواتقلبلمیمذکورتعریف،  

[00].3تعریف  ، نیمه      نگاشت را هر برای اگر گوییم،        پیوسته    تابع

.ازراستپیوستهیاشد0در       به     از             

می دوبخشی تغییراتی نامساوی بیان به ادامه پردازیمدر کنید. و     ،       ،     فرض

ب            نامساویتغییراتیدوبخشیوابستهبه.هاییدادهشدهباشندنگاشت       صورتدردینرا

:گیریمنظرمی

                : به                یافتن هر برای که       و         قسمی

                 و           ،عناصر   
 ،موجودباشندکه     ،  

 

                                                 
                       
                       

  

    ۀدنبال.3تعریف 
    

با  𝜀 گوییم،اگردنبالهنامنفی(   )رایکدنبالهتقریبزنندهبرای       

𝜀   به هر برای که باشد موجود              قسمی هایدنباله         و

  
       

  و  
       

    
چنانموجودباشندکه     ،برای      

 

   
     

     𝜀                                                     

     
       

       
    𝜀         

     

     
       

       
    𝜀         
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وضعگوییماگرآندارایجوابیکتاطورقویخوشرابه               نامساویتغییراتیدوبخشی.3تعریف 

.وهردنبالهتقریبزنندهنیزبهآنجوابیکتاهمگراباشداستبوده

 

 نتایج اصلی
 تغییراتیدوبخشی نامساوی استکه شرایطی اینبخشبیان قویخوشبه   هدفاصلی باشدطور .وضع

بیانمیهب معادلباوجودو   وضعیقوینامساویتغییراتیدوبخشیکنیمکهتحتآنخوشویژه،شرایطیرا

.یکتاییجواببرایآنباشد

نگاشتی      بودهو  پیوستهویکنوایآسودهباضریبعملگرینیمه       فرضکنید.13 ۀقضی

بهشیتسزبرلیپ باشد طوریگون آن قائم زیردیفرانسیل    که ضریب با آسوده   یکنوای که .     باشد

:هایزیررادرنظربگیریدگزاره

i.              است               جوابیازنامساویتغییراتیدوبخشی. 

ii.               جوابیازنامساویتغییراتیدوبخشیتعریفشدهدرزیراست:

                 : به             یافتن هر برای که و             قسمی

  و         عناصر         
              

قسمیکه،موجودندبه     ،  

 

                                                  
           

            

           
            

  

.        گاهآن،     برای       واگر        صورتایندر

        . اثبات کنید:              فرض از باشد   جوابی . هر برای و         بنابراین

                 و           ،عناصر         
قسمیکه،موجودندبه     ،  

 

                                                  
                      
                      

                                                  (0)  

 با یکنواییآسوده از    استفاده ،          برایهر          و عناصر موجود         ،

  قسمیکهبرایهراستبه
                

:داریم       ،  

 
   

                              
  

   
                              

  
                                           (2)  

:داریم(2)و(0)وروابط  استفادهازیکنواییآسودهعملگرحالبا
           

                  
                           

                                                                             
            

                         
  

 

 طورمشابهوبه

           
                               

   
.است    جوابیاز            دهدکهنشانمی

،         و         باشد،برایهر    جوابیاز            برعکساگر:        

  و         عناصر
              

قسمیکه،موجودندبه     ،  

           
                                                                        (0)  
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 721مقدارهایمجموعهبخشیبانگاشتهایتغییراتیدوایازنامساویوضعیقویبرایردهخوش

قراردهید       و             برایهر

                                                       

داریم  جایبه(0)ۀدررابط     باقراردادن

                        
                         

    که
                    

                  و      برای . چون نگاشتی  حال ،

توانفرضکردکهبدونکاستنازکلیتمی   هنگامیکه،     ،         گونبودهوشیتسزبرلیپ

   
    

  که ستاره ضعیف   درتوپولوژی
                

              با از.     ، حال

برداریمکه  پیوستگیعملگرنیمه

            
                         

.باشدمیSVIجوابیاز            دهدکهنتیجهمی             بنابرایندلخواهبودن

εاینکبرایهر :کنیمصورتتعریفمیدینراب   Ωمجموعه  

𝛺 𝜀              
                𝜀        

                          
 

               
   

                                                                
             𝜀                    

 .11لم         فرضکنید ،      نیمه، باشندتوابعی پیوسته . باشد،     اگر عملگریپیوسته

εگاهبرایهرآن   ،𝛺 𝜀 استایبستهقویمجموعه.

: اثبات کنید        فرض
    

    𝛺 𝜀 دنباله به همگرا باشد            ای هر. برای بنابراین

  عناصر         ،    
       

  و  
        

    
قسمیموجودندبه،     ،      

که

 

   
     

     𝜀                                                    

     
       

       
    𝜀        

     

     
       

       
    𝜀        

     

                                         (0)  

  حالچون زیردنبالهشیتستوابعیزبرلیپ  و   هاییازگونهستند،
    و

توپولوژیضعیف  موجودندکهدر

             ترتیبدربه   و   ستارهبهعناصریچون
             و  

           همگرایندکه  

.           و

گرفتن نظر در 0)با اینزیردنباله( با که دانستناینموضوع طرفروابطو دو بر اعمالحد و ها  هایهمگرا

اند،داریمپیوستههایینیمهنگاشت

 

             𝜀                                                  

                       𝜀             

                       𝜀             

  

.ایبستهاستمجموعه 𝛺 𝜀بنابراین. 𝛺 𝜀          یعنی

     ،،       گونوشیتسهاییزبرلیپنگاشت      عملگریپیوسته، فرضکنید .12 ۀقضی

وضعاستاگروتنهااگرطورقویخوشبهSVIصورتدراین.پیوستهویکنواباشندتوابعینیمه

𝛺 𝜀        𝜀            𝛺 𝜀    هنگامی که𝜀      

لزوم: اثبات 𝜀گاهاینجواببرایهردارایجوابیکتاباشدآنSVIواضحاستکهاگر:  𝛺 𝜀بهمجموعه  

.بهصفرهمگرانباشد 𝛺 𝜀بهصفرمیلکند𝜀استفادهازبرهانخلففرضکنید،هنگامیکهحالبا.متعلقاست
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 δبنابراین دنباله      𝜀هایو
  ،      

    
   𝛺 𝜀         و

    
   𝛺 𝜀  موجودند

قسمیکهبه

                
    

      
    

                                                      (1)  

   حالچون
    

      
    

   برایهر پسهردودنباله  𝛺 𝜀بهمجموعه هردو تقریبمتعلقهستند،

ندکهدرهست،پسهردوبهجوابیکتایآنهمگراSVIوضعبودنقویندوباتوجهبهخوشهستSVIایاززننده

𝜀بنابرایناگر.است(1)تناقضبا .    𝛺 𝜀     صورتدراین  

       فرضکنید:کفایت
    

بنابرایندنبالهاعدادحقیقیمثبت.باشدSVIایتقریبزنندهبرایدنباله   

𝜀   هایدنباله         و           قسمیکهبرایهرموجوداستبه   
    

   

    
       

   و  
    

         
    

             
    

موجودندکه      

 

   
     

     𝜀                                                         

     
       

       
    𝜀         

     

     
       

       
    𝜀         

     

                                        (6)  

      گیریمکهبنابراینازبالانتیجهمی
    

   𝛺 𝜀  .حالچون     𝛺 𝜀    تواننتیجهمی

       گرفتکه
    

.استهمگرا                ایچونایکوشیاستکهبهنقطهدنباله   

هاییازگونهستند،زیردنبالهشیتسهاییزبرلیپنگاشت  و  چون.راثابتدرنظربگیرید         

  
  و 

   عناصری  به                 مانندهمگرا
                   و

توپولوژی   در

        و        ستارهموجودندکهضعیف ودرنظرگرفتناین(6)بااعمالحدبردوطرفرابطه.

عملگرهایییکنواهستند،داریم  و  واقعیتکه

                       
   

           
        

   

    
   

     
        

        
        

   
 𝜀          

         

تواننتیجهگرفتکهمیطورمشابهبه

                       
از عملگر ازپیوستگی استفاده با  طرفی           داریم قضی. از استفاده با می0ۀحال کهنتیجه گیریم

𝜀هنگامیکه    𝛺 𝜀     وچوناستSVIجوابیاز          تواننتیجهگرفتکهجوابمی  

SVIشودبنابراینقضیهثابتمی.ستایکتا.

بدینمنظورابتدا.وضعیقویآنباشدمعادلخوشSVIکنیمکهوجودویکتاییجوابازحالشرایطیرابیانمی

 .کنیمحکمزیررابیانمی

پیوستهتابعینیم    φایغیرتهی،محدب،بستهوکرانداروزیرمجموعه     فرضکنید،[6.]17حکم 

قسمیکهموجودباشدبه        ،   فرضکنیدبرایهر.خواهدل   پایینی،محدبوسرهباشدو

                        
قسمیکهموجوداستبه     صورتدراین

                                   
.14 ۀقضی        فرضکنید ثابت با آسوده یکنوای   توابعی ،      هایینگاشت      و

شیتسزبرلیپ ثابت با آسوده یکنوای آنها قائم زیردیفرانسیل که باشند   گون ندهست     ، برای. اگر

.وضعاستاگروتنهااگرآندارایجوابیکتاباشدطورقویخوشبهSVIصورتدراین،        ،     
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 727مقدارهایمجموعهبخشیبانگاشتهایتغییراتیدوایازنامساویوضعیقویبرایردهخوش

به: اثبات حکم تعریفخوشلزوم میراحتیاز شودوضعیقوینتیجه نامساویتغییراتی. برایکفایتفرضکنید

باشد            دارایجوابیکتایSVIدوبخشی دراین.        صورتبرایهر           و

  و           عناصر
                

قسمیکهموجودندبه     ،  

 

                                                  
            

            
            

            

                                                    (7)  

       حالفرضکنید
    

باشدSVIایتقریبزنندهبراینامساویتغییراتیدوبخشیدنباله    درنتیجه.

    𝜀دنباله  هر برای که است          موجود          و   عناصر
       

و  

  
      

         
    

موجودندکه     ،      

 

    
    

     𝜀                                                                    

     
       

      
        

    𝜀         
     

     
       

      
        

    𝜀         
     

  

هایکراندار،محدبوغیرتهیحالمجموعه

       
       

      
               

       
     

      
  

       
    

               
         𝜀      حکمبالاباتوابعصورتبااستفادهازدراین.رادرنظربگیرید

  عناصر     
و  کهمستقلاز 

قسمیکههستندموجودندبه  

     
       

       
    𝜀         

                           
  توجهکنیدکهعناصر

  صورتتوانبهرامی 
      

  
      

    ،    انتخابکردکه 
  
و     

   
        

     
     

بنابراین.     که  

    

  

   

     
        

       
     𝜀         

                          

درنامساویبالاداریم      حالباقراردادن

    

  

   

     
        

        
     𝜀          

      

درنامساویبالاداریم       ،   و  ازیکنواییآسودهعملگرهای

 𝜀        
       

  

   

     
        

        
   

     

  

   

      
     

        
             

        
   

     

  

   

      
           

     
        

                      
     

       

   که
                 

     باقراردادن(7)ۀازرابط          و  
.آینددستمیهب     ، 

داریم     برای       حالچون
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هایریاضیپژوهش0011تابستان،2،شماره7جلد724
 (نشریهعلومدانشگاهخوارزمی)

          
     

𝜀 
     

                     

  شودکهبالانتیجهمیۀحدازدوطرفرابطکهباگرفتن
.همگراست     برای   به 

-هایتغییراتیراازنامساوی[1]0.2ۀتغییراتیوقضیهاینیمهراازنامساوی[00]0.0ۀ،قضی00ۀقضی.15 ۀملاحظ

هایتغییراتیمحدباست،بهنامساویوسیلهزیردیفرانسیلکلارککههموارههتغییراتیدوبخشیتعریفشدهبنیمه

نگاشتچند درگیر توابع که دوبخشی لزوماًمقداری که قائم زیردیفرانسیل استفاده با هستند، مقدار مجموعه های

 .دهد،تعمیموگسترشمینیستمحدب
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