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Introduction 

 

Let 𝑅 =⊕𝑛𝜖ℕ0
𝑅𝑛 be a standard graded Noetherian ring, i.e. 𝑅0 is a 

commutative Noetherian ring and 𝑅 is generated (as an 𝑅0-algebra) by finitely 

many elements of degree one, 𝑅+ =⊕𝑛𝜖ℕ 𝑅𝑛 be the irrelevant ideal of 𝑅 and 𝒂 

stands for a homogeneous ideal of 𝑅. Also, 𝑀 denotes a finitely generated 

graded 𝑅-module. 

For 𝑖𝜖ℕ0 and 𝑛𝜖ℤ let 𝐻𝒂
𝑖 (𝑀)𝑛 denotes the n-th component of  the i-th  graded 

local cohomology module 𝐻𝒂
𝑖 (𝑀) of 𝑀 with support in 𝒂 (our terminology on 

local cohomology comes from [3]). It is well-known that 𝐻𝑅+
𝑖 (𝑀)𝑛 is a finitely 

generated 𝑅0-module for all 𝑛𝜖ℤ and it vanishes for all sufficiently large values 

of n ([3, 15.1.5]). 

In spite of the case 𝑛 → +∞, the asymptotic behavior of 𝐻𝑅+
𝑖 (𝑀)𝑛 when 𝑛 → −∞ 

is so complicated, see for example [4], and it attracts lots of interest, see [6] and 

[1], for a good survey on this topic. Also, in [5] the authors studied the graded 

components of 𝐻𝒂
𝑖 (𝑀) in the case where 𝒂 is a homogeneous ideal of 𝑅 

containing the irrelevant ideal. 

    In the case where 𝑅0 is an Artinian ring, for all 𝑖𝜖ℕ0, 

ℎ𝑀 
𝑖 : ℤ →  ℤ(𝑛 → 𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ𝑅0

(𝐻𝑅+
𝑖 (𝑀)𝑛 ), 
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is called the i-th Hilbert cohomological function of 𝑀. In [2], Brodmann et. all. 

studied the problem of finiteness of the set of Hilbert cohomological functions 

of some classes of graded modules.  In this paper, we also consider this problem.  

  Another reason of this paper, is to study the support of graded local 

cohomology modules 𝐻𝒂
𝑖 (𝑀) of 𝑀 with support in an arbitrary homogeneous 

ideal 𝒂 of 𝑅. Let 

cd𝒂(𝑀) ≔ sup{iϵℤ | 𝐻𝒂
𝑖 (𝑀) ≠ 0}, 

denotes the cohomological dimension of  𝑀 with respect to 𝒂. In [1, 3.7], it is 

shown that the set Supp𝑅 0
(𝐻𝑅+

cd𝑅+(𝑀)
(𝑀)𝑛) is eventually stable when 𝑛 → −∞, 

i.e. there exists 𝑋 ⊆ Spec(𝑅0) such that  

Supp𝑅0
(𝐻𝑅+

𝑐𝑑𝑅+(𝑀)
(𝑀)𝑛) = 𝑋, for all 𝑛 ≪ 0. 

In this paper, we study the asymptotic behavior of the set Supp𝑅0
(𝐻𝒂

𝑖 (𝑀)𝑛) 

when 𝑛 → −∞.  

Materials and Methods 

First, in a special case we describe 𝐻𝒂
𝑖 (𝑀) in terms of some homologies of the 

minimal graded free resolution of 𝑀. Then, as a consequence, we find a class 

of graded modules with a finite set of Hilbert cohomological functions. 

Results and Discussions  

We show that, in a special case, the support and dimension of 𝐻𝑅+
𝑖 (𝑀)𝑡 have 

upper bound which doesn't depend on i and 𝑀 for sufficiently small values of 

t. Also, it is shown that, in some cases, the set {Supp𝑅0
(𝐻𝒂

𝑐𝑑𝒂(𝑀)(𝑀)𝑛)}
𝑛𝜖ℤ

 is 

eventually increasing, in the sense that Supp𝑅0
(𝐻𝒂

𝑐𝑑𝒂(𝑀)(𝑀)𝑛) ⊆

Supp𝑅 0
(𝐻𝒂

𝑐𝑑𝒂(𝑀)(𝑀)𝑛−1) for all 𝑛 ≪ 0. 

Conclusion  

It is worth to find cases for the existence of a non-zero divisor x  on the module 

M in the ideal a for which  

cd𝒂(𝑀/𝑥𝑀) = cd𝒂(𝑀) − 1. 

  It helps us to study the last non-vanishing local cohomology module of M with 

support in a. 
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𝑅فرض کنید  =⊕𝑛𝜖ℕ0
𝑅𝑛 یک حلقه مدرج استاندارد ،𝒂  همگن از ی آلایده𝑅 و 𝑀  یک𝑅-مدول 

های کوهمولوژی موضعی مدولی هالفهؤم 1رفتار مجانبی محمل ،مولد باشد. در این مقالهمتناهی مدرج

Supp𝑅مدرج  0
(H𝒂

𝑖 (𝑀)𝑡)  وقتی  را 𝑡 → رفتار  این تر،عبارت دقیقکنیم. به بررسی می∞−

 گیریم:زیر در نظر می حالاتیک از  مجانبی را در هر

 است. 𝒂نسبت به  ،مکالی نسبی-کوهن 𝑅حلقه  .1

2. i = cd𝒂(𝑀). 

 

 .45-55(، 3) 8، های ریاضیپژوهش. موضعی کوهمولوژی هایمدول مدرج هایمؤلفه مجانبی رفتار (.1401)آزاده؛ ، نادعلی ؛مریم، جهانگیری: استناد

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   
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 مقدمه .1

𝑅حلقه  ،دمگر اینکه خلاف آن ذکر شو ،سراسر این مقالهدر =⊕𝑛𝜖ℕ0
𝑅𝑛 یعنی حلقه نوتری مدرج استاندارد است، یک 

𝑅0  جایی و حلقه نوتری جابهیک𝑅  به عنوان(𝑅0-جبر)  دوشمیتولید  صر درجه یکتعداد متناهی عنتوسط .

𝑅+ ≔ ⊕𝑛𝜖ℕ 𝑅𝑛 مرتبطغیرآل ایده 𝑅  و𝒂 آل همگنیک ایده  𝑅  .همچنین است𝑀  یک𝑅-متناهیصفر و نا مدول مدرج 

 درنظر گرفته می شود. مولد

H𝒂را با نماد  𝒂نسبت به  𝑀 مدول کوهمولوژی موضعی مدرج امین -𝑖 مؤلفهین ما-𝑛𝜖ℤ ،𝑛و  𝑖𝜖ℕ0اگر 
𝑖 (𝑀)𝑛 دهندنشان می 

+𝑛𝜖ℤ ،H𝑅برای هر  که خاصیتاین  .(کندپیروی می [3] منبع از موضعی کوهمولوژی ما در هایو نماد )اصطلاحات

𝑖 (𝑀)𝑛  یک𝑅0-

 (.]51.1.5، 3[) ، مطلبی شناخته شده استبرابر صفر است مدولفی بزرگ این کا قدر به های 𝑛و برای مولد  مدول متناهی

𝑛حالت رغم علی → +H𝑅 یهامؤلفه ، رفتار مجانبی∞+

𝑖 (𝑀)𝑛  وقتی𝑛 → و مطالعات زیادی  پیچیده استبسیار  ∞−

د توانیمی موضوع این بررسی برای مناسببه عنوان منبعی همچنین ، را ببینید ]4[به عنوان مثال  ،روی آن انجام شده است

رفتار مجانبی  ،باشد مرتبطغیرآل ایدهشامل و  𝑅آل همگن ایدهیک  𝒂که  تیحالدر ،نیز ]6[در  راجعه کنید.م [1] و [8]به 

H𝒂 مدرجهای مؤلفه
𝑖 (𝑀) اند.بررسی شده 

H𝒂رج همولوژی موضعی مدکوهای لومحمل مد رفتار مجانبی به بررسی ،این مقالهدر بخشی از 
𝑖 (𝑀)  وقتی𝒂 آل همگنایده 

 پردازیم.میاست،  𝑅 دلخواهی از

cd𝒂(𝑀)فرض کنید  ≔ sup {𝑖ϵℤ |H𝒂
𝑖 (𝑀) ≠ در  .باشد 𝒂آل نسبت به ایده 𝑀بعد کوهمولوژیکی  ۀدهندنشان {0

Supp𝑅0}شود که مجموعه نشان داده می ]313، .[
(H𝑅+

cd𝑅+(𝑀)
(𝑀)𝑛)}

𝑛𝜖ℤ
𝑛وقتی   → زیر است. یعنی ایستا ، ∞−

 وری کهوجود دارد به ط Spec(𝑅0) از 𝑋مجموعه 

Supp𝑅0
(H𝑅+

cd𝑅+(𝑀)
(𝑀)𝑛) = 𝑋,  

𝑛برای هر  ≪  .باشدهای بقدر کافی کوچک می𝑛 این نماد به معنی که ، 0

Supp𝑅0}رفتار مجانبی مجموعه  ،در این مقاله
(H𝒂

𝑖 (𝑀)𝑛)}
𝑛𝜖ℤ

𝑛وقتی  را  → دهیم نشان میو  کنیممی مطالعه ∞−

H𝒂 هایمدول عدمحمل و بُ ،خاص یحالت که در
𝑖 (𝑀)𝑡 ،برای مقادیر به حد کافی کوچک  𝑡،  به د که ندار ییالابکران𝑖  و𝑀 

 (. 317)گزاره  وابسته نیست

Supp𝑅0} مجموعه  ،حالاتی خاصشود که در همچنین نشان داده می
(H𝒂

cd𝒂(𝑀)(𝑀)𝑛)}
𝑛𝜖ℤ

به این  ،دی استصعو 

Supp𝑅0 معنی که
(H𝒂

cd𝒂(𝑀)(𝑀)𝑛) ⊆ Supp𝑅0
(H𝒂

cd𝒂(𝑀)(𝑀)𝑛−1)  برای𝑛 ≪  .(17..)گزاره  0
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 .هیلبرت کیتوابع کوهمولوژی هایی ازاص به مطالعه متناهی بودن مجموعهتحت شرایطی خ ،]7[ دربرادمن و همکاران 

 ، تابع  𝑖𝜖ℕ0برای هر ای آرتینی است حلقه  𝑅0در حالتی که یم که کنآوری مییاد، پرداختند

ℎ𝑀 
𝑖 : ℤ →  ℤ(𝑛 → length𝑅0

(H𝑅+

𝑖 (𝑀)𝑛 ), 

𝑖- امین تابع کوهمولوژیکی هیلبرت𝑀 به  (.517)گزاره  کنیمبررسی می نیزا در این مقاله، ما این مساله رشود. نامیده می

H𝒂 ساختار مدول، خاص یحالت در ،تر ابتدادقیقعبارت 
𝑖 (𝑀)  های تحلیل آزاد مدرج مینیمال همولوژیبرخی  برحسبرا𝑀 

برت هیل کیاز توابع کوهمولوژی متناهیای های مدرج با مجموعهاز مدول یکلاس، نتیجه یک به عنوان ،سپس .کنیمبیان می

 .کنیمپیدا می

 

 نتایج .2

 کنیم.آغاز میآوری دو مفهوم اساسی را با یاد این بخش

 .1.2تعریف 

 شود هرگاهنامیده می𝑛 7، از رتبه 𝒂 آلایده ی نسبی، نسبت بهمکال-کوهن 𝑀 مدول ،[5]طبق  (.)

grade𝒂(𝑀) = cd𝒂(𝑀) = 𝑛, 

، 3[ به ی، با توجهبه عبارت است. 𝑎ل آرشته در ایده-𝑀بزرگترین دهنده طول نشان grade𝒂(𝑀)ه در آن ک

H𝒂 مدول هرگاهاست،  𝑛، از رتبه 𝒂آل مکالی نسبی، نسبت به ایده-کوهن 𝑀مدول ، ]31716
𝑖 (𝑀) تنها در نقطه 

𝑖 = 𝑛 ناصفر باشد . 

,𝑅0)فرض کنید  (7) 𝑚0) موضعی باشد و ای حلقه 

𝑭∘
𝑀 : ⋯ → 𝐹𝑖+1 → 𝐹𝑖 → ⋯ → 𝐹1 → 𝐹0 → 0 

 هایمتناهی از کپیتعدادی جمع مستقیم با  𝐹𝑖بنابراین هر  .باشد لومد-Rبه عنوان  Mآزاد مدرج مینیمال  تحلیل

𝑅(−𝑗) برای هر ،jϵℤ، برای هر  .است یکریختjϵℤ  و𝑖𝜖ℕ0 ،های مستقیم تعداد جمعوند𝐹𝑖 با یکریخت 𝑅(−𝑗) 

β𝑖𝑗 شود و با نمادنامیده میM 3امین عدد بتی مدرج -ij که است Mاز  یثابت
𝑅 (𝑀) شودنشان داده می. 

 

H𝒂های ساختار مدولدی علم بدر 
𝑖 (𝑀)  آزاد مدرج مینیمال تحلیل یهاهمولوژیبرخی  برحسبرا M کنیمبیان می. 

                                                           
1 Hilbert cohomological functions. 
2 Relative Cohen-Macaulay with respect to 𝑎 of rank 𝑛. 
3 𝑖𝑗 −th graded betti number of 𝑀. 
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,𝑅0)فرض کنید . 2.2 لم 𝑚0) و  موضعیای حلقه𝑅 آلایده مکالی نسبی، نسبت به-نکوه 𝒂 از رتبه ،𝑛 .همچنین باشد 

 فرض کنید

𝑭∘
𝑀 : ⋯ → 𝐹𝑖+1 → 𝐹𝑖 → ⋯ → 𝐹1 → 𝐹0 → 0 

  های همگنیکریختی، 𝑖𝜖ℕ0 برای هر صورت، در این باشد. Mآزاد مدرج مینیمال  تحلیل

H𝒂
𝑛−𝑖(𝑀) ≅ H𝑖(H𝒂

𝑛(𝐅∘
M)) 

  های مدرج وجود دارند.مدول-Rاز 

H𝒂است،  𝑛، از رتبه 𝒂آل ایده، نسبت به مکالی نسبی-کوهن Rاز آنجایی که  .برهان
𝑛(−)  دقیق  و همورد گونتابعیک

F، H𝒂 مدول آزاد-𝑅و هر  𝑖𝜖ℕ برای هر و است راست
𝑛−𝑖(𝐹) =  توان دید کههمچنین می .0

.H𝒂
𝑛(𝑀) = Coker(H𝒂

𝑛(𝐹1) → H𝒂
𝑛(𝐹0)) = H0(H𝒂

𝑛(𝐅∘
M)) 

H𝒂) 4قویا همبند هایدنبالهاکنون  
𝑛−𝑖(−))i𝜖ℕ0

H𝑖(H𝒂) و  
𝑛(𝐅∘

−)))𝑖𝜖ℕ0
 گیریمرا در نظر میهمورد  هایگونتابعاز  

                                                                                          .شودنتیجه حاصل می، ].5131، 3[توجه به  با و

 𝑀هیلبرت  کیتابع کوهمولوژی امین-𝑖𝜖ℕ0 ،𝑖 برای هر صورت این در .باشدآرتینی  𝑅0پایه  حلقهفرض کنید . 2.2 تعریف

 :شودبه صورت زیر تعریف می

 ℎ𝑀
𝑖 : ℤ ⟶ ℤ 

                                   𝑛 → lengthR0
(𝐻𝑅+

𝑖 (𝑀)𝑛). 

ℎ𝑀م  دهیر میقرا ≔ (ℎ𝑀
𝑖 (𝑛))

(𝑖,𝑛)𝜖ℕ0×ℤ
  . 

,𝑅)های های کلاس همه زوجکلاسبرخی از زیر ،همکاران و برادمن ،[7]ر د 𝑀) مانند ،𝒞که در آن  اند، را بررسی کردهR 

ه طوری که ب، است مولد مدول مدرج متناهی -R یک 𝑀 و 𝑅0حلقه پایه آرتینی مدرج استاندارد با  ۀیک حلق

#{ℎ𝑀|(𝑅, 𝑀)𝜖𝒞} ه بعدی در رابطه گزار .باشدبه معنی عدد اصلی این مجموعه می #که نماد ، متناهی است ۀیک مجموع

 .ها استبا این نوع کلاس

                                                           
4 Strongly connected sequence. 
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,𝑙برای اعداد ثابت  .0.2 گزارینماد 𝑑𝜖ℕ0، کنید  فرض𝒞
𝑑,𝑙

,𝑅)های کلاس همه زوج  𝑀)  باشد که در آن𝑅  بر جیک

شرط با  dاز رتبه  +𝑅مکالی نسبی نسبت به -کوهن 𝑅که  یک حلقه پایه موضعی آرتینی است به طوری مدرج استاندارد روی

ℎ𝑅
𝑑(−𝑑) ≤ 𝑙 و  است𝑀 یک R-است مولدمدول مدرج متناهی. 

,𝑙کنید  فرض .2.2 ۀگزار 𝑑𝜖ℕ0 و #{jϵℤ| ∃𝑖𝜖ℕ0, ∃(𝑅, 𝑀)𝜖𝒞
𝑑,𝑙

 ;  β𝑖𝑗
𝑅 (𝑀) ≠ 0} <  صورت این در. ∞

#{ℎ𝑀|(𝑅, 𝑀)𝜖𝒞
𝑑,𝑙

} < ∞. 

,𝑅)فرض کنید  برهان. 𝑀)𝜖𝒞
𝑑,𝑙

 داریم 𝑖𝜖ℕ0 برای هر ،717با توجه به لم  ،صورت این . در𝑖𝜖ℕ0و  

ℎ𝑀
𝑖 (−𝑖) ≤ lengthR0

(⊕𝑗ϵℤ,β(𝑑−𝑖)𝑗
𝑅 (𝑀)≠0 H𝑅+

𝑑 (𝑅(−𝑗))
−𝑖

) 

= ∑jϵℤ,β(𝑑−𝑖)𝑗
𝑅 (𝑀)≠0 ℎ𝑅

𝑑(−𝑖 − 𝑗) . 

با  ،اکنون .وابسته است iبه فوق یک عدد صحیح است که  جمعحاصل و فرض روی اعداد بتی، ]414، 7[با استفاده از 

                                                                                                 .شودنتیجه حاصل می، ]414، 7[از  مجدداستفاده 

 

Supp𝑅0}دنباله  رفتار مجانبی ،این مقاله ادامهدر 
(H𝒂

𝑖 (𝑀)𝑡)}
𝑡𝜖ℤ

𝑡وقتی را   →  .کنیممطالعه می ∞−

n، از رتبه 𝒂 آلایده مکالی نسبی، نسبت به-کوهن Rو  موضعی 𝑅0فرض کنید . 2.2لم  >  هایگزاره صورت در این باشد. 0

 .برقرارند ،𝑡𝜖ℤو  𝑖𝜖ℕ0 هر برای ،زیر

Supp𝑅0 .أ
(H𝒂

𝑖 (𝑀)𝑡) ⊆ {p ϵ Supp𝑅0
(H𝒂

𝑛(𝑅)𝑡−𝑗)|𝑗 ϵ ℤ, β(𝑛−𝑖)𝑗
𝑅 (𝑀) ≠  ؛{0

dim(H𝒂 .ب
𝑖 (𝑀)𝑡) ≤ max{dim(H𝒂

𝑛(𝑅)𝑡−𝑗)| 𝑗 ϵ ℤ, β(𝑛−𝑖)𝑗
𝑅 (𝑀) ≠ 0}. 

∘𝑭و  𝑖𝜖ℕ0 ،𝑡𝜖ℤفرض کنید  برهان.
𝑀 آزاد مدرج مینیمال  تحلیلM .داریم 717 با استفاده از لم صورت در این باشد 

Supp𝑅0
(H𝒂

𝑖 (𝑀)𝑡) = Supp𝑅0
(H𝑛−𝑖(H𝒂

𝑛(𝑭∘
𝑀))𝑡) ⊆ Supp𝑅0

(⊕𝑗ϵℤ,β(𝑛−𝑖)𝑗
𝑅 (𝑀)≠0 H𝒂

𝑛(𝑅(−𝑗))
𝑡
)

= ⋃ Supp𝑅0
(H𝒂

𝑛(𝑅)𝑡−𝑗)

𝑗𝜖ℤ,𝛽(𝑛−𝑖)𝑗
𝑅 (𝑀)≠0

 

                                                                                                                      شود.و نتیجه حاصل می

+H𝑅 هایمدول عدو بُ محملدهد که بعدی نشان می ۀگزار

𝑖 (𝑀)𝑡 که برای مقادیر به حد کافی کوچک  دارند ییکران بالاt، 

 تند.وابسته نیس Mو  iبه 

𝒂و  برقرار باشد 617فرض کنید شرایط . 2.2 ۀگزار = 𝑅+ .زیرمجموعه  صورت در اینX  ازSpec(𝑅0)  و𝑑𝜖ℕ0  وجود

𝑡و  𝑖𝜖ℕ0 برای هردارد به طوری که  ≪ 0، 
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Supp𝑅0 .أ
(H𝑅+

𝑖 (𝑀)𝑡) ⊆ Supp𝑅0
(H𝑅+

𝑛 (𝑅)𝑡) = 𝑋؛ 

+dim(H𝑅 .ب

𝑖 (𝑀)𝑡) ≤ dim(H𝑅+

𝑛 (𝑅)𝑡) = 𝑑. 

+cd𝑅از آنجا که  برهان.
(𝑅) = 𝑛 ،[313، .] با توجه به، 𝑡0𝜖ℤ ،X ⊆ Spec(𝑅0)  و𝑑𝜖ℕ0 د به طوری کهنوجود دار 

dim(H𝑅+

𝑛 (𝑅)𝑡) = 𝑑,       وSupp𝑅0
(H𝑅+

𝑛 (𝑅)𝑡) = 𝑋 

𝑡برای هر   ≤ 𝑡0 . برای هر بنابراین با استفاده از لم قبل𝑡 ≤ 𝑡0 داریم 

Supp𝑅0
(H𝑅+

𝑖 (𝑀)𝑡) ⊆ Supp𝑅0
(H𝑅+

𝑛 (𝑅)𝑡) = 𝑋, 

 و

dim(H𝑅+

𝑖 (𝑀)𝑡) ≤ dim(H𝑅+

𝑛 (𝑅)𝑡) = 𝑑. 

                                                                    

 

𝑐شود که اگر نشان داده می[ 313، .] در ≔ cd𝑅+
(𝑀) > داریم  𝑡کافی کوچک  مقادیر به حدگاه برای آن ،0

𝐻𝑅+

𝑐 (𝑀)𝑡 ≠ Supp𝑅0} دنبالهو اینکه  0
(H𝑅+

𝑐 (𝑀)𝑡)}
𝑡𝜖ℤ

𝑡وقتی  ، → یعنی  صعودی است ،∞−

Supp𝑅0
(H𝑅+

𝑐 (𝑀)𝑡) ⊆ Supp𝑅0
(H𝑅+

𝑐 (𝑀)𝑡−1)،  برای هر𝑡 ≪ در ادامه مقاله قصد داریم این نتیجه را برای . 0

 کنیم. بررسی Rاز  𝑎 دلخواههای همگن آلهاید

𝑐فرض کنید . 2.2لم  ≔ cd𝒂(𝑀) > 𝑥𝜖(𝒂 عنصر  و 0 ∩ 𝑅1)\zd𝑅(𝑀)  وجود داشته باشد به طوری که

cd𝒂(𝑀/𝑥𝑀) = 𝑐 − 𝑡برای هر  صورت در این. 1 ≪ 0، 

Supp𝑅0 .أ
(H𝒂

𝑐(𝑀)𝑡) ⊆ Supp𝑅0
(H𝒂

𝑐(𝑀)𝑡−1)؛ 

H𝒂 .ب
𝑐(𝑀)𝑡 ≠ 0. 

Γ گونتابعکار بردن ه با ب برهان.
𝒂

0 روی دنباله دقیق همگن (−) → 𝑀(−1)
.𝑥
→ 𝑀 → 𝑀/𝑥𝑀 → برای هر ، 0

𝑡𝜖ℤ، بروریختی H𝒂
𝑐(𝑀)𝑡−1 → H𝒂

𝑐(𝑀)𝑡 → وجود دارد به طوری که  𝑡𝜖ℤبا توجه به اینکه  ،اکنون .آیدبه دست می 0

H𝒂
𝑐(𝑀)𝑡 ≠                                                                           .شودحاصل می فوقم احکا ،0

,𝑅) فرض کنید. 2.2تعریف  𝒎) یک حلقه موضعی از مشخصه مثبت p همچنین فرض کنید که برای هر  .باشد𝑠𝜖ℕ ،𝐹𝑠 

:𝑓𝑠 5فروبنیوس همریختیتوان ن میا-sالقا شده به وسیله  همریختی-R ۀدهندنشان 𝑅 → 𝑅 (𝑟 → 𝑟𝑝𝑠
H𝒎روی  (

𝑖 (𝑅) 

                                                           
5 Frobenius homomorphism. 
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𝑥𝜖H𝒎و هر  𝑟𝜖𝑅 برای هر های آبلی است به طوری کهاز گروه همریختییک  𝐹𝑠 یجهنتدر) باشد
𝑖 (𝑅)، 𝑟. 𝑥 = 𝑟𝑝𝑠

𝑥.) 

𝑠𝜖ℕ ،𝐹𝑠(H𝒎 برای هر که یبه طور i عدد صحیح کوچکترینبرابر است با  Fdepth(R) صورت در این
𝑖 (𝑅)) ≠ 0. 

𝑐 فرض کنید. 14.2گزاره  ≔ cd𝒂(𝑀) > 𝑡برای هر  ،زیر تحت هر یک از شرایط صورت در این .0 ≪ 0 ، H𝒂
𝑐(𝑀)𝑡 ≠

Supp𝑅0و همچنین  0
(H𝒂

𝑐(𝑀)𝑡) ⊆ Supp𝑅0
(H𝒂

𝑐(𝑀)𝑡−1). 

 ؛تولید شود .از طول بیشتر از  𝑅1رشته منظم از عناصر -𝑀توسط یک   a ،تا حد رادیکال .أ

𝒂و  استمیدان  𝑅0 به طوری که ،موضعی منظم از مشخصه مثبت است ایحلقه M=R .ب ∩ 𝑅1 ≠  ؛0

 بر حسب ییهاایجملهتوسط تک تا حد رادیکال، a آلو ایده شامل یک میدان است و موضعی ایحلقه M=R  .ج

𝒂و  ولید شودرشته ت-Rیک  ∩ 𝑅1 ≠ 0. 

𝑥𝜖(𝒂 ،نشان دهیم که در هر یک از موارد ذکر شده در بالا کافی استبا توجه به لم قبل  برهان. ∩ 𝑅1)\zd𝑅(𝑀)  وجود

cd𝒂(𝑀/𝑥𝑀) دارد به طوری که = 𝑐 − 1. 

𝑛 فرض کنید .أ > rad(𝒂) و 1 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)  که𝑥𝑛، … ،𝑥1  یکM-صر ااز عن رشته منظم𝑅1 در .است 

cd𝒂(𝑀/𝑥1𝑀) ، ]31716و  31313، 3[ با استفاده از صورت این = 𝑐 − 1. 

cd𝒂(𝑅)، ]314، 3[با استفاده از  .ب = dim(𝑅) − Fdepth(𝑅/𝒂) .همچنین 𝑥𝜖(𝒂 ∩ 𝑅1)\zd(𝑅)  وجود

𝑥و است  Rمنحصر به فرد همگن  آل ماکسیمالایده +𝑅، یک میدان است 𝑅0از آنجایی که . دارد ∉ 𝑅+
بنابراین  .2

𝑅/𝑥𝑅 داریم ،]314، 3[ با استفاده مجدد از .یک حلقه موضعی منظم است 

cd𝒂/𝑥𝑅(𝑅/𝑥𝑅) = dim(𝑅/𝑥𝑅) − Fdepth(
𝑅

𝑥𝑅
/

𝒂

𝑥𝑅
) 

= dim(𝑅) − 1 − Fdepth(𝑅/𝒂) =  𝑐 − 1. 

،𝑥𝑛 کنید فرض .ج … ،𝑥1 یک R- د وباشرشته a ،،بر حسبها ایجملهتوسط تک تا حد رادیکال 𝑥𝑛، … ،𝑥1  تولید

𝒂فرض  صورت این در شود. ∩ 𝑅1 ≠ 𝑖 کهکند ایجاب می 0 = 1, … , 𝑛 باشد به طوری که  موجود

deg(𝑥𝑖) = ،𝑥𝑛و  1 … ،𝑥̂𝑖 ، … ،𝑥1  یک𝑅/𝑥𝑖𝑅- و  باشدرشته𝒂/𝑥𝑖𝑅 در ییهاایلهجمتواند توسط تکب 

𝑥𝑛، … ،𝑥̂𝑖 ، … ،𝑥1 و قرار دادن [314، 9]بنابراین با استفاده از  .تولید شود 𝑥 ≔ 𝑥𝑖، داریم 

cd𝒂/𝑥𝑅(𝑅/𝑥𝑅) = pd 𝑅
𝑥𝑅

(
𝑅

𝑥𝑅
/

𝒂

𝑥𝑅
) = depth(𝑅/𝑥𝑅) − depth(𝑅/𝒂) 

= depth(𝑅) − 1 − depth(𝑅/𝒂) = pd𝑅(𝑅/𝒂) − 1 = 𝑐 − 1. 

                                                                           .شوندتوجه به لم فوق، نتایج حاصل می بااکنون 
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