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Introduction 

All rings considered here are associative with an identity and all modules are 

unital. A ring 𝑅 is called Bezout, if every finitely generated ideal of 𝑅 is 

principal. Let  𝑅 be a ring, an  𝑚 ×  𝑛 matrix 𝐴 over 𝑅 admits a diagonal 

reduction provided that there exist invertible matrices 𝑃 and 𝑄 such that 𝑃𝐴𝑄 

is a diagonal matrix, where by the diagonal matrix, we mean a matrix 𝐶 =

(𝑐𝑖𝑗), (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛), such that 𝑐𝑖𝑗  = 0 for all 𝑖 ≠ 𝑗. 

Following Kaplansky, a ring 𝑅 is called a right (left) Hermite ring if every 1 ×

 2 (2 ×  1) matrix over 𝑅 admits a diagonal reduction. He also called a ring 𝑅 

to be an elementary divisor ring if every 𝑚 × 𝑛 matrix over 𝑅 is equivalent to 

a diagonal matrix  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑑1, 𝑑2 , . . . . , 𝑑𝑚), where 𝑑𝑖  is a total divisor of 𝑑𝑖+1, 

(𝑅𝑑𝑖+1𝑅 ⊆  𝑑𝑖𝑅 ∩ 𝑅𝑑𝑖). We are interested to investigate the diagonalizability 

of matrices over wide class of rings, namely refinement rings, which are a 

generalization of exchange rings. 

Main results 

Dubbertin defined a monoid to be refinement as the following: 
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 A monoid (𝑀, +, 0) is said to be a refinement monoid, if the following 

conditions are satisfied: 

(1) There are no non-zero inverse elements, that means, if x +  y =  0 then,

x =  y =  0. 

(2) M has the refinement property, that is, given 𝑥𝑖  , 𝑦𝑗 ∈ 𝑀, with,  

∑ 𝑥𝑖 = ∑ 𝑦𝑗,  there are,  𝑧𝑖𝑗𝜖 𝑀, 𝑖 < 𝑛, 𝑗 < 𝑚, 𝑛, 𝑚 ∈ 𝑁 𝑎𝑛𝑑 𝑛, 𝑚 ≥ 2,  

such that: 

 𝑥𝑖 = ∑ 𝑧𝑖𝑗𝑗 , 𝑦𝑗 = ∑ 𝑧𝑖𝑗𝑖 .  

We say that a ring 𝑅 is a refinement ring, if the monoid of finitely generated 

projective 𝑅-modules, 

𝑉(𝑅), with the operation 𝑃 + 𝑄 = 𝑃⨁Q,  for all finitely generated projective 

R-modules 𝑃, 𝑄, ℎas the refinement property.  

Let R be a commutative refinement ring and M, N, be two finitely generated 

projective R-modules. Then, 𝑀 ≅ 𝑁 if and only if 𝑀𝑚  ≅  𝑁𝑚 for all maximal 

ideal m of R.  

Also we study the diagolalizability of regular matrices over refinement rings 

based on the cancelation law. 

For the refinement ring R with the following cancellation law,  

2𝑅⨁𝐴 ≅ 𝑅⨁𝐵 ⟹ 𝑅⨁𝐴 ≅ 𝐵, 

Where A, B are finitely generated projective R-modules and B is a generator. It 

is proved that, every regular square matrix over  a refinement ring R admits 

diagonal reduction if and only if every regular matrix, over 
𝑅

𝐽(𝑅)
 admits diagonal 

reduction, while it does not hold in non-refinement rings and by the regular 

matrix, we mean an 𝑚 × 𝑚  matrix 𝐴 such that there exists an 𝑚 × 𝑚  matrix 

𝐵, in which 𝐴𝐵𝐴 = 𝐴.  

 

How to cite: Sheibani Abdolyousefi, M., Bahmani Sangesari, R., Ashrafi, N., (2022) Diagonal Reduction of 

Matrices over Refinement Rings. Mathematical Researches, 8 (3), 132-143 
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 چکیده    اطلاعات مقاله

 

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 90/94/1900 تاریخ دریافت:

 14/11/1900تاریخ بازنگری: 

 10/11/1900  تاریخ پذیرش:

 91/90/1491 تاریخ انتشار: 

 

 های کلیدی: واژه

  ،پذیرتظریف

 ، تصویری

 ،تبادلی

 ،پذیرقطری

 .منظم

 

 

 

های تصویری با تولید متناهی آن، مدولR-گاه تکواره هرنامیم، پذیر میتظریف ۀحلقرا یک  R ۀحلق

مدول تصویری متناهی مولد -M وR ،Nپذیر و جایی تظریفهجاب ۀیک حلق Rپذیر باشد. فرض کنیم تظریف

𝑀باشند. در این صورت،  ≅ 𝑁 آل ماکسیمال اگر و تنها اگر برای هر ایدهm  در حلقهR ،.. 𝑀𝑚 ≅ 𝑁𝑚  

 Qو  Pپذیر های وارونماتریس گاه،شود هرقطری نامیده می ۀلیل یافتتق Rروی حلقه  Aیک ماتریس مستطیلی 

 یک ماتریس قطری باشد. PAQموجود باشند، به طوری که 

 Bکه  Bو  Aمولد دلخواه  متناهیهای تصویری مدول Rیر و خاصیت حذفی زیر برای پذای تظریفحلقه Rاگر  

 مولد نیز است، برقرار باشد،

2𝑅⨁𝐴 ≅ 𝑅⨁𝐵 ⟹ 𝑅⨁𝐴 ≅ 𝐵. 

 تقلیل یافته قطری است.  Rگاه هر ماتریس مربعی منظم روی آن

، تقلیل یافته قطری است اگر R، هر ماتریس منظم روی Rپذیر دهیم، برای هر حلقه تظریفهمچنین نشان می

،تنها اگر هر ماتریس منظم روی حلقه 
𝑅

𝐽(𝑅)
 تقلیل یافته قطری باشد.   

 

، های ریاضیپژوهش .پذیرتظریف ایحلقه روی هاماتریس پذیریقطری (.1491) ، ناهید؛اشرفیرحمان؛ ، سنگسری بهمنی ؛مرجان، عبدالیوسفی شیبانی: استناد

8 (9 ،)149-192. 

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   
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 مقدمه

، Rکنیم که یک حلقه وری میباشند. یادآها یکانی میمام مدولها یکدار و شرکت پذیر و تتمامی حلقه ،در این مقاله

 باشد. ی ، دورRآل با تولید متناهی هر گاه هر ایده،شود نامیده می 1بزوت

𝐴مستطیلی  ماتریس  = (aij)m×n
 Qو  Pپذیر های وارونر گاه ماتریسه ،شودتقلیل یافته قطری نامیده می Rروی  

m×n(aij)منظور از ماتریس قطری ماتریسی مانند  .باشد ییک ماتریس قطر PAQکه موجود باشند به طوری
است، که  

aijبرای هر  = 0  ,i ≠ j . 

تقلیل یافته  ،R( روی 2×1) 1×2هر گاه هر ماتریس  ،راست )چپ( نامید 2را هرمیتی Rلقه ح ]1[ع جلانسکی در مرکاپ

تقلیل یافته قطری  Rدر  n  ×mهر گاه هر ماتریس  نامید 3را حلقه مقسوم علیه ابتدایی Rباشد. او همچنین حلقه یقطر 

,diag(d1,d2به فرم  … ,dm)  که برای هر باشدdi  ، 1 ≤ i ≤ m  یک مقسوم علیه کلی ازi+1d  باشد

(Rdi+1R ⊆ diR⋂Rdi) .دو طرفه تولید شده توسط  آل ایده  یعنی𝑑𝑖+1 های چپ و آلزیر مجموعه اشتراک ایده

قوی دارد. قبل از مطالعه  اییخچهها، تارها روی حلقهقطرپذیری ماتریس ۀالعباشد. مط𝑑𝑖 راست تولید شده توسط

، دیکسون ]2[مله اسمیت ، نویسندگان زیادی از ج]1[، 1491های مقسوم علیه ابتدایی، در سال لانسکی روی حلقهکاپ

ۀ جایی و دامنهجایی و ناجابهبهای اقلیدسی جارا روی دامنه مسألهاین  ]6[سون وبکو جا ]5  [واردن ]9[ورن ودرب ]3[

مقسوم علیه ابتدایی است  ۀمنظم یکه یک حلق ۀثابت کرد هر حلق ]7[جایی مطالعه کردند. هنریکسن هال اصلی جابایده

سریال نامیده   R ۀیک حلق  قطری است. ۀهای سریال تقلیل یافتاد هر ماتریس مربعی روی حلقهنشان د ]1[و لوی در 

–شود هر گاه به عنوان مدول می 𝑅ال و نهای آن با نسبت ترتیب مرتب کلی باشند. مدول سریال باشد یعنی زیر مدولم

های مدول–Rاده از قانون حذفی در تکواره با استف 9های منظمها روی حلقهقطرپذیری ماتریس مسألهبه  ]4 [منکیسی 

قطری است اگر و  ۀتقلیل یافت Rمنظم  ۀثابت کردند که هر ماتریس منظم روی حلقرا مطالعه و مولد تصویری متناهی 

 در خاصیت حذفی زیر صدق کنند. مولد، های تصویری متناهیمدول R–فقط اگر 

2R ⊕ A ≅ R ⊕ B ⟹ R ⊕ A ≅ B 

                                                 
1 Bezout 
2 Hermite 
3 Elementary divisor ring 
9 Regular rings 
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گسترش دادند، و  5های تبادلیهای منظم به حلقهاین نتیجه را از حلقه ]11[پاردو  ، آرا، گودرل، امرا و1477در سال 

های تصویری مدولR–، تقلیل یافته قطری است اگر و فقط اگر برای Rتبادلی  ۀنشان دادند هر ماتریس منظم روی حلق

 ذفی زیر برقرار باشد.رابطه ح Bو  Aدلخواه  مولد متناهی

2R ⊕ A ≅ R ⊕ B ⟹ R ⊕ A ≅ B 

 زیر به صورت Mو هر دو تجزیه  Mمدول R–گاه برای هر را تبادلی نامید هر R ۀیک حلق [11]جع چن در مر

M = A ⊕ B =⊕𝑖𝜖𝐼 𝐴𝑖 

Aiکه  ≅ R  وI باشندیک مجموعه اندیس گذار دلخواه، می ،−𝑅 های مدولA′i ⊆ Ai به طوری که ،موجود باشند 

M = 𝐴 ⊕ (⊕𝑖𝜖𝐼 𝐴′
𝑖). 

 ،اعداد صحیح، تبادلی نیستند. ما علاقمندیم ۀها روی حلقایچند جمله ۀاز جمله حلق ،هاوسیعی از حلقه ۀدستجا که از آن

بیشتر  بررسی کنیم.را  ،6پذیرهای تظریفهای تبادلی، حلقهحلقهتری از وسیع ۀی دستا رور هاپذیری ماتریسقطری

 د.انپذیر ارائه کردهای غیر تظریفنویسندگان مثالی از حلقه ]19 [ع پذیر هستند و در مرجهای شناخته شده تظریفحلقه

جایی هجاب ۀیک حلق Rدهیم اگر کنیم. نشان میپذیر را بررسی میهای تظریفسازی حلقه، موضعیدر بخش دوم

Mگاه آن ،مدول باشند R–و د Nو  Mو  پذیرتظریف ≅ N آل ماکسمال اگر و تنها اگر برای هر ایدهP  حلقه ازR ،

MP ≅ NP . 

ا هایچند جمله ۀکنیم و خاصیت هرمیتی بودن را روی حلقهای هرمیتی را بررسی میبرخی خواص حلقه ،در بخش سوم

دهیم که هرمیتی نباشد. همچنین با هرمیتی ارائه می ۀمثالی از توسیعی از یک حلقکنیم. های توانی بررسی میو سری

از  ،را ]11[پس نتایج مرجع سهرمیتی نیست. ، دهیم که ضرب تانسوری دو جبر هرمیتی.ارائه یک مثال نشان می

 دهیم. پذیر گسترش میهای تظریفهای تبادلی به حلقهقهحل

، هر ماتریس تقلیل یافته قطری است اگر و تنها اگر هر ماتریس R جاییهو جاب پذیرتظریف ۀروی حلق ،دهیمنشان می

 ۀروی حلق
R

J(R)
 باشد. یل یافته قطر میتقل 

 nM (R)باشند. از نماد های راست یکانی میمدول-Rها، مدول–Rهای دوطرفه و لآها، ایدهآلدر سراسر این مقاله، ایده

  nLG (R)،ماتریس همانی ۀنشان دهند 𝐼𝑛 نماد کنیم.استفاده می Rروی  n  ×nهای ماتریس ۀبرای نشان دادن حلق

با عمل  R مولد های تصویری متناهیمدول R-، نیم گروه FP (R)و  Rوارون پذیر روی  n  ×nهای ماتریسخطی گروه 

                                                 
5 Exchange rings 
6 Refinement rings 
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زیر  به صورت آن عمل جمع است که مولد متناهیهای تصویری مدول R–نماد تکواره  V (R)دهد. را نشان میجمع 

 .ستا

  A + B = A ⊕ B  

 دهد.را نشان می Rرادیکال جابکسون  J (R)کنیم و میبرای نشان دادن مجموعه اعداد صحیح استفاده  Zاز نماد 

 پذیرجایی تظریفههای جابحلقه

 پذیر نامید اگر در شرایط زیر صدق کند. را تظریف (M , + , 0)یک تکواره  1412در سال  ]12[دبرتین 

 اگر برای هر یعنی  .هیچ عنصر غیرصفر وارونی موجود نباشد ،Mدر تکواره  -1

 x,y ∈ M ،x +y = 0  آنگاهx = y = 0  . 

 اگر به عبارتی  ،خاصیت تظریف پذیری داشته باشد Mتکواره  -2

∑ xi = ∑ yj، 2 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚,   2 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛n
j=1

m
i=1، 𝑥𝑖 , 𝑦𝑗 ∈ 𝑀  

zij گاه آن  ∈ M موجود باشد که 

yi = Σizij، (n,m ∈ N, j < m , i < n و 𝑛,m ≥ 2) ،xi = Σizij. 

 . برقرار باشد m = n = 2بالا برای حالت  ۀطراب ،کافی است

در پذیر باشد. ، تظریفV (R)، مولد آن های تصویری متناهیمدول R-هر گاه تکواره،  ،نامیمپذیر میرا تظریف R ۀحلق

های تصویری مدول R ۀگاه تکوارای تبادلی باشد آنحلقه Rنشان دادند که اگر  ]13[، کرالی و جانسن 1469سال 

ا پذیر است اماعداد صحیح تظریف ۀپذیر است. اما عکس آن درست نیست. به عنوان مثال حلقمولد آن تظریفی متناه

پذیر است اما لزوماً تبادلی ، تظریف7تصویری آزاد ۀحلقنشان داده شده که هر ]51[تبادلی نیست. همچنین در مرجع 

پذیر بررسی کنیم. و نتایج مرجع های تظریفا را روی حلقههماتریسقطرپذیری تا  نیست. این مسائل ما را ترغیب کرد

 پذیر گسترش دهیم.های تظریفرا روی حلقه ]11[

حلقه  PRو  Rآل ماکسیمال یک ایده P، مولد مدول تصویری متناهی –Rیک  Mجایی، های جابحلقه Rفرض کنید 

MPای موضعی است و حلقه PR ، لذاباشد Rسازی موضعی ≅ M⨂ریالRP  یکPR–  .مدول آزاد است 

                                                 
7 Projective – free ring 
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R MP,از حلقه  Pآل اول باشد به طوری که به ازای هر ایدهموجود  nعدد ثابت  اگر  ≅ RP
nیم یگاه گو، آنM  یکR 

  شود.نامیده می n 1ثابت ۀاز رتب مولد مدول تصویری متناهی

 نیم.کمی بررسیجایی را هپذیر جابهای تظریفحلقهبرخی خواص در این بخش 

گاه باشند، آن مولد های تصویری متناهیمدول N ،-Rو  Mپذیر و یک حلقه جابجایی تظریف R فرض کنید  .1 ۀقضی

  .شرایط زیر معادلند

(1) M ≅ N 

R ،MPاز حلقه  Pآل اول ( برای هر ایده2) ≅ NP  

 ( بدیهی است.2) ⟸( 1اثبات. )

M( فرض کنیم 1) ⟸( 2) ≇ N 4دهای متعامخود توان، ثابت شده است، 1.2 ۀقضی ]16[مرجع چه در مشابه آن 

e1,e2, … ,en ۀاز حلق R که، موجودند به طوری 

M ≅ t11(e1R) ⊕ … t1k(ekR)   وN ≅ t21(e1R) ⊕ … ⊕ (t2kekR). 

1پس  ≤ j ≤ k  که موجود است به طوریej ≠ t1jو  0 ≠ t2j چون .𝑒𝑗  آل اول ایدهپوچ توان نیست، لذاP  ازR 

ejموجود است که  ∉ P  برای هرi ≠ j  چونeiej = eiلذا  0 ∈ Pبنابراین .،  

MP ≅ 𝑀𝑅⨂𝑅P ≅
k

⊕
i = 1

t1i(eiR)⨂𝑅Rṗ 

i اگر  ≠ j چون ei ∈ P ،  لذا. 1 − e𝑖 ∉ P 1)همچنین − ei)ei = 0  = 0 PR ، eiR⨂RP ≅
ei

1
. 

 بنابراین

. MP ≅ t1jRP  به طریق مشابه ،لذا، 𝑁𝑝 ≅ 𝑡2𝑗𝑅𝑝. 

MP بنابراین، 11.دارای بعد ثابت پایاست وجایی است هجابای حلقه PR همچنین ≇ NP .که تناقص است 

و از  دمول مدول تصویری متناهیR–هر  در این صورت، .پذیر باشدجایی تظریفهجاب ۀیک حلق R فرض کنید. 1 ۀنتیج

 آزاد است.  ،ثابت ۀرتب

 ،باشد. داریم nثابت  ۀو از رتب مولد مدول تصویری متناهی -Rیک  M فرض کنید اثبات:

M ≅ RP
n ≅ (Rn)P 

                                                 
1 Constant rank 
4 Orthogonal idempotent 
11 Invariant basis number 
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 آزاد است.  M، 1 ۀاست. بنا بر قضی R ۀآل اولی از حلقایده P ،که

  m, nهر گاه اعداد طبیعی  ،آزاد نامید طور پایدار را به P مدول تصویری متناهی مولدR–یک  ]11  [مرجع چن در

𝑃موجود باشند به طوری که  ⊕  R𝑛 ≅ 𝑅𝑚. 

 مدول به طور پایدار آزاد، آزاد است.  Rه هر اگآن .جایی باشدهپذیر جابیک حلقه تظریف  Rدفرض کنی .2 ۀنتیج

 اثبات بدیهی است. ، 1طبق نتیجه  اثبات:

–پذیر وایی تظریفجهیک حلقه جاب R د،فرض کنی .2 ۀقضی 𝑅 ، 𝑀و 𝑁 در این  .باشند مولد های تصویری متناهیمدول

 ،شرایط زیر معادلند صورت

(1 ) M ≅ N 

(2 ) MP ≅ NP مال سیاکبرای هر ایده آل مP  از حلقهR . 

 ( بدیهی است. 2) ⟸( 1) اثبات:

M( فرض کنید 1) ⟸( 2) ≇ Nهای متعامد، خود توان]16[مرجع از .  1.2 ۀ، بنابر قضی e1, … ,𝑒𝑘 ∈ 𝑅  و اعداد

 ،موجودند به طوری که ijtصحیح نامنفی 

N ≅ t21(e1R) ⊕ t22(e2R) … ⊕ t2k(ekR)   

M ≅ t11(e1R) ⊕ t12(e2R)⨁ … ⨁t1k(ekR) 

Mچون  ≇ N  1سپس ≤ j ≤ k به طوری که موجود است، ej ≠ .و  0 t1j ≠ t2j یمال سال ماکایده لذاP ۀاز حلق R 

ejکه موجود است  ∉ P  در غیر این صورت ، زیراej ∈ J(R)  لذا وej = ejکه با این است با  که متناقض 0 ∉ P . 

iاز طرفی به ازای هر  ≠ j ،= 0 je ie . گیریم که نتیجه می ،1 ۀبا روشی مشابه قضیحالM ≅ N. 

0جایی و های جابحلقه Rد، فرض کنی ≠ x ∈ Rقرار دهید .،  

, S = {1,x,x2, … } 𝑅(𝑥)  = S−1𝑅 . 

های مدول –N، Rو  Mفرض کنیم . n, … , f1 R = (f(پذیر باشد و جایی و تظریفهای جابحلقه Rد فرض کنی .3 ۀقضی

 شرایط زیر معادلند. در این صورت  باشندمولد تصویری متناهی 

(1 )M ≅ N. 

(2 )M(fi) ≅ N(fi)  1برای هر ≤ i ≤ n . 

 ( بدیهی است. 2) ⟸( 1)

fiباشد، چون  Rیک ایده آل اول  P ( فرض کنید1) ⟸( 2) ∈ R، R = (f1,…..,fn) موجود است کهfi ∉ P  لذا 
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fi ∈ R − P .دفرض کنی T = R – P . در این صورت 

MP ≅ T−1M(fi) 

 ،به طریق مشابه

NP ≅ T−1N(fi) 

 چون 

M(fi) ≅ N(fi) 

 داریم، 

MP ≅ NP  

Mگیریم که نتیجه می ،1 ۀطبق قضی ≅ N. 

باشند  مولد های تصویری متناهیمدول N، - R و  a∈R ،M جایی،هپذیر جابتظریف ایحلقه R دفرض کنی .3 ۀنتیج 

 گاه شرایط زیر معادلند:آن

(1) M ≅ N   

(2)  𝑀(1−𝑎) ≅ N(1−a)  وM(a) ≅ N(a)  

 بدیهی است. اثبات:

 پذیرفیهای تظرها روی حلقهپذیری ماتریسهای هرمیتی و قطریحلقه

 کنیم.های هرمیتی را بررسی میدر این بخش برخی خواص حلقه

1هر گاه هر ماتریس ،هرمیتی نامیم ۀرا یک حلق R ۀحلق × 2و هر ماتریس  2 ×  تقلیل یافته قطری باشد.  ، Rروی  1

صورت  در این  = 4ZR [x]د رض کنیف .1مثال 
R

J(R)
 هرمیتی نیست.  Rای هرمیتی است ولی حلقه 

.واضح است که  اثبات: J(R) = {0̅,2̅}[x]  بنابراینR

J(R)
 ≅ Z2 [x]  در آل اصلی و لذا هرمیتی است. ایده ۀکه یک دامن

 ذا هرمیتی نیست. ل ت نیست وحلقه بزو Rبنابراین  دوری نیست.که ،است  Rآلی از حلقه ، ایدهI = 2R + xRکه  حالی

در  .باشد تای بزوحلقه R [[x]]به طوری که  ،باشد Rیک متغیر روی  xای هرمیتی و حلقه R ،دفرض کنی  .1 ۀگزار

 این صورت

 R [[x]]  .هرمیتی است 
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:ψ دفرض کنی برهان: R⟦x⟧ → R ۀطبا ضاب ψ: (f(x)) = f(0) .در این صورت، kerψ ⊆ J(R⟦x⟧)  وψ  همریختی

R⟦x⟧پوشاست. بنابراین 

kerψ
≅ R  دهد نشان می که

R⟦x⟧

kerψ
 R⟦x⟧،]15[طبق مرجع .است تبزو R⟦x⟧هرمیتی است، چون  

 هرمیتی است. 

 ۀ، حلقRنشان داد که برای هر حلقه ، 3لم  [16] ، در مرجعتهای بزوخود روی حلقه ۀدر مطالع (Toganbaev)تگانبیو 

∋eو خود توان  S تبزو 𝑆  موجودند به طوری کهR ≅ eSe.  بنابراین برای هر حلقهR  و هر خودتوانe حلقه ،eRe 

یک حلقه هرمیتی است همچنان  eRe، تحت چه شرایطی Rکه برای هر حلقه هرمیتی  مسألهنیست. این  تلزوماً بزو

 ال باز است. ؤیک س

ی هرمیتی هستند جبرها F[y]و  F[x]د در این صورت نباش Fدو متغیر روی  yو  xیک میدان و  Fدفرض کنی .2مثال 

 جبر هرمیتی نیست. Fیک  F[x]⨂𝐹F[y] اما

. از 5. 2 ۀهستند پس بنابر قضی تبزو ۀجایی هستند لذا دامنهدامنه ایده آل اصلی جاب F [y]و  F [x]چون  اثبات:

F[x]⨂𝐹F[y] در حالی که، هرمیتی هستند. F [y]و  F [x]، ]1[مرجع  ≅ F[x,y] و F [x , y] ا زیر نیست. تبزو

 آلایده

 I = (x, y) .پس این جبر هرمیتی نیست.  دوری نیست 

r|(r,m)}دو مدول باشد در این صورت مجموعه  R – Rیک  Mو  ۀیک حلق  Rد فرض کنی ∈ R, m ∈ M}  با دو

 شود. نشان داده می T (R ,M)شود و با نماد نامیده می 11توسیع بدیهی ۀدهد که حلقعمل زیر تشکیل یک حلقه می

∀r1, r2 ∈ R, m1, m2 ∈ M,  (r1, m1) + (r2, m2) = (r1 + r2, m1 + m2) 

(r1, m1). (r2, m2) = (r1r2, r1m2 + m1r2) 

T(R,M)واضح است که  ≅ {(
a b
0 a

) a ∈ R, b ∈ M} . 

 شود. دیهی آن انتقال داده نمیبه حلقه توسیع ب Rدهیم که خاصیت هرمیتی بودن از حلقه حال نشان می

 کنیم. و بودن را بیان مییتانژک FP–ابتدا مفهوم 

 ،Nمدول با نمایش متناهی  R–شود هر گاه برای هر انژکتیو نامیده می M ،FPمدول  R–یک  ]17[بنابر مرجع 

 (N , M) = 0 1txE. اضح است که وExt1(Z4,Z) ≠ یو نیست. همچنین انژکت -Z ،FPدهد حلقه که نشان می 0

 بدیهی نداشته باشد. هر گاه هیچ پوج توان غیر، شود.نامیده می 12، کاهشیRیک حلقه 

                                                 
11 Trivial ring extension 
12 Reduced ring 
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 ال با تولید متناهی آن با نمایش متناهی باشد. شود. هر گاه هر ایدهنامیده می 13منسجم R ۀیک حلق

R به صورت، Rحلقه  دفرض کنی .3مثال  = {(
a b
0 a

) |a,b ∈ Z} رت باشد. در این صوR ای غیر هرمیتی است، حلقه

 حلقه هرمیتی است.  Z ،در حالی که

ای حلقه Rد یک حلقه مقسوم علیه ابتدایی و لذا هرمیتی است. فرض کنی Z ، ]11 [ از مرجع 1.2.6 ۀبنا بر قضی برهان:

 Rبا مثال بالاست. لذا انژکتیو است که متناقض  FP–ای بزو و حلقه Z ،]17[مرجع  3. 3لذا بنابر نتیجه  ،هرمیتی باشد

 هرمیتی نیست. 

,m، برای هر دو عدد طبیعی  ]11[مرجع  بر بنا nتی خیمرک هیf ∈ HomR(nR , mR) گاهشود هرمنظم نامیده می 

gتی خیمره ∈ HomR(nR , mR)  موجود باشد به طوری کهfgf = f . 

 دهیم.پذیر تعمیم میهای تظریفآن را به حلقهما  ،ی اثبات شده استلهای تبادبرای حلقه ]11[زیر در مرجع  ۀگزار

n) ر،پذیریفای تظحلقه R دفرض کنی .2ۀگزار ≥ m) ،f ∈ 𝑀𝑚×𝑛(𝑅)  ،در این صورت  .منظم باشدf ۀتقلیل یافت 

,𝐾𝑒𝑟(𝑓)برای ،های زیرقطری است اگر و فقط اگر تجزیه 𝐼𝑚(𝑓), 𝐶𝑜𝑘𝑒𝑟(𝑓)  .موجود باشند 

   . Ker(f) = K1⨁ … ⨁𝐾𝑛   , Im(f) = I1⨁ … ⨁Im  , Coker(f) = 𝐶1 ⨁ 𝐶2 … ⨁Cm   

 به طوری که، 

Kj⨁Ij ≅ Cj⨁Ij ≅ R  برای هرj = 1 , … , m و. j = m + 1 , … , n  برای هر ≅ R. 

mاگر  و ≥ n گاه آنf قطری است اگر و تنها اگر  ۀتقلیل یافت 

Coker(f) = 𝐶1⨁ … ⨁Cm ، Im(f) = I1⨁ … ⨁In   و𝐾er f = K1⨁ … ⨁Kn  

 به طوری که 

   Kj ≅ R,    j=n + 1 … ,m  ،Kj⨁Ij ≅ Cj⨁Ij ≅ R,  j = 1 … ,n. 

 است.  ]11[. از مرجع 3. 2 ۀاثبات شبیه اثبات گزار برهان:

 ،د به طوری کهنهای با تولید متناهی باشمدول R, C, I, K-د فرض کنی

nR ≅ K⨁I  و(n ≥ m)mR ≅ R⨁C. 

 ،ها در صورت وجود به شکلیک تظریف قطری برای این تجزیهدر این صورت  

C1 ⨁ 𝐶2 … ⨁Cm  ،I = I1 ⨁ 𝐼2 … ⨁In ،K = K1 ⨁ 𝐾2 … ⨁Kn 

                                                 
13 Coherent ring 
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 به طوری که باشد،می

Kj⨁Ij ≅ Cj⨁Ij ≅ R, i =  m + 1 , … , n, j =  1, … , m.   ،Ki ≅ R  

–  ،اعداد طبیعی mو  nپذیر باشد. ای تظریفحلقه  Rدفرض کنی .1لم  R  ،Cو  I ، Kبا تولید متناهی باشند  یهامدول

 و

nR ≅ K⨁I  ،mR ≅ R⨁C  وn ≥ m  همچنین .K ≅ K′⨁X  وC ≅ C′⨁X 

. و 𝐾′  ،Xهایمدول R–برای  𝐶’تجزیه ،گاهآن ،های بالا دارای تظریف قطری باشنددر این صورت اگر تجزیه 

nR ≅ K⨁I و mR ≅ R⨁C 

 دارای تظریف قطری است. 

 است.  ]11[ز مرجع ، ا2.2 ۀبرهان گزارمشابه  برهان:

 دهیم. پذیر تعمیم میتظریف ۀشد که ما آن را برای حلق برای هر حلقه تبادلی ثابت ]11[زیر در مرجع  ۀقضی

2R⨁Aپذیر با این خاصیت که فای تظریحلقه Rد فرض کنی  .0 ۀقضی ≅ R⨁B کند که  ایجابR⨁A ≅ B برای 

 –R های تصویری با تولید متناهی مدولB  وA  کهB  مولد نیز باشد. در این صورت هر ماتریس مربعی منظم رویR 

 قطری است.  ۀتقلیل یافت

:fفرض کنیم  برهان: nR → nR یک ماتریس منظم باشد، قرار دهید، 

Kerf = K ،Im (f) = I  وCoker (f) = C، 

 صورت،توانند به می Cو  I , Kنشان دهیم که  ،کافی است،1طبق لم 

K = K1 ⨁ 𝐾2 … ⨁Kn  ،I = I1⨁. . . In  وC = C1⨁. . . ⨁Cn 

 طوری کهبه باشند، 

Kj⨁Ij ≅ Ij⨁Cj ≅ R  هر  برای j = 1 , … , n . 

 ،]9 [  عاز مرج 19. 1.  1یک همریختی منظم است طبق لم  fچون 

𝐾⨁I ≅ I⨁C ≅ nR. 

K⨁Iی تظریف پذیر است و حلقه R همچنین ≅ I⨁C  برای–R مولد های تصویری متناهیمدولI  ،K  وR. پس 

 R- 1های مدولK  ،2K  1وI  2وI موجودند به طوری که، 

K = K1⨁K2  ،I = I1⨁I2  ،K1⨁I1 ≅ I  وK2⨁I2 ≅ C 

 اشیم. های زیر داشته بیک تظریف قطری برای تجزیه ،کافی است ،1طبق لم 

nR ≅ K1⨁(I⨁K2) ≅ (I⨁K2)⨁I2 
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یک مولد  Iیکریخت است و لذا  2Iبا جمعوند مستقیمی از  nRو  Iبا جمعوندی از  Kکه  ،توان فرض کردبنابراین می

 است. 

 های حال از یکریختی

nR ≅ K⨁I ≅ I⨁C ≅ (n − 1)R⨁R 

 و

(n − 1)R⨁C ≅ K⨁I⨁C ≅ (n − 1)R⨁(R⨁K) 

 ،داریم مرتبه n – 1حذفی فرض،  ۀکار بردن رابطه ا بست. با دیک مول R⨁K شود کهتیجه مین

R⨁K ≅ R⨁C. 

های تصویری با مدول R–های تصویری با تولید متناهی هستند مدول C ،-Rو  R ،Kپذیر و ای تظریفحلقه Rچون 

 به طوری که  ،موجودند 2Cو  R 2, R 1C ,1تولید متناهی 

R ≅ R1⨁R2 , C ≅ C1⨁C2, 

R1⨁C1 ≅ R , C2⨁C2 ≅ k. 

 های زیر داشته باشیم.یک تظریف قطری برای تجزیه ،کافی است 1 ۀطبق گزار

R2⨁(I⨁C2) ≅ (I⨁C2)⨁C1. 

 چنان موجود است که  E مولد مدول تصویری متناهی Rتوان فرض کرد که این تجزیه می بنابر

E⨁K ≅ E⨁C ≅ R. 

 توان نوشتپس می

nR⨁E ≅ 2R⨁(n − 2)R⨁E ≅ K⨁I⨁E ≅ R⨁I. 

 را از طرفین تجزیه بالا حذف کرد و داریم Rتوان مولد هست طبق فرض می Iچون 

(n − 1)R⨁E ≅ I. 

 بنابراین

I ≅ E⨁R⨁ … ⨁R, K ≅ K⨁0⨁. . . +0، C ≅ C⨁0 + ⋯ + 0 

 شود. . نتیجه حاصل می1 ۀو طبق گزار

 ت حذفیهای تظریف پذیر را با استفاده از خاصیهای منظم روی حلقهخواهیم قطری پذیری ماتریسزیر می ۀدر نتیج

 بررسی کنیم. 9 ۀقضی

تقلیل یافته قطری  Rروی  n  ×mپذیر باشد. در این صورت هر ماتریس منظم یک حلقه تظریف Rفرض کنیم . 0 ۀنتیج

 برقرار باشد.  مولد های تصویری متناهیمدول R–برای  ،خاصیت حذفی زیراگر و تنها اگر ،است

2R⨁A ≅ R⨁B ⟹ R⨁A ≅ B. 
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ها از حلقه پذیری ماتریسخاصیت قطرینشان داده شد که ، 1در مثال 
R

J(R)
 ۀشوند. در گزارانتقال داده نمی Rبه حلقه  

 کنیم. زیر این موضوع را تحت شرایط خاص بررسی می

پذیر باشد به طوری که هر ماتریس منظم روی تظریف ۀیک حلق R دفرض کنی. 5 ۀقضی
R

J(R)
باشد  یقطر ۀتقلیل یافت 

 تقلیل یافته قطری است.  Rظم روی گاه هر ماتریس منآن

 برهان:

 طوری که تصویری با تولید متناهی باشند بههای مدول- B ، R و  A دفرض کنی

2R⨁A ≅ R⨁B 

 ین داریم،ابنابر

2
𝑅

𝐽(𝑅)
⨁

𝐴

𝑅𝐽(𝐴)
≅

2𝑅⨁𝐴

𝐽(2𝑅⨁𝐴)
≅

𝑅⨁𝐵

𝐽(𝑅⨁𝐵)
≅

𝑅

𝐽(𝑅)
⨁

𝐵

𝑅𝐽(𝐵)
. 

چون هر ماتریس منظم روی 
𝑅

𝐽(𝑅)
  ،9قلیل یافته قطری است طبق نتیجه ت 

𝑅

𝐽(𝑅)
⨁

𝐴

𝑅𝐽(𝐴)
≅

𝑅

𝑅𝐽(𝑅)
. 

R⨁A.های تصویری با تولید متناهی هستند پس،، هر دو مدول𝐴 و 𝑅چون  ≅ 𝐵 شود. حکم حاصل می 9 ۀطبق نتیج 
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قا یابد، ارتعلمی و نگارشی  دایی از نظر کیفیتابت ۀشدندکه نسخ باعث ،از داوران محترم که با ارئه نظرات ارزشمند خود
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