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Introduction 

Suppose that X is a Banach Space with topological dual space 
*.X We will 

denote by 
*, : X X     the duality pairing between X and  

*X . For 

X , we denote by bd the boundary points of Ω and by int  the interior 

of Ω. Also we will denote by   the real nonnegative numbers. Let T be a set-

valued map from X  to 
*X . The domain and graph of T  are, respectively, 

defined by 

    

        * * *

: : ,

gr : , : , .

D T x X T x

T x x X X x D T x T x

  

    
 

We recall that a set valued operator T is monotone if  
* *, 0,y x y x      

for all ,x y X  and   * *( ), .x T x y T y   For two multivalued operators 

T  and S we write T S  if S is an extension of T , i.e., grT grS . A 

monotone operator is called maximal monotone if it has no monotone extension 

other than itself.  

In 1988, The Fitzpatrick function of a monotone operator was introduced by 

Fitzpatrick. The Fitzpatrick function makes a bridge between the results of 

convex functions and results on maximal monotone operators. For a monotone 

operator T , its Fitzpatrick function is defined by 

     *

*

* * * *

, gr

: { },

, sup , , , .
y y T

F X X

F x x x y y x y y


  

        
 

It is a convex and norm to weak-star lower semicontinuous function.  

Let  :f X   be an extended real-valued function. Its effective 

domain is defined by  dom( ) : : ( ) .f x X f x    The function is 

called proper if dom( )f  . Let f  be a proper function. The 

subdifferential (in the sense of Convex Analysis) of f  at  domx f  is 

defined by  

       * *: : , .f x x X x y x f y f x y X           
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Given a proper function f  and a map  :dom f  , then f  is called 

 -convex if  

 

             1 1 (1 )min ,f tx t y tf x t f y t t x y y x        

 

for all ,x y X and for all [0,1].t  

Given an operator T  and a map  : D T  . Then T is called  -

monotone if for all ,x y X  and  * *( ),x T x y T y   we have  

     * *, min , || || .y x y x x y y x         

Also T is called maximal  -monotone if it has no  -monotone extension other 

than itself. We recall for a proper function f  the  -subdifferential of f  at 

 domx f  is defined by 

 

        * *: : , || || ,f x x X x y x f y f x y y x y X            

 

and  f x   if  domx f .  

 Main results 

 The definition we use for the Fitzpatrick function is the same as for monotone 

operators. 

Assume that f is a proper  -convex function its conjugate is defined by  

 

      

* *

* * *

: ,

sup , : dom .

f X

f x x x f x x f

  

    
 

First we have the following refinement of the Fenchel-Moreau inequality:  

 
   

     

* * *

* *

dom

,

, sup || || , ,Ey f

x x f x f x

x x y y x x x x 


   

       
 

where E is the indicator function and     dom : 0E x f x   . 

Also we have the following refinement, when f is a proper,  -convex and 

lower semicontinuous function and f  is a maximal  -monotone operator: 

 

   

* *

*

dom

, ,

, sup || ||.

f

y f

x x F x x

x x y y x









  

   
 

Moreover, we approach generalized monotonicity from the point of view of the 

classical concept of polarity. Besides, we introduce and study the notion of 

generalized monotone polar of a set A. Moreover, we find some equivalent 

relations between polarity and maximal generalized monotonicity. 

  

How to cite: Alizadeh, M. H. (2022). Generalized monotone operators and polarity approach to generalized monotone 

sets.  Mathematical Researches, 8 (4), 151-163.  
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 یافتهتعمیم یکنوای هایمجموعه قطبیِ رویکرد و یافتهتعمیم یکنوای عملگرهای
 

  1علیزاده  حسین محمد

 

  m.alizadeh@iasbs.ac.ir ایران. رایانامه: زنجان،، زنجان پایه علوم تکمیلی تحصیلات دانشگاه، ریاضی دانشکده ،مسئول نویسندۀ. 1
 

 چکیده                   اطلاعات مقاله

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 

 11/11/1938 :افتیدر خیتار

 18/11/1933: بازنگری خیتار

 11/11/1933: رشیپذ خیتار

 11/11/1411: انتشار خیتار

 

 

  های کلیدی:واژه

 ،یکنوا-  و یکنوا عملگرهای

  ،موراِ - فنچل نامساوی

  ،فیتزپاتریک تابع

 یکنوا هایمجموعه قطبی

 .یکنوا- و

 

 
 

 

شود و سپس با استفاده از تابع داده میمحدب تعمیم -توابعموراِ به  -ابتدا نامساوی فنچل

ود. در ادامه، شموراِ تعمیم یافته ارائه می -فیتزپاتریک تعمیم یافته، تظریفی برای نامساوی فنچل 

 د. گیرمورد مطالعه قرار می معرفی شده و نتایج مرتبط با آن یکنوا-های رویکرد قطبی مجموعه

 
 

 
 

های پژوهش. یافتهتعمیم یکنوای هایمجموعه قطبیِ رویکرد و یافتهتعمیم یکنوای عملگرهای(. 1411)؛ محمدحسین ،علیزاده :استناد
 .111-139(، 4) 8، ریاضی

  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه.  ۱

ز ا X*و  X جفت دوگانی بینبرای طبق معمول، باشد.  X* یک فضای باناخ با دوگان توپولوژیک X کنید که فرض

,*نماد : X X    برایهمچنین، . کنیممی استفاده x X  0وr  مرکز  گوی باز بهx شعاع و بهr  را با

   , :|| ||B x r y X x y r    مقالهدهیم. در این نشان می، B و *B ترتیب برای نشان دادن گوی یکه بسته را به

کنید دهیم. فرض نشان می کار خواهیم برد. همچنین مجموعه اعداد حقیقی نامنفی را با هب X*و X فضاهای باناخ

 ناتهی از  ۀمجموعیک زیرX ترتیب با نمادهای را به باشد، درون، بستار و مرز آنint ،cl  وbd دهیم. می نشان 

فرض کنید که 
*

: 2XT X   عملگری مجموعه مقدار ازX  به *X باشد. در این صورتT برای  را یکنوا گویند هرگاه

x,هر  y X  و برای هر * *( ),x T x y T y   میباشداشته 

 * *, 0.y x y x     

 شوند:شکل زیر تعریف می ترتیب به به T( گراف)نمودار دامنه و 

 
    

        * * *

: : ,

gr : , : , .

D T x X T x

T x x X X x D T x T x

  

    
 

Tنویسیم عملگرهایی مجموعه مقدار باشند، میSو  T کنیم کهفرض می S  اه گهرS   توسیعیک T  یعنی ؛باشد 

.gr grT S باشد. غیر خودش( نیک عملگر یکنوا را یکنوای ماکسیمال گویند هرگاه دارای هیچ توسیع یکنوای دیگری )به

 دهیم.ارجاع می [6] مند را بهعلاقه ۀخوانندمختصر عملگرهای یکنوا  ۀبیشتر و تاریخچ ۀبرای مطالع

با معادلات با مشتقات  این مطالبو ارتباط  کنوای یعملگرها ۀمطالع یرا براتابعی  [۸۸]در  کیتزپاتریف سایمون، ۸۸۱۱در سال 

 .نامندیم کیتزپاتریتابع را تابع ف نیمحدب، ا زیآنال یامروز اتیکرد. در ادب یمعرف یجزئ

دیفرض کن .) تابع فیتزپاتریک( ۱.۱ تعریف
*

: 2XT X  وابسته به آن به کیتزپاتریفباشد. تابع  عملگری مجموعه مقدار 

 شودصورت زیر تعریف می

     *

*

* * * *

, gr

: { },

, sup , , , .
y y T

F X X

F x x x y y x y y


  

        
 

دهه مورد توجه واقع نشد ولی بعد از آن مقالات متعدی در مورد آن نوشته شد و به یکی از مدت یک  به کیتزپاتریتابع ف   

ره، محدب ، تابعی سکیتزپاتریفلازم به یادآوری است که تابع  .شدتبدیل  ی یکنوایز محدب و نظریه عملگرهاآنال مهم ابزارهای

 پیوسته پایینی است. نیم ،ستاره ضعیف درنرم  با توپولوژی و
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 اختصاص بعدی هاینیاز در بخش مورد اصلی روابط مفاهیم، تعاریف و به ۲ بخش: به این شرح است مقاله اینهای بخش

 - لفنچنامساوی  سپس .پردازدمیفیتزپاتریک تعمیم یافته یکنوا و تابع -عملگرهای به مطالعه  ۳بخش  است. شده داده

تعمیم  یِموراِ -فنچل با استفاده از تابع فیتزپاتریک تعمیم یافته، تظریفی برای نامساوی  شود وبیان می یافتهتعمیم یِموراِ

و بعد نتایج مرتبط با آن مورد مطالعه  شودمی معرفییکنوا -های مفهوم قطبی برای مجموعه ۴بخش  در .شودیافته ارائه می

  گیرند.قرار می

 

مفاهیم و تعاریف مقدماتی  .۲  

 .کنیممیمعرفی داریم نیاز آنها  به بعدهای بخشدرکه  را قضایایی و تعاریف مفاهیم، بخشاین در 

فرض کنید که :f X   با ثر آن راؤیک تابع باشد. دامنه م dom( )f کنیمنشان داده و تعریف می 

 dom( ) : : ( ) .f x X f x    

)epi را با  f)بالاگراف(  ۸بر آن اپیگراف علاوه )fکنیمنشان داده و تعریف می 

    epi( ) : , : .f x r X f x r     

)dom.گویند هرگاه  ۲را سره fهمچنین تابع  )f   

را محدب گویند هرگاه برای هر  fسره  کنیم که تابعیادآوری می , domx y f  0,1[و هر[t داشته باشیم 

        1 1 .f tx t y tf x t f y    
 

ینک فرض کنید که ا :f X    فنچلتابعی سره باشد. زیردیفرانسیل f  را در نقطه domx f  با  

 f x کنیمنشان داده و تعریف می  

      * *: : , .f x x X x y x f y f x y X         
 

 . f x    قرار میدهیم  domx f     چنانچه 

حال فرض کنید که  :f X   کنیم کهیادآوری می [۸۳،۸۴] تابعی سره باشد. ازf را - گویندمحدب 

a,هرگاه برای هر  b X  0,1[و[ داشته باشیم 

          1 1 1 || || .f a b f a f b a b              

                                                      
1 epigraph 
2 proper 
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 را به صورت تابع فیتزپاتریک  که بهتر است رسدنظر می در نگاه اول، به

        *

* * *

, gr
, sup , , min{ , }|| ||T y y T

F x x x x y x y y x y x 


     

 صورت بهیا  

      *

* * *

, gr
, sup , , || ||T y y T

F x x x x y x y y y x


     

X*های بزرگتری از مجموعهزیرتعریف تابع روی این  هر چند با تعریف کنیم؛  X شود ولی خواص اساسی مانند سره می

 یکنوا-عملگرهایبرای تابع فیتزپاتریک را طبیعی است که  رو،این دهد. ازپیوسته پایینی بودن را از دست میو نیممحدب بودن 

 . [۸] همانند عملگرهای یکنوا تعریف کنیمنیز 

فرض کنید که . ۳.۱ تعریف
*

: 2XT X   عملگری-صورت زیر تعریف  وابسته به آن به کیتزپاتریفتابع  اشد.نوا بیک

 شودمی

     *

*

* * * *

, gr

: { },

, sup , , , .
y y T

F X X

F x x x y y x y y


  

        
 

 پیوسته پایینی است. نیمبا توپولوژی نرم در ضعیف ستاره، در این حالت نیز تابعی محدب و  کیتزپاتریتابع ف

 

 کنیم:می ارائه [۸]از آید را حساب مییکنوا به -به عملگرهای کیتزپاتریف هیقض تعمیمه کزیر  ۀابتدا قضی

فرض کنید که  .۳.۱ ۀقضی
*

: 2XT X  عملگری -دراین صورت اشد.نوای ماکسیمال بیک 

   * * * *, , , , .TF x x x x x x X X       

هرگاه *, grx x T ،شود. اگرمی نامساوی فوق تبدیل به نامساوی اکید  *, grx x T   و  0x  ، گاه آن

 شود.مینامساوی تبدیل به تساوی 

 دهیم:محدب تعمیم می-توابع  را به  موراِ -فنچل در زیر نامساوی 

فرض کنید که  :f X    تابعی-کنیمصورت زیر تعریف میبه دوج آن را تابع مزد. محدب باش  

 

      

* *

* * *

: ,

sup , : dom .

f X

f x x x f x x f

  

    
 

 شود کهن صورت از تعریف معلوم میدر ای
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* * *

* *

* *

dom

, , , || ||

|| ||

sup || ||.

n n n n n n n

n n

y f

x y y x y x y f y f x y y x

f x f x y y x

f x f x y y x








            

   

   

 

نامساوی مطلوب  nکهحد وقتیبا گرفتن  در نتیجه FFشود.حاصل می 

 یافت. [۸،۸9] هایتوان در مرجع: کاربردهایی از این مفاهیم و نتایج را میتوجه

 

  یکنوا-های مجموعهرویکرد قطبی  .0

دهیم. برای می گسترشیکنوا - هایمجموعهعملگرهای یکنواست به  به که راجع را  [۸5]در این فصل برخی از نتایج  

دهیم. تعمیم یکنوا -های یکنواست به مجموعه-مورد عملگرهای  که در را [۴]چند تعریف از نیاز داریم  این منظور ابتدا

 اند.مطالعه شده [۲،۱]یکنوا در مراجع همچنین مفهوم قطبی برای عملگرها و عملگرهای شبه

D کنید فرض  .0.۱ تعریف X  و: D   یک نگاشت باشد. زیر مجموعه*A D X   را-یمیکنوا گوی 

هرگاه برای هر    , , ,x x y y A   

, min{ ( ), ( )} .x y x y x y x y        ‖ ‖ 

A'یکنواست و -که A'برای هر  گویند هرگاه ۳ماکسیمالیکنوای - را Aیکنوای - ۀهمچنین مجموع A داشته

A' باشیم A. 

D کنید فرض  .0.۲تعریف  X و: D  های یک نگاشت باشد. زوج   , , ,x x y y A    را گوییم که

 دارند هرگاه  ۴یکنوایی- ۀرابط

, min{ ( ), ( )} .x y x y x y x y        ‖ ‖ 

Dاینک فرض کنید که  X  و: D  بازتابی و تقارنی  ۀیک نگاشت باشد. رابط  را رویD X   به این

 گیریم: صورت در نظر می

    , * , *x x y y  ۀها رابطاگر آناگر و فقط -.یکنوایی داشته باشند 

Dفرض کنید که .  0.۳تعریف  X   و: D   در این صورت قطبی  .یک نگاشت باشد -  یکنوایی

A D X    را باA کنیمنشان داده و تعریف می 

                                                      
3 Maximal  monotone 
4 -monotonically related 
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        : , : , , , , .A x x D X x x y y y y A          

Dدر  یمجموعه تمام اعضای Aدر واقع، X   است که با همه اعضای( , )y y A  ۀرابط - .یکنوایی داشته باشند 

Aنگاشت همانند حالت یکنوایی  لازم به ذکر است که A زیر برقرار  ۀرو گزاراز این [5،۸5] .یک نگاشت قطبی است

 است.

iبرای هر iAو  A ،Bباشد. اگر یک مجموعه اندیس Iفرض کنید که  .0.۱ ۀگزار I هایی اززیر مجموعه D X  

 :گاه احکام زیر برقرارندباشند، آن

الف(  i I i i I iA A
 

 ؛ 

Aب(  A؛ 

Aپ(  A ؛ 

Aت(  B B A   ؛ 

Xث(  X   . 

 یکنوای ماکسیمال گسترش داد -یکنوا را به یک مجموعه  - هر مجموعهتوان ای از لم زرن، میعنوان نتیجه به

 یکنوا ثابت شده است، عمل کنید.(.-که این مطلب برای عملگرهای [۳]منبع  ۳.۲ ۀ) همانند گزار

ته ب Aطور معمول نگاش A   را نگاشت -  و بستارA   را -  بستارA  همچنین  [۸5] .نامندمی

*A D X   را-  بسته گویند هرگاهA A . 

 یکنوا تعمیم داده شده است.-های برگرفته شده و به مجموعه [۸5]زیر از  ۀاثبات گزار ۀاید

Aفرض کنید  .0.۲ ۀگزار D X  :در این صورت احکام زیر معادلند . 

 یکنواست؛ -ای مجموعه Aالف( 

Aب(  A؛ 

Aپ(  A ؛ 

 یکنواست. -ای مجموعه Aت( 

 است. ۴.۸اثبات معادل بودن )الف( و )ب( نتیجه فوری تعریف  هان.رب

 شود.قسمت )ت( حاصل می ۴.۸ ۀ)پ( از گزارحکم )ب(

 آید. دست می های )الف( و )ب( همین گزاره به)ت( از معادل بودن قسمتحکم )پ(

کند قسمت )ب( ایجاب می ۴.۸ ۀدر این صورت گزاریکنوا باشد. -ایمجموعه A)الف(  فرض کنید که حکم )ت(
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Aکه A .ۀمجموع یکزیر مجموعه  هر چون - ،یکنوا- یکنواست. پسA  نیز- .یکنوا خواهد شد 

 کنیم. مشخص می Aماکسیمال گسترش یافته  یکنوای-هایاجتماع مجموعه را بر حسب Aبعدی ۀدر گزار

یکنوای  -هایمجموعه برابر اجتماع تمام Aیکنواست. در این صورت  -ای مجموعه A کنید کهض فر  .0.۳ ۀگزار

 است؛ یعنی A ۀماکسیمال گسترش یافت

}.  A B وB ،-باشد مالیماکس یکنوای  :BD X  }A  

  

A.دهیم بتدا نشان مینامیم. امی Cسمت راست تساوی فوق را  مجموعه هان.رب C   ،فرض کنید که برای این منظور

 ,x x A  در این صورت طبق تعریف، برای هر . ,y y A  داریم 

, min{ ( ), ( )} .x y x y x y x y        ‖ ‖ 

بنابراین    ,A x x ای مجموعه- را به یک مجموعه یکنواست. پس آن- 1مانند یکنوای ماکسیمالA توان می

.در نتیجه  .دادگسترش   1, Cx x A   

Cکهدهیم حال نشان می A.  برای این منظور فرض کنید ,x x C در این صورت یک .B طوری ه وجود دارد ب

 که 

'B ایمجموعه-  استیکنوای ماکسیمال ، , 'x x B   و'A B .رو برای هر این از ,y y A B    داریم

   , ,x x y y   یعنی ,x x A  شود.و به این ترتیب برهان گزاره کامل می 

 کند.ارائه می ماکسیمال ییکنوای-زیر شرطی معادل  ۀگزار

Aکنید فرض.  0.0 ۀگزار D X  در این صورت . A، -است اگر و فقط اگر  یکنوای ماکسیمالA A. 

Aداریم  ۴.۲یکنوای ماکسیمال باشد. در این صورت طبق گزاره -A، فرض کنید که  هان.رب A  و لذاA A. 

A برعکس، فرض کنید A .اگر  ,x x A گاه ، آن ,x x  اعضای همه با ,y y A   رابطه-یکنوایی 

Aیکنواست. حال از فرض -A ،بنابر این  اردد A گیریم که نتیجه می ۴.۳گزاره  از وA  تنها یک گسترش- 

 یکنوای ماکسیمال است.-A، یکنوای ماکسیمال دارد و آن نیز خودش است. بنابر این 

 بسته است.- ماکسیمالیکنوای -شود که هر عملگر معلوم میبا توجه به گزاره فوق 

 شود.نتیجه جالب زیر حاصل می ۴.۳ ۀگرفتن قطبی از گزاربا 

Aفرض کنید .  0.۴ ۀگزار D X  ، - ت . در این صورباشد یکنوا 

A B}. وB،- باشد مالیماکس یکنوای :*B D X }A  

Aفرض کنید .   ۶.0 ۀگزار D X  ، - یکنوا باشد. در این صورتcl A A  که در آن cl Aبستار A  نسبت

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-0
5-

14
 ]

 

                            11 / 13

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3107-fa.html


 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-0
5-

14
 ]

 

                            12 / 13

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3107-fa.html


 
 ۱04۱چهارم، ، شماره هشتم دوره ،های ریاضیپژوهش        

 

 

163 

5. H. H. Bauschke, D. A. McLaren, H. S. Sendov, Fitzpatrick functions: inequalities, examples, and 

remarks on a problem by S. Fitzpatrick, J. Convex Anal. 13, (2006) 499-523. 

6. J. M. Borwein, Fifty years of maximal monotonicity. Optim. Lett. 4 (2010) 473-490. 

7. O. Bueno, J. Cotrina, The pseudomonotone polar for multivalued operators, Optimization 66 

(2017) 691-703. 

8. O. Bueno, J.-E. Martinez-Legaz, B. F. Svaiter, On the monotone polar and representable closures 

of monotone operators, J. Convex Anal. 21 (2014)495-505. 

9. P. Cheraghi, A.P. Farajzadeh, S. Suantai,  On optimization via ϵ-generalized weak subdifferentials, Thai 

Journal of Mathematics 16(1) 147-164, (2018). 

10. A. Farajzadeh, P. Cheraghi , On optimality conditions via weak subdifferential and augmented 

normal cone, Iranian Journal of Operations Research 9 (2), 15-30, 2018. 

11. S. Fitzpatrick, Representing monotone operators by convex functions, in: FunctionalAnalysis and 

Optimization, Workshop/Miniconference (Canberra1988), Proc. Cent. Math. Anal. Aust. Natl. 

Univ. 20, Australian National University, Canberra (1988) 59-65. 

12. A. N. Iusem, G. Kassay, W. Sosa, An existence result for equilibrium problems with some 

surjectivity consequences, J. Convex Anal. 16 (2009) 807-826. 

13. A. Jofre, D. T. Luc, M. Thera,  -subdifferential and  -monotonicity, Nonlinear Anal. 33 (1998) 

71-90. 

14. D.T.Luc, H. V. Ngai, M. Thera, Approximate convex functions, J. Nonlinear Convex Anal. 1 

(2000), 155-176. 

15. J.-E. Martinez-Legaz, B. F. Svaiter, Monotone operators representable by l.s.c. convex functions, 

Set-Valued Anal. 13 (2005)21-46. 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-0
5-

14
 ]

 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            13 / 13

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3107-fa.html
http://www.tcpdf.org

