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Introduction 

Let n and k be two positive integers such that 𝑛 ≥ 𝑘. Let [𝑛] = {1, . . . , 𝑛} be 

an 𝑛-elemen set and let symbol (
[𝑛]
𝑘

) denote the family of all k-element subsets 

(or k-sets) of [𝑛]. A family 𝒜 of k-sets of [𝑛] is said to be intersecting if for 

every two members A, B in 𝒜, we have 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅.  For a fixed element 𝑖 ∈

[𝑛], if all members of 𝒜 contain i, then it is clear that 𝒜 is an intersecting 

family, which is called star. For each 𝑖 ∈ [𝑛], the family 𝑆𝑖 = {𝐴: |𝐴| = 𝑘, 𝐴 ⊆

[𝑛], 𝑖 ∈ 𝐴} is a maximal star. 

  The well-known Erdős –Ko–Rado theorem is one of important results in 

extremal combinatorics. It has many interesting proofs and extensions. The 

Erdős-Ko-Rado theorem states that every intersecting family of (
[𝑛]
𝑘

) 

has cardinality at most (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) provided that 𝑛 ≥ 2𝑘; moreover, if 𝑛 > 2𝑘, 

then  the only intersecting families  of this cardinality are isomorphic to 𝑆𝑖.   

Two families 𝒜 ⊆ (
[𝑛]

𝑘
)  and ℬ ⊆ (

[𝑛]

ℓ
) are called cross intersecting if for any 

𝐴 ∈ 𝒜 and 𝐵 ∈ ℬ, we have 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅.  Strengthening the  Erdős–Ko–Rado 

theorem, in 1986 Pyber  showed an upper bound for |𝒜 ||ℬ| as follows. 

Theorem A. Let k, ℓ, n be positive integers such that k≥ℓ. Assume that 𝒜 ⊆

(
[𝑛]
𝑘

) and ℬ ⊆ (
[𝑛]
ℓ

) are cross intersecting. 

 If  k>ℓ and 𝑛 ≥ 2𝑘 + ℓ − 2, then |𝒜||ℬ| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

). 

 If k=ℓ and 𝑛 ≥ 2𝑘, then |𝒜||ℬ| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

)
2

. 
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 In 1989 Matsumoto and Tokushige slightly improved Pyber's result as 

follows. 

Theorem B. Let k, ℓ, n be positive integers such that 𝑛 ≥ 2 max {𝑘, ℓ}. Assume 

that 𝒜 ⊆ (
[𝑛]
𝑘

) and ℬ ⊆ (
[𝑛]
ℓ

) are cross intersecting. Then |𝒜||ℬ| ≤

(
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

).  

 We say that a family 𝒜 is t-almost intersecting if for every set 𝐴 ∈ 𝒜 there are 

at most t elements of 𝒜 disjoint from 𝐴. In 2012 Gerbner, Lemons, Palmer, 

Patkós, and Szécsi proved an interesting generalization of the Erdős–Ko–Rado 

theorem for t-almost intersecting families.  

Theorem C. Let k, n. t be positive integers and 𝒜 ⊆ (
[𝑛]

𝑘
) is a t-almost 

intersecting family. 

 If  n=n(k,t) is sufficiently large, then |𝒜| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) with equality if 

and only if  𝒜 = 𝑆𝑖 for some 𝑖 ∈ [𝑛] 

 If  𝑘 ≥ 3, 𝑛 ≥ 2𝑘 + 2, and 𝑡 = 1, then |𝒜| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) with equality 

if and only if  𝒜 = 𝑆𝑖 for some 𝑖 ∈ [𝑛]. 

 Main Results 

 We say two families 𝒜 ⊆ (
[𝑛]

𝑘
)  and ℬ ⊆ (

[𝑛]

ℓ
) are cross t-almost intersecting 

if any  𝐴 ∈ 𝒜 is disjoint from at most t elements of ℬ and any  𝐵 ∈ ℬ is disjoint 

from at most t elements of 𝒜. As our main result we simultaneously extend the 

previous results for sufficiently large n. 

Theorem 1. Let k, ℓ, n be positive integers such that n=n (k, ℓ ,t) is sufficiently 

large. Assume that 𝒜 ⊆ (
[𝑛]
𝑘

) and ℬ ⊆ (
[𝑛]
ℓ

) are cross t-almost intersecting. 

Then |𝒜||ℬ| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

) with equality if and only if  𝒜 = ℬ = 𝑆𝑖 for 

some  𝑖 ∈ [𝑛]. 

 

How to cite: Taherkhani, A.; (2022). An upper bound for the size of a cross t-almost ntersecting family. 
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 تقریباً اشتراکیt-دری ضرب ۀیک خانواد ۀکران بالایی برای مرتب

  1طاهرخانی علی

 ali.taherkhani@iasbs.ac.ir : پست الکترونیکی .ایران زنجان، زنجان، پایه علوم تکمیلی تحصیلات دانشگاه ریاضی، ۀدانشکد .1

 

 

 چکیده               اطلاعات مقاله

 

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 11/04/1933 تاریخ دریافت:

 00/01/1933تاریخ بازنگری: 

 00/01/1933  تاریخ پذیرش:

 44/04/1401 تاریخ انتشار: 

 

 های کلیدی: واژه

  ،رادو-کو-اردوش ۀقضی

 ،اشتراکی ۀخانواد

 ،اشتراکی دریضرب ۀخانواد

  .اشتراکی تقریبا  –t ۀخانواد

 

 

 𝒜باشد. به  Xعضوی  n ۀعضوی از یک مجموع kهای ای از زیرمجموعهخانواده 𝒜فرض کنید 

𝐴داشته باشیم  𝒜متعلق به  Bو  Aاشتراکی گویند هرگاه برای هر دو عضو  ∩ 𝐵 ≠ معروف  ۀ. قضی ∅

 ۀعضوی از یک مجموع kهای ی یک خانواده اشتراکی از زیرمجموعهکند اندازهرادو بیان می-کو-اردوش

n عضوی حداکثر(
𝑛 − 1
𝑘 − 1

𝑛قرار است اگر و تنها اگر است و تساوی بر  ( > 2𝑘 و عضوی مانند𝑖 ∈

𝑋  وجود داشته باشد که برای هر عضو در𝒜  مانندA    داشته باشیم𝑖 ∈ 𝐴 . فرض کنیدk  وℓ  دو

𝑛عدد صحیح مثبت باشند که  ≥ 𝑚𝑎𝑥{ 2𝑘, 2ℓ}.  فرض کنید𝒜 های ای از زیرمجموعهخانوادهk 

باشد به دو  Xعضوی از مجموعه  ℓهای ای از زیرمجموعهخانواده ℬو  Xعضوی  nعضوی از مجموعه 

عضو از  tبا حداکثر  𝒜تقریبا  اشتراکی گویند اگر هر عضو t–دری ضرب ۀدو خانواد ℬو  𝒜خانواده 

اشتراک نداشته  𝒜عضو از خانواده  tبا حداکثر  ℬطور هر عضو اشتراک نداشته باشد و همین ℬخانواده 

دو خانواده  ℬو  𝒜دهیم اگر رادو نشان می-کو-اردوشۀ باشد. در این مقاله به عنوان تعمیمی از قضی

 گاه کافی بزرگ باشد، آن ۀبه انداز nتقریبا  اشتراکی باشند و  t–دری ضرب

|𝒜||ℬ| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

) 

𝑖اگر و تنها اگر عضوی مانند  دهد میو تساوی رخ  ∈ 𝑋  وجود داشته باشد که برای هر عضو𝐴    متعلق

𝑖داشته باشیم،  ℬمتعلق به  𝐵و هر عضو  𝒜 به ∈ 𝐴  و𝑖 ∈ 𝐵. 

 

 .400-414(، 1) 8، های ریاضیپژوهش. اشتراکی تقریبا  t- دریضرب خانوادۀ یک مرتبۀ برای بالایی کران .(1401) ؛علی ،طاهرخانی: استناد

               

     نویسندگان. ©                                                                                                                                      خوارزمیناشر: دانشگاه 
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  802                                                                                                             یاشتراک یباًتقر-t یدربضر ۀخانواد یک ۀمرتب یبرا ییکران بالا

 پیشین مقدمه و نتایج .1

)و  [𝑛] فرض کنید نماد kو  nصحیح و مثبت  هایبرای عدد
[𝑛]
𝑘

ی عضو n ۀمجموع ۀدهندنشانبه ترتیب  (

{1, . . . , 𝑛} های مجموعهزیر ۀهم ۀخانواد وk  عضوی از[𝑛] های زیرمجموعهاز  ایبه خانوادهد. نباشk  عضوی مانند

𝒜  اشتراکی گویند هرگاه برای هر دو عضوA  وB  متعلق به𝒜  داشته باشیم𝐴 ∩ 𝐵 ≠ 𝑖. برای ∅ ∈ [𝑛] ۀخانواد 

دهیم. نمایش می 𝑆𝑖 نامیم و آن را بامی iبا مرکز  باشند ستاره iرا که شامل  [𝑛]عضوی  kهای تمام زیرمجموعه

 یک خانواده اشتراکی است.  𝑆𝑖همچنین واضح است که 

ی ات حدیهای ترکیبمهمترین قضیه ۀهای اشتراکی است و در زمررادو در ارتباط با خانواده -کو -معروف اردوش ۀقضی

 هاییدهد و خانوادهمی [𝑛]عضوی  kهای اشتراکی از زیرمجموعه ۀیک خانواد ۀاندازبرای  بالایی کران ۀاین قضیاست. 

 کند. مشخص می کنندکه این کران را اخذ می

𝑛دو صحیح مثبت باشند که  kو  nفرض کنید  ]5[. 1 ۀقضی ≥ 2𝑘 اگر .𝒜 ای اشتراکی از خانواده(
[𝑛]
𝑘

باشد،  (

|𝒜| گاهآن ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

𝑛، اگر همچنین. ( > 2𝑘 چون برقرار است اگر و تنها اگر برای عضوی، تساوی 𝑖 ∈ [𝑛] 

𝒜داشته باشیم  = 𝑆𝑖. 

 هایتوان به مقالهمثال میبرای بسیاری است.  های زیبا و جالبها و اثباترادو دارای تعمیم -کو -اردوش ۀقضی

 هیلتون ۀرادو، قضی-کو-اردوش ۀهای پرکاربرد قضییکی از تعمیماشاره کرد.  [36،،6،31،33،32،35،31،3،،،3،2،1،1]

 .های اشتراکی استپایداری برای خانواده ۀمیلنر است که یک قضی –

1عضوی باشد که  k ۀیک زیرمجموع Bفرض کنید  ∉ 𝐵اشتراکی  ۀ. دو خانواد 

ℋ = {𝐴|1 ∈ 𝐴, 𝐴 ∩ 𝐵 ≠ ∅} ∪ {𝐵} 

 و 

ℋ ′ = {𝐴||𝐴 ∩ {1,2,3}| ≥ 2} 

 افتد. میلنر فقط در آنها اتفاق می -هیلتون ۀهای تساوی در قضیتحال در نظر بگیرید. زیر را

𝑛دو عدد صحیح و مثبت باشند که  kو  nفرض کنید  ]32[ .2 ۀقضی > 2𝑘 اگر .𝒜 ای اشتراکی از خانواده(
[𝑛]
𝑘

) 

 ای نیست، آنگاهانواده هیچ ستارهباشد که زیر خ

.|𝒜| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) − (
𝑛 − 𝑘 − 1

𝑘 − 1
) + 1 

𝒜 برقرار است اگر و تنها اگر علاوه، تساوی  به ≅ ℋ و یا𝑘 = 𝒜و  3 ≅ ℋ ′ . 

اثبات شده  36،5پایبر در سال ای است که توسط رادو قضیه -کو -اردوش ۀهای معروف قضییکی دیگر از تعمیم

 . در ادامه به بیان این قضیه خواهیم پرداخت. است

⊇ 𝒜 ۀدو خانواد دو عدد صحیح و مثبت باشند. به ℓو  kفرض کنید  (
[𝑛]
𝑘

⊇ ℬو  ( (
[𝑛]
ℓ

اشتراکی گویند  بدریضر (

𝐴هرگاه برای هر عضو  ∈ 𝒜  و هر عضو𝐵 ∈ ℬ  داشته باشیم𝐴 ∩ 𝐵 ≠   هایخانوادهدر ارتباط با زیر را  ۀ. پایبر قضی∅

  اثبات کرد. اشتراکی
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⊇ 𝒜عددهای صحیح مثبت باشند. فرض کنید  nو  k ،ℓفرض کنید  ]36[ .3 ۀقضی (
[𝑛]
𝑘

⊇ ℬو  ( (
[𝑛]
ℓ

) 

 دری اشتراکی باشند.ضرب ۀدو خانواد

  اگر𝑘 > 𝑙  و𝑛 ≥ 2𝑘 + ℓ − 2 

|𝒜||ℬ| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

). 

  اگر𝑘 = ℓ  و𝑛 ≥ 2𝑘 

|𝒜||ℬ| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

)
2

. 

زیر را  ۀد و نتیجنقضیه پیش را بهبود بخشید ]،3[ البته باید به این نکته اشاره کرد که ماتسوموتو و توکوشیگ

 اثبات کردند.

𝑛عددهای صحیح مثبت باشند که  nو  k ،ℓفرض کنید  ]،3[. 0 ۀقضی ≥ 𝑚𝑎𝑥{ 2𝑘, 2𝑙}.  

⊇ 𝒜فرض کنید  (
[𝑛]
𝑘

ℬو  ( ⊆ (
[𝑛]
ℓ

 گاه اشتراکی باشند. آن ضربدریی دو خانواده (

|𝒜||ℬ| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

). 

. به کنیممی را بیان ارائه شد که در ادامه آن ]6[ در بنر و همکارانرادو توسط گیر -کو-شوارد ۀاز قضی یتعمیم دیگر

𝐴اشتراکی گویند اگر هر عضو تقریباً t– خانواده 𝒜مانند  [n]عضوی  kهای از زیر مجموعه ایخانواده ∈ 𝒜  حداکثر

 اشتراک نداشته باشد.  𝒜عضو  tبا 

کافی  ۀبه انداز nزمانی که  اشتراکی تقریباً t–ی هارادو را برای خانواده-کو-ردوشا ۀبنر و همکاران تعمیمی از قضیگیر

𝑡بزرگ است ثابت کردند. البته آنها توانستند برای زمانی که  tو  kنسبت به  = 𝑛شرط  2 ≥ 2𝑘 + را جایگزین  2

 به اندازه کافی کنند. nشرط 

𝑛که سه عدد صحیح مثبت باشند tو  n ،kفرض کنید  ]31[ .5 ۀقضی ≥ 2𝑘.  فرض کنید𝒜 یک خانواده  –tًتقریبا 

)اشتراکی از 
|𝑛|
𝑘

 باشد.  (

  اگر𝑡 ≥ 𝑛و  2 = 𝑛(𝑘, 𝑡) گاه به اندازه کافی بزرگ باشد، آن|𝒜| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

تساوی علاوه،  . به(

𝑖برقرار است اگر و تنها اگر برای عضوی چون  ∈ [𝑛]  داشته باشیم𝒜 = 𝑆𝑖. 

 راگ 𝑡 = 𝑛و  1 ≥ 2𝑘 + | 𝒜|گاه ، آن2 ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

برقرار است اگر و تنها برای تساوی علاوه،  . به(

𝑖عضوی چون  ∈ [𝑛]  داشته باشیم𝒜 = 𝑆𝑖. 

,𝑛(𝑘کران بالایی برای  ]3[در ذکر این نکته مفید است که علیشاهی و طاهرخانی  𝑡) قبل ارائه  ۀبیان شده در قضی

,𝑛(𝑘کردند و توانستند ثابت کنند که  𝑡) ≤ 3𝑘𝑡 توانید های آنها میبرقرار است. برای نتایجی از این دست و تعمیم

 را ببینید. [3،31،31]مراجع 
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  810                                                                                                             یاشتراک یباًتقر-t یدربضر ۀخانواد یک ۀمرتب یبرا ییکران بالا

 اصلی و اثبات ۀنتیج .2

 بدریضربه مفهوم  که در قسمت قبل تعریف شدند اشتراکی را ضربدریتقریباً اشتراکی و t–در این مقاله دو مفهوم 

–tکر شده های پیشین ذای در این زمینه بیان و اثبات خواهیم کرد که قضیهو نتیجه دهیمتقریباً اشتراکی تعمیم می

 دهد. کافی بزرگ نتیجه می ۀبه انداز nدر این زمینه را نیز برای 

𝒜به دو خانواده  ⊆ (
|𝑛|
𝑘

ℬو  ( ⊆ (
|𝑛|
ℓ

𝐴اشتراکی گویند اگر هر عضو تقریباً t– ضربدری ۀدو خانواد ( ∈ 𝒜   با

𝐵طور هر عضو اشتراک نداشته باشد و همین ℬو از عض tحداکثر  ∈ ℬ  با حداکثرt  عضو از𝒜  .اشتراک نداشته باشد 

𝑘 که عدد صحیح مثبت باشند چهار tو  n ،k ،ℓ فرض کنید .6 ۀقضی ≥ 2، ℓ ≥ 𝑛 (و 2 = 𝑛(𝑘, ℓ, 𝑡  به

𝒜کافی بزرگ باشد. اگر  ۀانداز ⊆ (
[𝑛]
𝑘

ℬو  ( ⊆ (
|𝑛|
ℓ

 گاه آن ،اشتراکی باشندتقریباً t– ضربدریدو خانواده  (

.|𝒜||ℬ| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

) 

 هایی با مرکز یکسان باشند. ستاره ℬو  𝒜برقرار است اگر و تنها اگر به علاوه تساوی 

 ای پرکاربرد است که توسط کاتونا و کروسکالبه دو حکم زیر نیاز خواهیم داشت. حکم اول قضیهبرای اثبات این قضیه 

اثبات شده است. حکم بعدی نیز لمی است که به صورت مستقل توسط فرانکل و کالای  ]31،31[صورت مستقل در  به

 فراوانی دارد. اثبات شده است که کاربردهایی  ]31،1[در 

)مجموعه  روی ≻کاتونا و کروسییکال ابتدا نیاز به یک تعریف داریم. ترتیب الفبایی،  ۀقضیییبرای بیان 
[𝑛]
𝑘

این به  (

𝐴نویسییییم د، میشییینبا [𝑛]عضیییوی از  k ۀدو زیرمجموع Bو  Aشیییود که اگر شیییکل تعریف می ≺ 𝐵  هرگاه

𝑚𝑖𝑛( 𝐴\𝐵) ≺ 𝑚𝑖𝑛( 𝐵\𝐴) . ید 𝑚فرض کن ≤ (
𝑛
𝑘

ید   ( باشییید. فرض کن بت   ℒ𝑘(𝑚)عدد صیییحیح مث

)ی اول در خانواده ۀزیرمجموع mی خانواده
[𝑛]
𝑘

)لفبایی روی نسیییبت به ترتیب ا (
[𝑛] 

𝑘
عنوان مثال به .باشییید (

ℒ𝑘 ((
𝑛 − 1
𝑘 − 1

 یکی است. 𝑆1با ستاره  ((

𝒜عددهای صحیح مثبت باشند. اگر  nو  k ،ℓفرض کنید  [31،31] .7 ۀقضی ⊆ (
[𝑛]
𝑘

ℬو  ( ⊆ (
[𝑛]
ℓ

دو  (

 اشتراکی هستند. ضربدرینیز  ℒ𝑘(|ℬ|)و  ℒ𝑘(|𝒜|)گاه اشتراکی باشند. آن ضربدری ۀخانواد

,𝐴1)}فرض کنید  [1،31] .8لم  𝐵1), . . . , (𝐴ℎ, 𝐵ℎ)} ایهای مجموعههای مرتب از زیرمجموعهاز زوج ایخانواده 

1 د که برای هرندلخواه باش ≤ 𝑖 ≤ ℎ  داریم|𝐴𝑖| = 𝑘،|𝐵𝑖| = ℓ   و𝐴𝑖 ∩ 𝐵𝑖 = برای  همچنین فرض کنید .∅

1هر  ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ ℎ  داشته باشیم𝐴𝑖 ∩ 𝐵𝑗 ≠ ℎ آنگاه .∅ ≤ (
𝑘 + ℓ

𝑘
). 

  که  فرض کنید  .6 ۀقضی اثبات

|𝒜||ℬ| ≥ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

) 

 

|𝒜|بنابراین  ≥ (
𝑛 − 1
ℓ − 1

|ℬ|یا  ( ≥ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

له خللی وارد شیییود فرض کنید أکه به کلیت مسییی. بدون این(

|ℬ| ≥ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

). 
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∅اشتراکی نیست. فرض کنید  ۀک خانوادی ℬابتدا فرض کنید که  ≠ 𝒜 ′ ⊆ 𝒜  طوری انتخاب شود که𝒜 ′  و

ℬ اشتراکی باشند و فرض کنید  ضربدری ۀدو خانواد|𝒜 ′| باشد. چون  را دارا ترین مقدار ممکنبزرگ𝒜′  وℬ  دو

 داریم 1 ۀستند پس با توجه به قضیاشتراکی ه ضربدری ۀخانواد

|𝒜′||ℬ| ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

).  

𝐵هستند که  ′𝐵و  𝐵یک خانواده اشتراکی نیست، دو عضو از آن چون  ℬچون  ∩ 𝐵′ = ∅ . 

 توان نتیجه گرفتبنابراین می

|𝒜′| ≤ 𝑘2 (
𝑛 − 2
ℓ − 2

). 

ضی ۀدو خانواد ℬو  ′𝒜چون  ستند، با توجه به ق شتراکی ه های خانواده ℒ(|ℬ|)و  ℒ(|𝒜′|)داریم  1 ۀضربدری ا

ستند. همچنین میبضر شتراکی ه |ℬ|توان نتیجه گرفت که دری ا ≤ ∑ (
𝑛 − 𝑖
𝑘 − 1

)ℓ
𝑖=1.  ،صورت زیرا در غیر این 

|ℬ|اگر > ∑ (
𝑛 − 𝑖
𝑘 − 1

)ℓ
𝑖=1گاه ، آن{ℓ + 1, . . . , ℓ + 𝑘} ∈ ℒ(|ℬ|) 1}. چون, . . . , ℓ}   به عنوان عضیییوی

 ℒ(|𝒜′|) و{ℓ + 1, . . . , ℓ + 𝑘}  به عنوان عضیییوی ازℒ(|ℬ|)  اشیییتراک ندارند و این تناقس اسیییت با با هم

ℒ(|𝒜′|)  وℒ(|ℬ|) اشتراکی هستند. ضربدریهای خانواده 

|′𝒜\𝒜|کنیم که در این قسمت ثابت می ≤ 𝑡 (
𝑘 + ℓ

ℓ
از  ′𝒜\𝒜 ۀخانوادزیر، ′𝒜 ۀ. با توجه به تعریف خانواد(

𝒜 ای است که کمترین تعداد از اعضای خانواده𝒜 ۀخانواد ۀدارد که با حذف آنها باقیماند را 𝒜 ۀو خانواد ℬ  دو

𝑡کنیم با حذف حداکثر ثابت می اثبات نامساویشوند. برای اشتراکی می ضربدری ۀخانواد (
𝑘 + ℓ

ℓ
 𝒜عضو از  (

𝒜1شوند. تعریف کنید اشتراکی می ضربدری ۀدو خانواد ℬو  𝒜 ۀخانواد ۀباقیماند = 𝒜 برای .𝑗 ≥ فرض کنید  2

𝐴𝑗 ∈ 𝒜𝑗−1  و𝐵𝑗 ∈ ℬ  انتخاب شوند که  ایبه گونه𝐴𝑗 ∩ 𝐵𝑗 = تقریباً -t ضربدری ۀدو خانواد ℬو  𝒜𝑗. چون ∅

𝑡𝑗اشتراکی هستند، پس  ≤ 𝑡  عضو از𝒜𝑗−1  مانند𝐴𝑗,1, . . . , 𝐴𝑗,𝑡𝑗
ل برای حااشتراک ندارند.  𝐵𝑗که با  وجود دارند 

𝑗 هر ≥ :𝒜𝑗قرار دهید  2 = 𝒜𝑗−1\{𝐴𝑗,1, . . . , 𝐴𝑗,𝑡𝑗
𝐴𝑗باشد که برای آن  𝑗بزرگترین عدد  𝑗̂. فرض کنید { ∈

𝒜𝑗−1  و𝐵𝑗 ∈ ℬ  وجود داشته باشند که𝐴𝑗 ∩ 𝐵𝑗 = راحتی  اشتراکی هستند. به ضربدری ℬو  𝒜𝑗̂. بنابراین ∅

𝑗̂برقرار است پس  ،شرایط لم ید که دتوان می ≤ (
𝑘 + ℓ

ℓ
داریم  ′𝒜. از طرف دیگر با توجه به نوع انتخاب (

|𝒜𝑗̂| ≤ |𝒜′| و در نتیجه |𝒜\𝒜′| ≤ 𝒜\|𝒜𝑗̂+1| بنابراین .|𝒜\𝒜′| ≤ 𝑡 (
𝑘 + ℓ

ℓ
). 

| 𝒜′||ℬ|با توجه به بحث پیش و از آنجا که  ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

|′𝒜|و  ( ≤ 𝑘2 (
𝑛 − 2
ℓ − 2

  چون و (

|𝒜 ||ℬ | = (|𝒜′| + |𝒜\𝒜′|)|ℬ | 

 پس داریم

|𝒜 ||ℬ | ≤ (𝑘2 (
𝑛 − 2
ℓ − 2

) + 𝑡 (
𝑘 + ℓ 

ℓ
))|ℬ |. 
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| ℬ| چون بنابراین  ≤ ℓ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

 خواهیم داشت(

|𝒜 ||ℬ | ≤ (𝑘2 (
𝑛 − 2
ℓ − 2

) + 𝑡 (
𝑘 + ℓ

ℓ
))(ℓ (

𝑛 − 1
𝑘 − 1

)) 

 اگر داشته باشیم  جهو در نتی 

(3) 

 

ℓ𝑘2 (
𝑛 − 2
ℓ − 2

) +  𝑙𝑡 (
𝑘 + ℓ

ℓ
)) < (

𝑛 − 1
ℓ − 1

) 

 فرضبا  رسیمتناقص میبه 

|𝒜 ||ℬ | ≥ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

) 

 است  معادل برقراری نامساوی زیر (3) نامساویبرقرار بودن اما  شود.حکم اثبات میو 

(2) 
𝑙𝑘2 (

𝑛 − 2
ℓ − 2

)

(
𝑛 − 1
ℓ − 1

)
+

ℓ𝑡 (
𝑘 + ℓ

ℓ
)

(
𝑛 − 1
ℓ − 1

)
< 1 

 کافی است نشان دهیمنیز  (2)رار بودن نامساوی برای برقکه 

ℓ2𝑘2

𝑛
+

ℓ𝑡(𝑘 + ℓ) … (𝑘 + 1)

ℓ(𝑛 − 1) … (𝑛 − ℓ + 1)
< 1 

 که این نامساوی نیز زمانی برقرار است که

ℓ2𝑘2

𝑛
+ 𝑡(𝑘 + 1)(

𝑘+ℓ

𝑛
)ℓ−1 ≤ 1  

 در نتیجه اگر 

𝑛 ≥ 𝑚𝑎𝑥{ 2ℓ2𝑘2, (2𝑡(𝑘 + 1))
1

ℓ−1(𝑘 + ℓ)} 

 .های ذکر شده برقرار خواهند بودبگیریم نامساوی

|ℬ|رادو داریم  -کو -اردوش ۀه قضیگاه با توجه باشتراکی باشد. آن ایخانواده ℬ حال فرض کنید ≤ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

و  (

|ℬ|چون فرض کردیم  ≥ (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

|ℬ|پس  ( = (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) . 

𝑛 چون  = 𝑛(𝑘, ℓ, 𝑡)کرد فرض توان میرادو  -کو -اردوش ۀقضیکافی بزرگ فرض شده است به کمک  ۀزبه اندا

در غیر این صورت است. زیرا ای اشتراکی خانواده 𝒜توان فرض کرد همچنین مشابه قبل میاست.  𝑆1 ۀستار ℬ که

  ثابت کردتوان میکی نبود اشترا ۀخانواد ℬنباشد، مانند حالتی که ای اشتراکی خانواده  𝒜اگر 

|𝒜 ||ℬ | < (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

) 

|𝒜|رادو  -کو -اردوش ۀبا توجه به قضیبنابراین  .که تناقس است  ≤ (
𝑛 − 1
ℓ − 1

|𝒜| اگر  .( < (
𝑛 − 1
ℓ − 1

 گاهآن، (

| 𝒜 ||ℬ| داریم < (
𝑛 − 1
𝑘 − 1

) (
𝑛 − 1
ℓ − 1

|𝒜| فرض کرد توانمی بنابراینکه تناقس است.   ( = (
𝑛 − 1
ℓ − 1

 𝒜 و (

𝑖برای  𝑆𝑖یک ستاره مانند  ∈ [𝑛] توان ثابت کرد که است. اما می𝑖 = 𝑖. زیرا اگر 1 ≠  دلخواه یگاه عضو، آن1

) دقیقا𝒜\𝑆1ً متعلق به  𝐴 مانند
𝑛 − ℓ − 1

𝑘 − 1
کافی نسبت به  ۀبه انداز nهیچ اشتراکی ندارد و چون  ℬعضو در (
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𝑘, ℓ, 𝑡 ت پس بزرگ فرض شده اس(
𝑛 − ℓ − 1

𝑘 − 1
) > 𝑡  که با فرض این که𝒜  و ℬ  ضربدریدو خانواده –t  ًتقریبا

 اشتراکی هستند در تناقس است. 
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