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Introduction 

BL-algebras are the algebraic structure for Hajek basic logic in order to 

investigate many valued logic by algebraic means. His motivations for 

introducing BL-algebras were of two kinds. The first one was providing an 

algebraic counterpart of a propositional logic, called Basic Logic, which 

embodies a fragment common to some of the most important many-valued 

logics, namely Lukasiewicz Logic, Godel Logic and Product Logic. This Basic 

Logic (BL for short) is proposed as "the most general "many-valued logic with 

truth values in [0,1] and  BL-algebras are the corresponding Lindenbaum-Tarski 

algebras. The second one was to provide an algebraic mean for the study of 

continuous t-norms (or triangular norms) on [0, 1]. Most familiar example of a 

BL-algebra is the unit interval [0,1] endowed with the structure induced by a 

continuous t-norm.  

The filter theory plays a fundamental role in the general development of BL-

algebras. From a logical point of view, various filters correspond to various sets 

of provable formulas. Some types of filters in BL-algebras based on logical 

algebras have been widely studied. For example, Turunen introduced the 

notions of   implicative filters and Boolean filters and proved that these notions 

are equivalent in BL-algebras. Boolean filters are important class of filters, 

because the quotient BL-algebra induced by these filters are Boolean algebras. 

Heveshki and Eslami introduced the notions of n-fold implicative filters and n-
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fold positive implicative filters and they prove some relations between these 

filters and construct quotient algebras via these filters in 2008. Also, Motamed 

and Borumand Saeid introduced the notion of n-fold obstinate filters in 2011. 

Moreover, the Lele studied the notions of fuzzy n-fold (positive) implicative 

filters and fuzzy n-fold obstinate filters in BL-algebras. In 2019, Paad and 

Borzooei introduced the notion of semi maximal filters and in BL-algebras and 

obtained some properties of this filters in BL-algebras. 

Results   

In this paper, firstly, the concept of the fuzzy semi maximal filters in BL-

algebras has been introduced, then several properties of fuzzy semi maximal 

filters have been studied and its relationship with other type fuzzy filters 

including fuzzy (positive)implicative fuzzy filters and fuzzy fantastic filters are 

investigated. In the following,  by using the level subsets of fuzzy sets in a BL-

algebra, fuzzy semi maximal filters have been studied. It has also been proved 

that a fuzzy filter is a fuzzy semi maximal filters if and only if all nonempty 

level subsets are semi maximal filters. In addition, it proves that the preimage 

of a semi maximal fuzzy filter under the BL-homomorphism and the image of 

a fuzzy semi maximal filter under the BL-isomorphism, is also a fuzzy semi 

maximal filter. Also, the extension property has been proved for fuzzy semi 

maximal filters in BL-algebras. Finally, the relationships between the fuzzy 

semi maximal filters and semi simple BL-algebras have been studied. 

 

How to cite: Paad, A., (2022) Some results on fuzzy semi maximal filters in BL-algebras. Mathematical 

Researches, 8 (3), 27-43 
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چندین  سپس ،شدهجبرها معرفی -BLدر  ماکسیمال فازیمفهوم فیلترهای نیمابتدا  هاین مقال در

 یزاماستل یلترهایازجمله ف یفاز یهالتریف ریارتباط آن با ساوماکسیمال فازی از فیلترهای نیم ویژگی

های با استفاده از زیرمجموعهدر ادامه  .بیان شده است یلایه فاز-nالعاده خارقی و فاز ۀلای-n)مثبت(

قرار داده شده  مورد بررسیماکسیمال فازی جبر، فیلترهای نیم-BLهای فازی در یکبرش از مجموعه

 تنها و است اگر یفاز مالیماکسمین لتریف کی یفاز لتریف کیکه شود میثابت  در ادامه نی. همچناست

 تصویر که شودعلاوه، ثابت میبه .باشند مالیماکسمین لتریاز آن ف یبرش ناته یهامجموعه ریاگر تمام ز

 به .است ماکسیمال فازیفیلتر نیم یکجبرها -BLتحت همریختی  ماکسیمال فازیفیلتر نیموارون یک 

ماکسیمال فازی فیلتر نیمیک  جبرها، نیز-BLتحت یکریختی  ماکسیمال فازیفیلتر نیم یکتصویرعلاوه 

ثابت شده نیز جبرها -BLدر یزماکسیمال فانیم یهالتریف یبرا عیتوس تیخاص نی. همچناست

 مطالعه شده است.  سادهمین یجبرها-BLل فازی وماکسیمااست.سرانجام روابط بین فیلترهای نیم
 

 .22-19(، 9) 8، های ریاضیپژوهش. جبرها-BL در فازی ماکسیمالنیم فیلترهای بر نتایجی (.1111) ؛اکبر، پاد: استناد

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   
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 مقدمه

BL-او برای معرفی ةمطرح شدند. انگیز ]12[ توسط هایک اولین بار جبرهاBL-اولین  .ها، از دو دیدگاه قابل بررسی بودجبر

اکثر  د وش( نامیده میBL)به اختصار  ۀکه منطق پای بود ای آناو ارائه یک ساختار جبری متناظر با منطق گزاره ةانگیز

مدل  یک دیدگاه دوم او به ارائه شد.را شامل می لوکاسویچ، منطق گودل و منطق ضرب های چند ارزشی مهم از قبیلمنطق

-MVمفهوم  ]2[ ، چانگ1591د. در سال شمربوط می [0,1] ةهای مثلثی( روی بازهای پیوسته )یا نرمنرم-tجبری، برای مطالعه 

را مورد مطالعه قرار داد جبرها -BLفیلترها در  ۀظرین ]19،16[ جبرها است. تورنن-BLجبرها را معرفی کرد که یک زیرکلاس از 

 قسمتی جبر خارج-BLو مفهوم فیلترهای استلزامی و فیلترهای بولی را معرفی کرد. فیلترهای بولی از آن جهت مهم هستند که 

لتر استلزامی مثبت لایه و فی-nم فیلتر استلزامی یهامف] 6[آنها، یک جبر بولی است. هاوشکی و اسلامی  ۀوسیل القا شده به

n-قسمتی القا شده توسط این فیلترها را در معرفی کردند و جبرخارج را لایهBL -مورد مطالعه قراردادند. همچنین،  جبرها

مفهوم فیلتر  ]1،5[ لهعلاوه، له معرفی کردند. به 2111لایه را در سال -nمفهوم فیلتر سرسخت  ]4[ سعید معتمد و برومند

، 2112جبرها معرفی ومورد مطالعه قرار داد. در سال -BLلایه فازی را در -nلایه فازی و فیلتر سرسخت -n استلزامی )مثبت(

مورد  معرفی و لایه را-nسرسخت  هایجبر- BLولایه -n هایجبر-BL،لایه -nصحیح  هایمفهوم فیلتر ]13[برزویی و پاد

 چندین ویژگی جبرها را معرفی کرده، سپس-BLاکسیمال فازی در ممطالعه قرار دادند. دراین مقاله ابتدا مفهوم فیلترهای نیم

 های فازی در یکهای برش از مجموعهکنیم. در ادامه با استفاده از زیرمجموعهماکسیمال فازی را بیان میاز فیلترهای نیم

BL-لتر وارون یک فی که تصویرکنیم علاوه، ثابت می دهیم. بهماکسیمال فازی را مورد بررسی قرار میجبر، فیلترهای نیم

جبرها، -BLماکسیمال فازی تحت یکریختی تصویر یک فیلتر نیم همچنین جبرها و-BLماکسیمال فازی تحت همریختی نیم

ساده را مورد جبرهای نیم-BLماکسیمال فازی و سرانجام روابط بین فیلترهای نیم ماکسیمال فازی است.نیز یک فیلتر نیم

 .دادخواهیم مطالعه قرار 

 نیازهاپیش

آورده شده ] 3،12 [مراجع و ازعدی به آنها نیاز داریم های بریف، قضایا و نتایجی است که در بخشتعا شامل بخش این 

 است.

→,⨀,∧,∨,𝐿)یک جبر . 1تعریف ,𝑥شود، هرگاه برای هر نامیده می جبر-BLیک ( 2،2،2،2،1،1)، از نوع(0,1, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 

 در شرایط زیر صدق کند:

 (BL1)(𝐿,∨,∧,  دار باشد،یک مشبکه کران(0,1
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 (BL2)(𝐿,⨀,1)باشد، پذیریک تکواره تعویض 

(BL3)𝑧 ≤ 𝑥 → 𝑦 اگر  تنها و اگر𝑥⨀𝑧 ≤ 𝑦، 

(BL4)𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑥⨀(𝑥 → 𝑦)، 

(BL5)(𝑥 → 𝑦) ∨ (𝑦 → 𝑥) = 1. 

,𝑥 عدد طبیعی و یک  𝑛 فرض کنید 𝑦 ∈ 𝐿از صورت منظور  این باشد. در𝑥𝑛  عبارت𝑥⨀𝑥⨀…⨀𝑥⏞        
𝑛−بار

−𝑥و   = 𝑥 → 0. 

𝑥 )همچنین عبارت است و → (… (𝑥 → (𝑥⏞          

𝑛−بار

→ 𝑦)) . . . 𝑥𝑛 نماد با را   ( → 𝑦علاوه عنصر به دهیم.نشان می 𝑥 ∈

 𝐿شود هرگاه عدد طبیعیتوان نامیده می پوچ𝑚 کهطوری موجود باشد به𝑥𝑚 = 0  . 

𝑥، هرگاه برای هرشودیک جبر گودل نامیده می ،𝐿جبر-BL یک ∈ 𝐿،𝑥2 = 𝑥⨀𝑥 = 𝑥  همچنین و 𝐿 یکBL -

 یک زنجیر باشد به عبارت دیگر هر دو عضو آن قابل مقایسه باشند. 𝐿 شود هرگاهخطی نامیده میجبر

,𝑥خواص زیر برای هر 𝐿 جبر -BLدر هر .2ۀگزار 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿  :برقرار هستند 

(BL6)𝑥 ≤ 𝑦 اگر  تنها و اگر𝑥 → 𝑦 = 1، 

(BL7)𝑥𝑛+1 ≤ 𝑥𝑛، برای هر𝑛 ∈ ℕ، 

(BL8)  اگر𝑥 ≤ 𝑦گاه ، آن𝑦 → 𝑧 ≤ 𝑥 → 𝑧  و𝑧 → 𝑥 ≤ 𝑧 → 𝑦، 

(BL9)0 ≤ 𝑥  ، 1 → 𝑥 = 𝑥 و→ 𝑥 = 1𝑥. 

 ها رجوع کند.واننده برای اطلاعات بیشتر به آناند و خ[ آورده شده1،2،3،9،7،5،11،13،14زیر از مراجع ] قضایا و تعاریف

𝑛 و   𝐿ناتهی از ۀوعیک زیرمجم 𝐹جبر و -BLیک 𝐿فرض کنید . 3تعریف ∈ ℕصورت این باشد. در 

1) 𝐹  یک فیلتر از 𝐿گاهرهشود، نامیده می𝑥⨀𝑦 ∈ 𝐹برای هر ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹  و اگر𝑥 ∈ 𝐹  و𝑥 ≤ 𝑦گاه ، آن𝑦 ∈ 𝐹 ،

,𝑥 برای هر  𝑦 ∈ 𝐿. 

2) 𝐹  یک فیلتر استلزامیn-لایه از𝐿 1هرگاه شود،نامیده می ∈ 𝐹  برای هرو 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 اگر ،𝑥𝑛 → 𝑦 ∈ 𝐹 

𝑥𝑛)و → 𝑦) → 𝑧 ∈ 𝐹گاه، آن𝑥𝑛 → 𝑧 ∈ 𝐹. 
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3) 𝐹  یک فیلتر استلزامی مثبتn- لایه از𝐿 1هرگاه شود، نامیده می ∈ 𝐹 هر برایو𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿، اگر 𝑥 ∈ 𝐹و𝑥 →

((𝑦𝑛 → 𝑧) → 𝑦) ∈ 𝐹 ،گاهآن𝑦 ∈ 𝐹. 

4) 𝐹 العاده یک فیلتر خارقn- لایه از𝐿 1هرگاه شود،نامیده می ∈ 𝐹 ی هرو برا𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿، اگر 𝑧 → (𝑦 → 𝑥) ∈

𝐹 و𝑧 ∈ 𝐹 ،گاهآن(((𝑥𝑛 → 𝑦) → 𝑦) → 𝑥) ∈ 𝐹. 

نامیده 𝐹 فیلتر رادیکال𝐹 های ماکسیمال شامل اشتراک همه فیلتر . در این صورتباشد𝐿 از  سرهیک فیلتر 𝐹ض کنیدرف (9

 :شودبه علاوه ثابت می شود ونشان داده می𝑅𝑎𝑑(𝐹) د با نما و

𝑅𝑎𝑑(𝐹) = {𝑥 ∈ 𝐿|(𝑥𝑛)−  → 𝑥 ∈ 𝐹, ∀ 𝑛 ∈ ℕ} 

𝐹 لازم به ذکر است ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝐹) و در صورتی که𝐹 = 𝐿 گاه آن𝑅𝑎𝑑(𝐿) = 𝐿. 

𝐹گاههر شود،نامیده می 𝐿ماکسیمال از یک فیلتر نیم 𝐹فیلتر  (6 = 𝑅𝑎𝑑(𝐹) . 

شود صورت زیر تعریف میبهکه  𝐿 روی 𝐹≡دوتایی ۀصورت رابط این باشد. در 𝐿جبر -BLیک فیلتر از 𝐹فرض کنید  .0ةقضی

 .است 𝐿نهشتی روی هم ۀیک رابط

𝑦 → 𝑥 ∈ 𝐹   و𝑥 → 𝑦 ∈ 𝐹 اگر  تنها و اگر𝑥 ≡𝐹 𝑦 

علاوه اگر روی  به
𝐿

𝐹
را  ⊓و  ⊔،⇀،⋅دوتایی لاعمااست  𝐹 نهشتی ایجاد شده توسط فیلترهای همکلاس ۀهم ۀکه مجموع 

 :کنیمصورت زیر تعریف به

[𝑥]. [𝑦] = [𝑥⨀𝑦], [𝑥] ⇀ [𝑦] = [𝑥 → 𝑦], [𝑥] ⊔ [𝑦] = [𝑥 ∨ 𝑦], 

[𝑥] ⊓ [𝑦] = [𝑥 ∧ 𝑦] 

)در این صورت
𝐿

𝐹
,⋅, ⇀,⊔,⊓, [0],  شود.نامیده می 𝐹جبرخارج قسمتی روی - BLاست که جبر- BLیک ([1]

𝑛و  جبر-BL یک 𝐿فرض کنید  .5تعریف ∈ ℕ صورت این باشد. در 

1)  𝐿یکBL -سرسخت  جبرn-هرگاه برای هر  شود،لایه نامیده می𝑥 ∈ 𝐿 ،(𝑥−)− = 𝑥، ره برای همچنین و 

𝑥 ∈ 𝐿\{1}،𝑥𝑛 = 0 . 

2)  𝐿یکBL -هرگاه ،شودنیم ساده نامیده می جبر 

𝑅𝑎𝑑({1}) = {1} 

𝑛 و 𝐿 جبر - BLیک فیلتر از 𝐹فرض کنید .  6 ةقضی ∈ ℕ اشدبدلخواه. 

 است. 𝐿از ماکسیمال یک فیلتر نیم 𝐹گاه آن ،باشد 𝐿لایه از -nیک فیلتر استلزامی مثبت  𝐹اگر  (1  
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 است. 𝐿خارق العاده از  یک فیلتر 𝐹گاه آن ،باشد 𝐿از ماکسیمال نیم یک فیلتر 𝐹( اگر 2 

 است. 𝐿ماکسیمال از نیم یک فیلتر 𝐹گاه آن ،باشد 𝐿از خارق العاده یک فیلتر 𝐹یک جبر گودل و 𝐿 ( اگر3  

 است. 𝐿ماکسیمال از  یک فیلتر 𝐹گاه آن ،باشد𝐿 ازماکسیمال نیم ک فیلتری 𝐹خطی و 𝐿 ( اگر4  

  9  )𝐹 ازماکسیمال نیم یک فیلتر𝐿 است اگروتنها اگر
𝐿

𝐹
 باشد.نیم ساده  جبر-BL یک  

:𝑓صورت نگاشت باشند. دراینجبر - BLدو 𝐿2و  𝐿1فرض کنید  .7تعریف 𝐿1 → 𝐿2  یکBL-شود ه میهمریختی نامید

,𝑥برای هر  𝑓 نگاشت اگر تنها و اگر 𝑦 ∈ 𝐿1 :در شرایط زیر صدق کنند، 

1) 𝑓(0) = 0، 

2) 𝑓(𝑥⨀𝑦) = 𝑓(𝑥)⨀𝑓(𝑦)، 

3) 𝑓(𝑥 → 𝑦) = 𝑓(𝑥) → 𝑓(𝑦). 

𝐿1به صورت شود و نامیده می یکریختی-𝐵𝐿،یک  𝑓گاه همریختیدوسویی باشد، آن 𝑓اگرعلاوه  به ≅ 𝐿2  داده نشان

𝑘𝑒𝑟(𝑓)به صورت نیز 𝑓 همریختی ۀهمچنین هست .شودمی = {𝑥 ∈ 𝐿1|𝑓(𝑥) =  شود.تعریف می {1

 پردازیم.است می [ آورده شده1،11،12برخی از نتایج فازی که از مراجع ] به بیان در ادامه

:𝑓و  𝐿2فازی از  ۀموعیک زیرمج 𝐿1 ،𝜂فازی از  ۀیک زیرمجموع 𝜇، مجموعه دو 𝐿2و  𝐿1فرض کنید  (1.  8تعریف 𝐿1 →

𝐿2 .تصویر صورت  این در یک همریختی باشند𝜇  تحت𝑓 فازی از  ۀیک مجموع𝐿2  است و با𝑓(𝜇) شود بهنشان داده می 

𝑦صورت زیر برای هر ∈ 𝐿2شود:. تعریف می 

𝑓−1(𝑦)اگر  ≠ 𝑓(𝜇)(𝑦)گاه آن ،∅ = 𝑠𝑢𝑝𝑥∈𝑓−1(𝑦)𝜇(𝑥) 

𝑓−1(𝑦)ر اگ و = 𝑓(𝜇)(𝑦) گاه آن ،∅ = 0. 

𝑥 برای هر و شودنشان داده می 𝑓−1(𝜂)است و با 𝐿1 فازی از ۀمجموع یک نیز𝑓 تحت 𝜂ن وارو تصویر ∈ 𝐿1 صورت  به 

𝑓−1(𝜂)(𝑥) = 𝜂(𝑓(𝑥)) شودتعریف می. 

عنصری مانند  𝐿1از 𝑌ناتهی  ۀهرگاه برای هر زیر مجموع ،است (sup)سوپریمم  خاصیت دارای،𝐿1از  𝜇فازی  ۀمجموع( 2

𝑦0 ∈ 𝑌 کهطوری وجود داشته باشد به𝜇(𝑦0) = 𝑠𝑢𝑝𝑦∈𝑌𝜇(𝑦). 
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𝜇𝑡مجموعه ، 𝐿1از  𝜇فازی  ۀمجموع( برای 3 = {𝑥 ∈ 𝐿1|𝜇(𝑥) ≥ 𝑡} ، (𝑡 ∈  شود. بهتراز نامیده می ۀمجموع( [0,1]

,𝜈 علاوه اگر 𝜆فازی  ۀدو مجموع 𝐿1از باشند که𝜈 ⊆ 𝜆گاه که، آن𝜈𝑡 ⊆ 𝜆𝑡  برای هر ،𝑡 ∈ [0,1] . 

:𝜇و جبر -BL یک 𝐿فرض کنید . 9تعریف 𝐿 →  :صورت این . درباشد 𝐿فازی روی  ۀیک مجموع [0,1]

1)  𝜇 ازیک فیلتر فازی𝐿 هر  اگر برای تنها و شود، اگرنامیده می𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿: 

𝜇(𝑥)الف(   ≤ 𝜇(1)، 

𝜇(𝑥ب(  → 𝑦) ∧ 𝜇(𝑥) ≤ 𝜇(𝑦). 

2) 𝜇  ک فیلتر استلزامی یn-ازفازی  لایه𝐿 برای هر اگر تنها و شود، اگرنامیده می: 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿 

𝜇(𝑥)الف( ≤ 𝜇(1)، 

. 𝜇(𝑥𝑛 → (𝑦 → 𝑧)) ∧  𝜇(𝑥𝑛 → 𝑦)   ≤ 𝜇(𝑥𝑛 → 𝑧) (ب 

 هستند. بر هم منطبق فازیاستلزامی  هایفیلتر و ،فازیهای فیلتر مفاهیمدر یک جبر گودل 

3) 𝜇  یک فیلتر استلزامی مثبتn-ازفازی  لایه𝐿 اگر برای هر تنها و شود، اگرنامیده می𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐿، 

𝜇(𝑥)الف(   ≤ 𝜇(1) ، 

𝜇 (𝑥 → ((𝑦𝑛 → 𝑧) → 𝑦)) ∧ 𝜇(𝑥) ≤ 𝜇(𝑦)  (ب. 

,𝑥 ،رای هر شود، اگروتنهااگر بنامیده می 𝐿ازفازی  لایه-nفیلتر سرسخت یک  𝜇فیلتر فازی  (4 𝑦 ∈ 𝐿 

𝑚𝑖𝑛{𝜇(𝑥𝑛 → 𝑦), 𝜇(𝑦𝑛 → 𝑥)} ≥ 𝑚𝑖𝑛{1 − 𝜇(𝑥), 1 − 𝜇(𝑦)} 

,𝑥صورت شرایط زیر برای هرد. دراینباش 𝐿 ازیک فیلتر فازی 𝜇و جبر -BLیک 𝐿فرض کنید  .14لم  𝑦 ∈ 𝐿 :برقرار هستند 

𝑥اگر  (1 ≤ 𝑦گاه،آن𝜇(𝑥) ≤ 𝜇(𝑦)،به عبارت دیگر𝜇 تحافظ ترتیب اس. 

𝜇(𝑥اگر  (2 → 𝑦) = 𝜇(1)گاه ، آن𝜇(𝑥) ≤ 𝜇(𝑦) . 

𝑛،جبر-BLیک 𝐿فرض کنید  .11ةقضی ∈ ℕ و𝜇 ازفازی  ۀیک مجموع 𝐿صورت دراین.باشد: 

1) 𝜇  ازیک فیلتر فازی𝐿 اگر  تنها و است اگر∅ ≠ 𝜇𝑡 ، برای هر𝑡 ∈  .باشد 𝐿یک فیلتر از ، [0,1]

2) 𝜇 استلزامی مثبت(العادهیک فیلتر خارق( n-ازفازی  یهلا𝐿 اگروتنهااگر  است∅ ≠ 𝜇𝑡 ، برای هر𝑡 ∈ یک ، [0,1]

 باشد. 𝐿از  لایه- n)استلزامی مثبت( العادهفیلتر خارق

3) 𝜇  یک فیلتر استلزامی مثبتn-ازفازی  لایه𝐿 اگر تنها و اگر است𝜇 فازی باشد و برای هر یک فیلتر 𝑥 ∈ 𝐿، 
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𝜇((𝑥𝑛 → 0) → 𝑥) ≤ 𝜇(𝑥). 

 است. 𝐿از فازی لایه-(n+1) العادهخارقیک فیلتر  𝜇گاه آن ،باشد 𝐿از فازی لایه-n العادهخارق فیلتریک  𝜇اگر  (4

9) 𝜇  یک فیلتر استلزامی مثبتn-ازفازی  لایه 𝐿اگر  تنها و اگر است 𝜇 یک فیلتر استلزامیn-العاده فازی و خارق ۀلای

n-ازفازی  لایه 𝐿شد.با 

𝑛حالتی کهدر  11 ۀاحکام قضی همۀ . نکته = ه این مقال سراسراز این به بعد درلازم به ذکر است که  باشد نیز برقرار است. 1

 است مگر خلاف آن بیان شود. جبر-BL یک 𝐿کنیم فرض می

 

 جبرهاBL-در فازی ماکسیمالفیلترهای نیم

 پردازیم.ص آنها میخوا ۀو به مطالع کنیممی ماکسیمال فازی را معرفینیم مفهوم فیلترهایما ، در این بخش

شود اگر برای نامیده می ماکسیمال فازینیمفیلتر یک  𝜇صورت باشد. دراین𝐿 ازیک فیلتر فازی  𝜇فرض کنید  .12تعریف

𝑥هر  ∈ 𝐿، :در شرط زیر صدق کند 

𝑖𝑛𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)| 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝜇(𝑥) 

𝐿فرض کنید  .13مثال  = {0, 𝑎, 𝑏, 0، ۀبا رابطیک زنجیر  {1 < 𝑎 < 𝑏 < 1𝑥 ∧ 𝑦 = 𝑚𝑖𝑛 {𝑥, 𝑦} و𝑥 ∨ 𝑦 =

𝑚𝑎𝑥 {𝑥, 𝑦} و⨀اعمال دوتایی  و همچنین  کنیم:را نیز به کمک جداول زیر تعریف  →

 
 .1جدول 

1 𝑏 𝑎 0 ⨀ 
0 0 0 0 0 
𝑎 𝑎 𝑎 0 𝑎 
𝑏 𝑎 𝑎 0 𝑏 
1 𝑏 𝑎 0 1 

 
 .2جدول

1 𝑏 𝑎 0 → 
1 1 1 1 0 
1 1 1 0 𝑎 
1 1 𝑏 0 𝑏 
1 𝑏 𝑎 0 1 

→,⨀,∧,∨,𝐿)صورت  این در  به صورت زیر تعریف شود: 𝐿از𝜇فازی  ۀ. اکنون فرض کنید مجموعجبراست-BLیک  (0,1,

𝜇(0) = 𝑡1, 𝜇(1) = 𝜇(𝑎) = 𝜇(𝑏) = 𝑡2 

0 ≤ 𝑡1 ≤ 𝑡2 ≤ 1 
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 است. 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم𝜇 صورت دراین

اگر برای ا تنه و اگراست  𝐿ازماکسیمال فازی فیلتر نیم 𝜇صورت  اینر باشد. د 𝐿زایک فیلتر فازی  𝜇فرض کنید   .10ةقضی

𝑡هر ∈ [0,1] ،∅ ≠ 𝜇𝑡 ماکسیمال از یک فیلتر نیم 𝐿باشد. 

∅باشد و  𝐿ازماکسیمال فازی نیم یک فیلتر 𝜇فرض کنید  برهان: ≠ 𝜇𝑡،𝑡 ∈  𝜇𝑡، (1)11ۀصورت بنابر قضی این . در[0,1]

𝜇𝑡،3تعریفبنابر  لذا است، و 𝐿لتر از یک فی ⊆ 𝑅𝑎𝑑(𝜇𝑡). کنید فرض حال𝑥 ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝜇𝑡) .صورت برای هر  این در𝑛 ∈ ℕ، 

(𝑥𝑛)− → 𝑥 ∈ 𝜇𝑡 بنابراین .𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥) ≥ 𝑡 برای هر ،𝑛 ∈ ℕنتیجه . در 

𝑖𝑛 𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)| 𝑛 ∈ ℕ} ≥ 𝑡 

𝑖𝑛است. پس 𝐿ازماکسیمال فازی یلتر نیمیک ف 𝜇حال چون  𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)| 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝜇(𝑥)لذا .𝜇(𝑥) ≥ 𝑡   .

𝑥 در نتیجه خواهیم داشت ∈ 𝜇𝑡 بنابراینو𝑅𝑎𝑑(𝜇𝑡) ⊆ 𝜇𝑡. لذا 𝜇𝑡 = 𝑅𝑎𝑑(𝜇𝑡)و در نتیجه𝜇𝑡  برای هر𝑡 ∈ [0,1] 

 است. 𝐿ماکسیمال ازیک فیلتر نیم

𝑡فرض کنید برای هر  برعکس، ∈ [0,1] ،∅ ≠ 𝜇𝑡 دهیم نشان می صورتدراینماکسیمال باشد. یک فیلتر نیم 𝜇 یک فیلتر

𝑎عنصر عبارت دیگربه ،فرض کنید چنین نباشد است.𝐿 از ماکسیمال فازینیم ∈ 𝐿 کهطوری وجود دارد به 

𝑖𝑛 𝑓{𝜇((𝑎𝑛)− → 𝑎)| 𝑛 ∈ ℕ} > 𝜇(𝑎) 

 :قرار دهید

β = 𝑖𝑛 𝑓{𝜇((𝑎𝑛)− → 𝑎)| 𝑛 ∈ ℕ} 

𝑛برای هر لذا  ∈ ℕ خواهیم داشت𝜇(𝑎) < 𝛽 ≤ 𝜇((𝑎𝑛)− → 𝑎).  حال فرض کنید𝑡0 =
1

2
{𝛽 + 𝜇(𝑎)}. این در 

𝑛برای هر  صورت ∈ ℕ ،𝜇(𝑎) < 𝑡0 ≤ 𝜇((𝑎
𝑛)− → 𝑎) درنتیجه .(𝑎𝑛)− → 𝑎 ∈ 𝜇𝑡0، برای هر𝑛 ∈ ℕ .

𝑎نابراینب ∈ 𝑅𝑎𝑑(𝜇𝑡0) حال چون .𝜇𝑡0 ماکسیمال از یک فیلتر نیم𝐿 ،خواهیم داشت: لذا است 

𝑅𝑎𝑑(𝜇𝑡0) = 𝜇𝑡0،  پس𝑎 ∈ 𝜇𝑡0 درنتیجه .𝜇(𝑎) > 𝑡0  .برای هر  بنابراین،که یک تناقض است𝑥 ∈ 𝐿، 

𝑖𝑛 𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)| 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝜇(𝑥) 

 است. 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇، در نتیجه

 𝐿 ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇صورت  اینر باشد. د𝐿 ازیک فیلتر استلزامی مثبت فازی  𝜇فرض کنید . 15 ةقضی

 است. 

است  فازیلایه -1می مثبت یک فیلتر استلزا 𝜇صورتدراین باشد. 𝐿ازیک فیلتر استلزامی مثبت فازی  𝜇فرض کنید  برهان:

𝑛به ازای (3)11ۀبنابر قضیو لذا = −𝜇(𝑥گیریمنتیجه می  1 → 𝑥) = 𝜇((𝑥1 → 0) → 𝑥) ≤ 𝜇(𝑥) ، برای هر𝑥 ∈
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𝐿.بنابر چون  حال(𝐵𝐿7) ،𝑥𝑛 ≤ 𝑥 برای هر ،𝑛 ∈ ℕ، بنابر لذا(𝐵𝐿8) ،𝑥− ≤ (𝑥𝑛)− برای هر در نتیجه و𝑛 ∈

ℕ،(𝑥𝑛)− → 𝑥 ≤ 𝑥− → 𝑥. چون  طرفی از𝜇 (1)11لم بنابر یک فیلتر فازی است، لذا ، 𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥) ≤

𝜇(𝑥− → 𝑥) برای هر ،𝑛 ∈ ℕ. درنتیجه 

𝑖𝑛𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)| 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝜇(𝑥− → 𝑥) 

−𝜇(𝑥چون  → 𝑥) ≤ 𝜇(𝑥) نتیجه،در 

𝑖𝑛 𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)| 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝜇(𝑥) 

 است. 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇این بنابر

ماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇صورت  اینر باشد. د𝐿 ازفازی  لایه-nیک فیلتر استلزامی مثبت  𝜇فرض کنید . 16 ةقضی

 است. 𝐿از

∅، (2)11 ۀبنابر قضی صورت این در باشد. 𝐿ازلایه فازی -nیک فیلتر استلزامی مثبت  𝜇فرض کنید  برهان: ≠ 𝜇𝑡 ، برای

𝑡 هر  ∈ ∅،  (1) 6 ۀبر قضی بنا. در نتیجه است 𝐿از  لایه-nیک فیلتر استلزامی مثبت  [0,1] ≠ 𝜇𝑡 ، برای هر 𝑡 ∈

 .است 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇، 14 ۀبنابر قضی لذا است و 𝐿ماکسیمال از یک فیلتر نیم [0,1] 

𝑛با درنظر گرفتن .  نکته = اکسیمال میک فیلتر نیم نیز گیریم که هر فیلتر استلزمی مثبت فازیمی نتیجه 16 ۀقضیدر  1

 فازی است. 

 است.𝐿 ازالعاده فازی یک فیلتر خارق 𝜇صورت اینر دباشد.  𝐿از ماکسیمال فازییک فیلتر نیم 𝜇فرض کنید .17 ةقضی

∅، 14 ۀبر قضی صورت بنادراین باشد. 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇فرض کنید برهان:  ≠ 𝜇𝑡 ، برای هر 𝑡 ∈ [0,1] 

∅،(2) 6 ۀاست. درنتیجه بنابر قضی 𝐿ماکسیمال از نیم یک فیلتر ≠ 𝜇𝑡  برای هر𝑡 ∈  𝐿العاده از یک فیلتر خارق [0,1]

 است.𝐿 ازالعاده فازی خارق یک فیلتر 𝜇، (2)11 ۀاست و بنابراین بنابر قضی

 است.𝐿 ازلایه فازی -nالعاده یک فیلتر خارق ،𝐿ازماکسیمال فازی تر نیمهر فیل. 18 ةنتیج

 .شودمی حکم برقرار ،17ۀو قضی (4)11ۀقضی از  برهان:

 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇صورت  اینر باشد. د 𝐿ازیک فیلتر فازی  𝜇یک جبر گودل و  𝐿فرض کنید . 19 ةقضی

 باشد. 𝐿ازالعاده فازی فیلتر خارقیک  𝜇اگر ا تنه و است اگر
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العاده فازی یک فیلتر خارق  𝜇،17ۀبر قضی بنا صورت این درباشد. 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم𝜇 فرض کنید  برهان:

∅، (2)11ۀصورت بنابر قضیباشد. دراین 𝐿ازالعاده فازی یک فیلتر خارق 𝜇است. برعکس، فرض کنید  𝐿از ≠ 𝜇𝑡 ،هر  برای

𝑡 ∈ ∅، (3)6ۀصورت بنابر قضیست، دراینیک جبر گودلا 𝐿چون . حالاست 𝐿العاده از یک فیلتر خارق [0,1] ≠ 𝜇𝑡 ، برای

𝑡هر  ∈  است. 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇، 14 ۀبر قضی بنا در نتیجهاست.  𝐿ماکسیمال از یک فیلتر نیم [0,1]

 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇صورت  این باشد. در 𝐿از یک فیلتر فازی 𝜇 یک جبر گودلو 𝐿فرض کنید  .24ةقضی

 باشد. 𝐿ازیک فیلتر استلزامی مثبت فازی  𝜇اگر تنها و است اگر

یک  𝜇،16 ۀبنابر قضی صورت این باشد. در 𝐿ازیک فیلتر استلزامی مثبت فازی  𝜇یک جبر گودل و  𝐿فرض کنید  برهان:

 ۀبر قضی صورت بنا این باشد. در𝐿 ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇فرض کنید  ،. برعکساست 𝐿ازماکسیمال فازی فیلتر نیم

15،𝜇 ازالعاده فازی یک فیلتر خارق𝐿 است و چون𝐿 ازفازی  هر فیلترپس  ،ل استیک جبر گود𝐿 فازی  یک فیلتر استلزامی

 است. 𝐿ازیک فیلتر استلزامی مثبت فازی   𝜇،(9)11ۀبر قضی بنا است. بنابراین

غیر بدیهی  فیلترهای فازی  𝜂و  𝜇فرض کنید  ماکسیمال فازی()خاصیت توسیع برای فیلترهای نیم .21 ةقضی

𝜇که  طوری باشند به 𝐿خطی جبر-𝐵𝐿از ⊆ 𝜂  و𝜇(1) = 𝜂(1). اگر  صورت این رد𝜇 ماکسیمال فازی یک فیلتر نیم

 ماکسیمال فازی است.یک فیلتر نیمنیز  𝜂گاه نباشد، آ

∅، 14 ۀبر قضی صورت بنا این باشد. در 𝐿خطی  جبر-𝐵𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇فرض کنید برهان:  ≠ 𝜇𝑡 ،

𝑡 برای هر  ∈ 𝜇است و چون  𝐿ماکسیمال از نیم یک فیلتر[0,1] ⊆ 𝜂 ، لذا𝜇𝑡 ⊆ 𝜂𝑡 ، برای هر𝑡 ∈ یک 𝜇𝑡 چون . [0,1]

∅،(4) 6ۀبر قضی بنا صورت این است، در𝐿 جبرخطی-𝐵𝐿ماکسیمال از فیلتر نیم ≠ 𝜇𝑡 ،برای هر𝑡 ∈ یک فیلتر [0,1]

𝜇𝑡است. بنابراین  ماکسیمال = 𝜂𝑡  یا𝜂𝑡 = 𝐿 حال اگر .𝜇𝑡 = 𝜂𝑡 ، گاه چون آن𝜇𝑡 پس است،  ماکسیمالیک فیلتر نیم

𝑅𝑎𝑑(𝜂𝑡) = 𝑅𝑎𝑑(𝜇𝑡) = 𝜇𝑡 = 𝜂𝑡 اگر هم  و𝜂𝑡 = 𝐿، گاه آن𝐿 = 𝑅𝑎𝑑(𝐿) .نتیجه در∅ ≠ 𝜂𝑡 ،  برای هر𝑡 ∈

 است. 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜂، 14ۀبر قضی لذا بنا. است 𝐿ماکسیمال از یک فیلتر نیم [0,1]

 صورت شرایط زیر معادل هستند: این اشد. درب 𝐿ازیک فیلتر فازی  𝜇فرض کنید  . 22 ةقضی

1) 𝜇 یک فیلتر استلزامی مثبتn-لایه فازی است؛ 

2) 𝜇  یک فیلتر استلزامیn-العاده لایه فازی و خارقn-فازی است؛ ۀلای 

3) 𝜇  یک فیلتر استلزامیn-ماکسیمال فازی است.لایه فازی و نیم 

 .است حکم برقرار، (9)11ۀبنابر قضی(:1)⟺(2) برهان:
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صورت بنابر  این درباشد.  𝐿ازفازی  لایه-nالعاده فازی و فیلتر خارق لایه-nیک فیلتر استلزامی  𝜇فرض کنید : (2)⇒(3)

 𝐿ازماکسیمال فازی فیلتر نیمیک 𝜇 ، 16 ۀبنابر قضیلذا . است 𝐿ازفازی  لایه-nیک فیلتر استلزامی مثبت  𝜇، (6)11ۀقضی

 .است

 است. م برقرارحک،  11بنابر نتیجه : (3)⇒(2)

 صورت شرایط زیر معادل هستند: این باشد. در 𝐿از یک فیلتر فازی 𝜇فرض کنید  .23ةنتیج

1) 𝜇  فازی است؛ یک فیلتر استلزامی مثبت 

2) 𝜇 العاده فازی است؛فازی و فیلتر خارق یک فیلتر استلزامی 

3) 𝜇 ماکسیمال فازی استفازی و فیلتر نیم یک فیلتر استلزامی. 

𝑛 ، 22ۀدر قضی دیکن فرض برهان: =  است.حکم برقرار صورت  این باشد. در1

:𝑓فرض کنید .20 ةقضی 𝐿1 → 𝐿2   یکBL- همریختی و𝜇 ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم𝐿2  صورت  این باشد. در

𝑓−1(𝜇) ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝐿1  .است 

𝑥باشد و  𝐿2ازسیمال فازی ماکیک فیلتر نیم 𝜇فرض کنید برهان: ∈ 𝐿1بر تعریف همریختی بنا صورت این . در𝑓 

𝑖𝑛𝑓{𝑓−1(𝜇)((𝑥𝑛)− → 𝑥) | 𝑛 ∈ ℕ} = 𝑖𝑛𝑓{𝜇(𝑓((𝑥𝑛)− → 𝑥))| 𝑛 ∈ ℕ}           

= 𝑖𝑛𝑓 {𝜇 (((𝑓(𝑥))
𝑛
)
−
→ 𝑓(𝑥)) | 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝜇(𝑓(𝑥)) = 𝑓−1(𝜇)(𝑥) 

 است.  𝐿1ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝑓−1(𝜇)، بنابراین

:𝑓فرض کنید . 25 ةقضی 𝐿1 → 𝐿2  یکBL-ریختی و یک𝜇 ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم𝐿1  سوپریمم با خاصیت 

(sup) .صورت  این درباشد 𝑓(𝜇)ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم𝐿2 .است 

𝐿2  ،𝑦ازماکسیمال فازی ک فیلتر نیمی 𝜇فرض کنید  برهان: ∈ 𝐿2  و𝑛 ∈ ℕ چون صورت این باشد. در𝑓  یک𝐵𝐿-

𝑥1لذا عناصر  دارد، سوپریمم اصیتخ 𝜇است و  ریختییک ∈ 𝑓
−1((𝑦𝑛)− → 𝑦)  و𝑥2 ∈ 𝑓

−1(𝑦) طوری به وجود دارد 

 که

𝑓(𝜇)((𝑦𝑛)− → 𝑦) = 𝑠𝑢𝑝
𝑡∈𝑓−1((𝑦𝑛)−→𝑦)

𝜇(𝑡) = 𝜇(𝑥1) 

𝑓(𝜇)(𝑦) = 𝑠𝑢𝑝
𝑘∈𝑓−1(𝑦)

𝜇 (𝑘) = 𝜇(𝑥2). علاوه، چون  به𝑥1 ∈ 𝑓
−1((𝑦𝑛)− → 𝑦)  و𝑥2 ∈ 𝑓

−1(𝑦) ،لذا 
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𝑓(𝑥1) = (𝑦
𝑛)− → 𝑦  و𝑓(𝑥2) = 𝑦خواهیم داشت: ،براین. بنا 

𝑓(𝑥1) = (𝑦
𝑛)− → 𝑦 = ((𝑓(𝑥2))

𝑛
)− → 𝑓(𝑥2) = 𝑓(((𝑥2)

𝑛)−) → 𝑓(𝑥2) = 𝑓((𝑥2
𝑛)− → 𝑥2) . 

𝑥1پس ،است ریختییک-𝐵𝐿یک  𝑓چون حال  = (𝑥2
𝑛)− → 𝑥2   برای هر𝑛 ∈ ℕ .در نتیجه 

𝑓(𝜇)((𝑦𝑛)− → 𝑦) =   𝜇(𝑥1) = 𝜇((𝑥2
𝑛)− → 𝑥2) 

 است، لذا 𝐿1ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم𝜇 چون و

𝑖𝑛𝑓{𝑓(𝜇)(𝑦𝑛)− → 𝑦) | 𝑛 ∈ ℕ} = 𝑖𝑛𝑓{𝜇((𝑥2
𝑛)− → 𝑥2)| 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝜇(𝑥2) = 𝑓(𝜇)(𝑦) 

 است. 𝐿2ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم𝑓(𝜇) بنابراین، 

:𝑓فرض کنید . 26 ۀگزار 𝐴 → 𝐵  یک𝐵𝐿-و  همریختی𝜇  ازیک فیلترفازی 𝐴صورتباشد. در این 𝐴𝜇یک فیلتر از𝐴  .است 

𝐴𝜇 = {𝑥 ∈ 𝐴|𝜇(𝑥) = 𝜇(1)} 

 ست.ا حکم برقرار11 ۀضیو ق 3بنابر تعریف برهان.

 ،زی شودماکسیمال فاماکسیمال فازی نیز یک فیلتر نیمشرایط زیادی وجود دارد تا تصویر یک فیلتر نیم 29 ۀ. در قضینکته

 دهیم.بعدی اندکی این شرایط را کاهش می ۀلذا در قضی

:𝑓فرض کنید  .27 ةقضی 𝐿1 → 𝐿2  یک𝐵𝐿-و  پوشا ریختیهم𝜇 ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم𝐿1 باشد 

𝑘𝑒𝑟(𝑓)کهطوریبه ⊆ 𝐴𝜇صورت  این . در𝑓(𝜇) ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم𝐿2 .است 

𝑦فرض کنید  است. 𝐿2یک فیلتر فازی از 𝑓(𝜇)کنیم ابتدا ثابت می برهان. ∈ 𝐿2صورت چون این . در 𝑓 پوشا است پس

𝑥 ∈ 𝐿1 

𝑓(𝑥)که طوری موجود است به = 𝑦 و همچنین 

𝑓(𝜇)(𝑦) = 𝑠𝑢𝑝
𝑡∈𝑓−1(𝑦)

𝜇(𝑡) 

𝑎پس برای هر  ،است 𝐿1یک فیلتر فازی از 𝜇 حال چون  ∈ 𝐿1 ،𝜇(𝑎) ≤ 𝜇(1) و بنابراین 

𝑓(𝜇)(𝑦) = 𝑠𝑢𝑝
𝑡∈𝑓−1(𝑦)

𝜇(𝑡) ≤ 𝜇(1) 
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𝑓(𝜇)(1)طرفی چون از =  𝜇(1)پس ،𝑓(𝜇)(𝑦) ≤ 𝑓(𝜇)(1)  برای هر ،𝑦 ∈ 𝐿2.  حال فرض کنید𝑧, 𝑤 ∈

 𝐿2که طوری موجودند به 

𝑓(𝜇)(𝑧 → 𝑤) ∧ 𝑓(𝜇)(𝑧) > 𝑓(𝜇)(𝑤) 

,𝑎، عناصر 𝑓بنار پوشایی  𝑏 ∈ 𝐿1که طوری ، موجودند به𝑓(𝑎) = 𝑧 و𝑓(𝑏) = 𝑤  و در نتیجه𝑓(𝑎 → 𝑏) = 𝑧 →

𝑤.حال اگر𝑡 ∈ 𝑓−1(𝑧 → 𝑤)گاه ، آن𝑓(𝑡) = 𝑧 → 𝑤 و بنابراین𝑓(𝑎 → 𝑏) = 𝑓(𝑡) حال چون .𝑓   یک همریختی

𝑓((𝑎است، پس  → 𝑏) → 𝑡) = 𝑓(1) و𝑓(𝑡 → (𝑎 → 𝑏)) = 𝑓(1)در نتیجه .،(𝑎 → 𝑏) → 𝑡 ∈ ker(𝑓)  و

𝑡 → (𝑎 → 𝑏) ∈ ker(𝑓)  و چون بنابر فرضker(𝑓) ⊆  𝐴𝜇 پس ،𝜇((𝑎 → 𝑏) → 𝑡) = 𝜇(1)  و

𝜇(𝑡 → (𝑎 → 𝑏)) = 𝜇(1)(، 2)11لم  . حال بنابر𝜇(𝑎 → 𝑏) ≤ 𝜇(𝑡) و𝜇(𝑎 → 𝑏) ≥ 𝜇(𝑡)  و بنابراین

 𝜇(𝑡) = 𝜇(𝑎 → 𝑏) .گیریم که برای هر پس نتیجه می𝑡 ∈ 𝑓−1(𝑧 → 𝑤) خواهیم داشت ،𝜇(𝑡) = 𝜇(𝑎 → 𝑏) 

𝑓(𝑎که  طوریبه → 𝑏) = 𝑧 → 𝑤 ،بنابراین . 

𝑓(𝜇)(𝑧 → 𝑤)= 𝑠𝑢𝑝
𝑡∈𝑓−1(𝑧→𝑤)

𝜇(𝑡) = 𝜇(𝑎 → 𝑏) 

𝑏پوشا استو 𝑓چون وناکن ∈ 𝑓−1(𝑤)،𝑎 ∈ 𝑓−1(𝑧)  وker(𝑓) ⊆  𝐴𝜇، گیریم کهنتیجه می ،با استدلالی مشابه 

𝑓(𝜇)(𝑧)= 𝑠𝑢𝑝
𝑙∈𝑓−1(𝑧)

𝜇(𝑙) = 𝜇(𝑎)،𝑓(𝜇)(𝑤)= 𝑠𝑢𝑝
𝑢∈𝑓−1(𝑤)

𝜇(𝑢) = 𝜇(𝑏). 

𝑓(𝜇)(𝑧 بر نامساوی  در نتیجه بنا → 𝑤) ∧ 𝑓(𝜇)(𝑧) > 𝑓(𝜇)(𝑤) خواهیم داشت𝜇(𝑎 → 𝑏) ∧ 𝜇(𝑎) >

𝜇(𝑏)، با فیلتر فازی بودن مطلب این  که𝜇  .بنابراین در تناقض است𝑓(𝜇) یک فیلتر فازی از𝐿2 .دهیم حال نشان می است

 𝑓(𝜇)ازماکسیمال فازی نیمیک فیلتر𝐿2 .فرض کنید  است𝑦 ∈ 𝐿2صورت چون . دراین𝑓 پس  پوشا است 𝑥 ∈ 𝐿1 موجود

𝑓(𝑥)که طوری بهاست  = 𝑦 که این به توجه علاوه با ، به𝑘𝑒𝑟(𝑓) ⊆  𝐴𝜇و 𝑥 ∈ 𝑓−1(𝑦)برای هر عدد  کهاین و

−n،(𝑥𝑛)طبیعی → 𝑥 ∈ 𝑓−1((𝑦𝑛)− → 𝑦)،  خواهیم داشت:مطابق استدلال فوق 

𝑓(𝜇)(𝑦)= 𝑠𝑢𝑝
𝑟∈𝑓−1((𝑦𝑛)−→𝑦)

𝜇(𝑟) = 𝜇(𝑥) 

𝑓(𝜇)((𝑦𝑛)− → 𝑦)= 𝑠𝑢𝑝
𝑠∈𝑓−1((𝑦𝑛)−→𝑦)

𝜇(𝑠) = 𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥) 

 است، پس   𝐿1ماکسیمال فازی ازیک فیلتر نیم 𝜇و چون 

𝑖𝑛𝑓{𝑓(𝜇)(𝑦𝑛)− → 𝑦) | 𝑛 ∈ ℕ} = 𝑖𝑛𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)| 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝜇(𝑥) = 𝑓(𝜇)(𝑦) 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
24

-0
7-

23
 ]

 

                            15 / 20

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3109-en.html


 
 جبرها-BL در فازی ماکسیمالنیم فیلترهای بر نتایجی

39 

 است. 𝐿2ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝑓(𝜇)بنابراین،

 سادهجبرهای نیمBL-ماکسیمال فازی و فیلترهای نیم 

 کنیم.ساده را مطالعه میجبرهای نیمBL-ماکسیمال فازی و نیمفیلترهای روابط بین ما در این بخش، 

𝑥 صورت برای هر این باشد. در 𝐿اززی ماکسیمال فایک فیلتر نیم 𝜇فرض کنید  .28ةقضی ∈ 𝑅𝑎𝑑({1})، 

𝜇(𝑥) = 𝜇(1). 

𝑥و𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇فرض کنید  برهان: ∈ 𝑅𝑎𝑑({1}) صورت باشد. دراین(𝑥𝑛)− → 𝑥 = ، برای 1

𝑛هر  ∈ ℕ بنابراین .𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥) = 𝜇(1) ، برای هر𝑛 ∈ ℕنتیجه . در 

𝜇(1) = 𝑖𝑛𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥) | 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝜇(𝑥) 

𝜇(𝑥)صورت  این است، در𝐿 ازیک فیلتر فازی 𝜇علاوه، چون  به ≤ 𝜇(1) بنابراین برای هر .𝑥 ∈ 𝑅𝑎𝑑({1}) ،𝜇(𝑥) =

𝜇(1). 

یک  𝐿صورت  این یک باشد. در به یک نگاشت یک 𝜇نیز و 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇فرض کنید   .29  ةقضی

𝐵𝐿-ساده استجبر نیم. 

𝑥و𝐿 ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇فرض کنید  برهان: ∈ 𝑅𝑎𝑑({1}) .21 ۀبر قضی صورت بنا این در باشد ،𝜇(𝑥) =

𝜇(1).  حال چون𝜇 صورت  این است، در یکبهیک نگاشت یک𝑥 = 𝑅𝑎𝑑({1})،لذا  1 = -𝐵𝐿یک  𝐿. بنابراین {1}

 است. سادهجبر نیم

 ضروری است.یک بودن یک شرط  به دهد که شرط یکشان میثال زیر نم

 از .یک نیست به یک نگاشت یک  𝜇صورت با توجه به تعریف، . در اینباشد 12جبر مثال -𝐿 ،BL. فرض کنید 34مثال 

≠ 1 نیست، زیرا  هم یک جبر نیم ساده𝐿 طرفی  𝑎 ∈ 𝑅𝑎𝑑({1})و بنابراین،𝑅𝑎𝑑({1}) ≠ {1}. 

ماکسیمال یک فیلتر نیم 𝜇صورت  این توان باشد. در پوچ 1غیر از هر عنصر و 𝐿ازیک فیلتر فازی  𝜇فرض کنید  .31ةقضی

 است. 𝐿ازفازی 
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1باشد و  𝐿ازیک فیلتر فازی  𝜇فرض کنید  برهان: ≠ 𝑥 ∈ 𝐿. صورت چون این در𝑥 عدد طبیعی پس توان است،  پوچ𝑚 

𝑥𝑚که طوریوجود دارد به = 𝑥𝑚+𝑘بنابراین  .0 = 𝑘برای هر، 0 ∈ ℕوینفیممبا توجه به تعریف ا . حال (BL9) :داریم 

𝑖𝑛𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)| 𝑛 ∈ ℕ} 

= 𝜇(𝑥− → 𝑥) ∧ …∧ 𝜇((𝑥𝑚−1)− → 𝑥) ∧ 𝜇(((𝑥𝑚)− → 𝑥) ∧ 𝜇((𝑥𝑚+1)− → 𝑥) ∧ … 

= 𝜇(𝑥− → 𝑥) ∧ …∧ 𝜇((𝑥𝑚−1)− → 𝑥) ∧ 𝜇((0)− → 𝑥) ∧ 𝜇((0)− → 𝑥) ∧ … 

 = 𝜇(𝑥− → 𝑥) ∧ …∧ 𝜇((𝑥𝑚−1)− → 𝑥) ∧ 𝜇(𝑥) ∧ 𝜇(𝑥) ∧ … 

  ≤ 𝜇(𝑥) 

گاهآن ،  𝑥 = 1 اگر  علاوه به  

𝑖𝑛𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)|  𝑛 ∈ ℕ} = 𝑖𝑛𝑓{𝜇((1𝑛)− → 1)|  𝑛 ∈ ℕ} = 𝜇(1) ≤ 𝜇(1) 

 .است 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇بنابراین، 

ماکسیمال یک فیلتر نیم 𝐿ازصورت هر فیلتر فازی  این لایه باشد. در-nجبر سرسخت -𝐵𝐿یک  𝐿فرض کنید  .32 ةیجنت

 است.  𝐿ازفازی 

 است. حکم برقرار31 ۀو قضی 9بنابر تعریف برهان:

𝐴که طوریجبر باشند به-BLدو  𝐵و  𝐴فرض کنید . 33 ةقضی ≅ 𝐵  و𝐴  یکBL-صورت راینساده باشد. دجبر نیم𝐵 نیز

 ساده است.جبر نیم-𝐵𝐿یک 

 .شودمستقیما ثابت می ،9تعریفبا توجه به  برهان:

 شود:باشد که به صورت زیر تعریف می 𝐿ازفازی  ۀیک مجموع 𝜇فرض کنید . 30 ةقضی

𝜇(𝑥) = {
0, 𝑥 ≠ 1
1, 𝑥 = 1

 

 صورت شرایط زیر معادل هستند: این در

1) 𝐿   یک𝐵𝐿-ت؛ساده اسجبر نیم 
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2) 𝜇 ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم𝐿 .است 

𝑅𝑎𝑑({1})صورت  این باشد. در سادهجبر نیم-BLیک 𝐿 فرض کنید  :(1)⇒(2) برهان: = یک  𝜇. واضح است که {1}

𝑥خواهیم نشان دهیم برای هر فیلتر فازی است. حال می ∈ 𝐿، 

𝑖𝑛𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)| 𝑛 ∈ ℕ} ≤ 𝜇(𝑥) 

 گیریم:ظر میدو حالت در ن

𝑥 اگرت اول. لحا ∈ 𝐿 کهطوری وجود داشته باشد به(𝑥𝑛)− → 𝑥 = 𝑛برای هر، 1 ∈ ℕ ،گاهآن𝑥 ∈ 𝑅𝑎𝑑({1}) .

𝑥 بنابراین  = 𝜇(𝑥)علاوه، . به1 = 𝑛. لذا برای هر1 ∈ ℕ.𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥) =  خواهیم داشت: نتیجه در. 1

𝑖𝑛𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)| 𝑛 ∈ ℕ} = 𝜇(𝑥) = 1 

𝑥 اگرحالت دوم.  ∈ 𝐿 کهطوریوجود داشته باشد به(𝑥𝑚)− → 𝑥 ≠ 𝑚،برای برخی، 1 ∈ ℕ برای برخی  گاهنآ𝑚 ∈ ℕ 

𝜇((𝑥𝑚)− → 𝑥) =  نتیجه در .0

𝑖𝑛𝑓{𝜇((𝑥𝑛)− → 𝑥)|  𝑛 ∈ ℕ} = 0 ≤ 𝜇(𝑥) 

 است. 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇بنابراین، 

 ،14 ۀصورت بنابر قضی این باشد. در 𝐿ازماکسیمال فازی یک فیلتر نیم 𝜇فرض کنید : (2)⇒(1)

𝜇1 = {𝑥 ∈ 𝐿|𝜇(𝑥) ≥ 1} = {1} 

، (9) 6ۀماکسیمال است. بنابراین بنابر قضینیم یک فیلتر
𝐿

{1}
حال چون  ساده است.جبر نیم-BLیک  

𝐿

{1}
≅ 𝐿 ، بناپس 

 .ساده استجبر نیم-BLیک   𝐿، 31ۀبرقضی

 گیرینتیجه

ها، ارتباط آن خواص ۀو پس مطالع شدمعرفی های جبر-BLدر  فازی ماکسیمالفیلتر های نیم مفهومدر این مقاله ابتدا 

 ،...لایه فازی-nخارق العاده  ،لایه فازی-nهای فازی با سایر فیلترهای فازی دیگر مانند فیلترهای استلزامی لتراین نوع از فی

 طقیمن ها در ساختار جبریآلها یا ایدهای فازی بر روی فیلترهاستفاده از ساختار جا کهاز آنرسی قرار گرفت . مورد بحث و بر

وع خود ن که در شدها استفاده متناهی برای تعریف این نوع فیلترمقاله از اینفیموم نا این در ، لذادارند روندی مشابهتقریبا 
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ر ادامه به کمک این نوع از بدان اشاره شد. د یادر قضا وزگار است فازی نیز ساهای در مجموعه هابا مفهوم برش جدید و نیز

ر ساختارسد استفاده از این نوع های آینده به نظر میبرای کار .پرداخته شدساده  های نیمجبر-BLفیلترهای فازی به مطالعه 

-RLجبرها،  -EQمانند  منطقی یهای جبرفازی در دیگر ساختارنیم ماکسیمال  های(آل)ایدههایتعریف فیلتربرای  توانمی

ی منطقی به کمک این نوع از هاخی از این جبربر ۀنین مطالعو همچ استفاده نمود جبرها، جبرهای هوپ و...-MVجبرها، 

 های فازی از اهداف تحقیقاتی آینده خواهد بود.فیلتر

 قدردانی

ری را کند و نگارش بهت لیه از نظر کیفیت ارتقا پیدااو ۀنسخ نکات و توضیحاتی که ارائه کردند تا ۀاز داوران محترم برای هم

 نهایت سپاسگزاری و تشکر را دارم. مداشته باش
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