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دیفرانسیل ولترای کسری تأخیری با استفاده از  -حل عددی معادلات انتگرال
 های گنوچی متعامدایچندجمله

 2انیبابل لیاسمع ،1لیلا منصوری

 ی اضیگروه ر ه، یعلوم پا ۀدانشکد ی،  )ره( شهرر ی نیامام خم ادگاریواحد   یدانشگاه آزاداسلام   -1

 ی اضیگروه ر،  وتر یو کامپ  یاضیعلوم ر ۀدانشکد  ،ی دانشگاه خوارزم  -2

 04/09/99 :پذیرش                    23/04/99 :دریافت

 چکیده 

 -متعامد انتقال یافته را برای حل یک رده از معادلات انتگرال  2های گنوچی ایچندجمله  ۀ با پای   1در این مقاله، روش گالرکین 

دهیم ها بسط میایبریم. برای این منظور ابتدا جواب تقریبی معادله را بر حسب این چندجملهکار می  دیفرانسیل کسری تأخیری به

آوریم. مزیت این روش  دست می  به  3کاپاتوبا مفهوم   های گنوچی را برای مشتقات کسریایو سپس ماتریس عملیاتی چندجمله

به کار  ۀگذاری جواب تقریبی در معادل این است که با جای به یک دستگاه معادلات  بردن ماتریس  اصلی و  های عملیاتی، معادله 

ی جواب  دهیم که تحت شرایطشود که با روش نیوتن قابل حل است. به علاوه، در تحلیل همگرایی روش نشان میجبری تبدیل می

روش گالرکین به کمک توابع متعامد گنوچی به جواب واقعی همگراست. در پایان نتایج عددی ارائه شده است تا کارایی و اعتبار  

های  شود که با این روش در بازهعلاوه  با توجه به نتایج عددی مشاهده می  روش و نیز مناسب بودن کران خطا را نشان دهند؛ به

 آید.قابل قبولی به دست میهای  بزرگ نیز جواب

  ،یاتیعمل سیماتر ن،یگالرک روش  ،یگنوچ ی هایاچندجمله ،یریتأخ ی کسر معادلات ولترا،  لیفرانسید-معادلات انتگرال :های کلیدیواژه

 خطا.  لیتحل

 مقدمه . 1

 ۀ تاریخچ  ۀصحیح هستند. برای مطالع  ۀمعادلات دیفرانسیل معمولی از مرتب  ،معادلات دیفرانسیل کسری، تعمیم یافته

نویسندگان متعددی به بررسی حسابان کسری    اًمراجعه کرد. اخیر [13]  توان به عملگرهای دیفرانسیل کسری می  ۀتوسع

 . بیشتر [7،12،17]   اند ... پرداخته لرزه، مکانیک جامد، مکانیک آماری، اقتصاد، حمل و نقل وو کاربردهای آن در زمین

نتیجه در  ندارند  دقیق  جواب  کسری  دیفرانسیل  معادلات  روش  ،معادلات  این  تقریبی  حل  برای  مختلفی  عددی  های 

 [.  11،14،15،18،24]گسترش یافته است 

 

 مسئول نویسندۀ   : babolian@khu.ac.ir 
1 Galerkin method 
2 Genocci polynomials 
3 Caputo 
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   890                                                                                ...با استفاده از یریتأخ یکسر یولترا  لیفرانسید-معادلات انتگرال یحل عدد

سازی  ای جهان اطراف ما را به خوبی مدله دیفرانسیل اغلب پدیده  -از طرفی، معادلات دیفرانسیل و معادلات انتگرال

که مدل حاصل سازگاری بیشتری با واقعیت داشته باشند در برخی موارد لازم است که تابع سمت کنند، اما برای آنمی

های گذشته گیری به زمانهای انتگرالراست معادلات را اصلاح کرد، به طوری که تابع مجهول و مشتقات آن و کران 

از معادلات   این دسته  اصلی  باشد. صورت  انتگرالوابسته  و معادلات  دیفرانسیل  تأخیری   -توسط معادلات  دیفرانسیل 

کنند که متغیرهایش تحت تأثیر نتایج قبلی نیز  سازی میهایی را مدلشود. این دسته از معادلات پدیدهنمایش داده می

به بررسی وجود  [  5]   و در  اند هستند. معادلات دیفرانسیل کسری تأخیری نیز در مقالات متعددی مورد حل و بررسی قرار گرفته 

دیفرانسیل کسری    - معادلات انتگرال وجود و یکتایی جواب   پرداخته شده است. همچنین   کتایی جواب این دسته از معادلات و ی 

بیان شده است. این دسته از معادلات نقش مهمی در توصیف [ 9،23]دیفرانسیل کسری تأخیری در -و معادلات انتگرال

بنابراین حل    .[4،8،20،22]کنندهای علمی ایفا میشناسی، فناوری، فیزیولوژی و سایر زمینه فیزیکی، زیستهای  پدیده

 [. 5،8،23]این دسته از معادلات مورد توجه دانشمندان متعددی قرار گرفته است 

  زیر 1ولترا کسری تأخیری   -انتگرال دیفرانسیل  ۀ حل عددی معادل   ما در این مقاله، ارائه یک رویکرد جدید برای هدف 

 است 

(1)   

{
𝐷𝛽𝑢(𝑡) = 𝐹 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢( 𝑡 − ℎ),∫ 𝑔(𝑡, 𝑠, 𝑢(𝑠))

𝑡

𝑡−ℎ

𝑑𝑠) , 𝑡 ≥ 0

𝑢(𝑖)(0) = 𝑢0𝑖,          𝑖 = 0, 1,… , 𝑛 − 1, 𝑛 = ⌈𝛽⌉.                               

   

تابع مجهول    𝑢به اندازه کافی هموار و    𝑔 و   𝐹است، توابع    𝛽کوچکترین عدد صحیح بزرگتر یا مساوی    ⌈𝛽⌉که در آن  

برای ایم.  های گنوچی متعامد انتقال یافته را به کار بردهای های چندجملهروش گالرکین با پایه(  1)  ۀ است. برای حل معادل

   .رجوع کنید [ 2،3،10] بهتوانید ها میایکاربردهای این چندجملهمطالعه 

عملیاتی مشتق کسری مرتب(  1)  ۀبه منظور حل معادل برای     𝜏ۀ برای ماتریس  را  های  ای چندجمله به مفهوم کاپوتو 

گذاری جواب تقریبی در های عملیاتی و جایآوریم. با به کارگیری این ماتریسدست می  بهگنوچی متعامد انتقال یافته  

آید که با روش  آوریم. سپس یک دستگاه معادلات جبری غیرخطی به دست میدست می  اصلی، تابع مانده را به  ۀمعادل

کنیم  های متعامد انتقال یافته استفاده میاین روش این است که چون از چندجمله نیوتن قابل حل است. یکی از فواید ای

تر معادلات انتگرال  علاوه، با توجه به این که بیش آوریم. بهست میتر نیز به دهای بزرگهای قابل قبولی برای بازهجواب 

  ۀنشان دهند   ، دهیم که کوچک بودن ماندهدیفرانسیل کسری تأخیری جواب دقیق ندارند در بخش تحلیل خطا نشان می

 ست.  همگرایی روش ا

 

 

 
1 Fractional Delay Volterra Integro – Differential Equation 
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 صورت زیر تنظیم یافته است: این مقاله به

به    3ها  بیان شده است. بخش  لیوویل و روابط بین آن  - کاپاتو و انتگرال کسری ریمان، مشتق کسری  2در بخش  

بسط    4در بخش  ریب توابع اختصاص داده شده است.  های گنوچی متعامد انتقال یافته و تقایمعرفی و توضیح چندجمله 

دست    ماترس عملیاتی تأخیری را به ماتریس عملیاتی مشتق کسری و  و  آوریم،  دست میرا به   هاایجمله تیلور این چند 

بررسی شده    5علاوه تحلیل خطای روش در بخش  . بهکنیم( استفاده می1)  ۀروش گالرکین برای حل معادل  آوریم و ازمی

گیری در بخش آخر نتیجه  ، اند. در پایانشده  ارائه    6های عددی در بخش است. برای نشان دادن دقت و کارایی روش مثال

 . بیان شده است

 1حسابان کسری  . 2

 2مشتق کسری کاپوتو   .1.2

 [.  6]  کنیممقدار اولیه کاربرد دارد در زیر تعریف آن را بیان می لهأ مسجا که مشتق کاپوتو برای از آن 

 (2) 

𝐷𝜈𝑓(𝑡) =

{
 
 

 
 1

𝛤(𝑛 − 𝜈)
∫

𝑓(𝑛)(𝑠)

(𝑡 − 𝑠)𝜈−𝑛+1

𝑡

𝜊

𝑑𝑠                          𝑛 − 1 < 𝜈 < 𝑛, 𝑛 ∈ ℕ,

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑓(𝑡),                                                                         𝜈 = 𝑛 𝜖 ℕ,

 

𝜈که در آن  >  است. 𝜈صحیح بزرگتر از  کوچکترین عدد 𝑛مشتق و   ۀمرتب  0

 [ 13] داریمبرای مشتق کاپوتو تساوی زیر را  نیز 

(3) 

𝐷𝜈𝑡𝑗 = {

0 ,                                                                            𝑗𝜖𝛮 ∪ {0}, 𝑗 < [𝜈],
𝛤(𝑗 + 1)

𝛤(𝑗 + 1 − 𝜈)
𝑡𝑗−𝜈,                  𝑗𝜖𝛮, 𝑗 ≥ [𝜈],      𝑗 ∉ 𝛮, 𝑗 > [𝜈] − 1,

 

 همچنین مشتق کسری کاپوتو یک عملگر خطی است

𝐷𝜈(𝑐1𝑓1(𝑡) + 𝑐2𝑓2(𝑡)) =  𝑐1𝐷
𝜈𝑓1(𝑡) + 𝑐2𝐷

𝜈𝑓2(𝑡), 

 ثابت هستند.   𝑐2و  𝑐1که در آن 

 

 

 

 
1 fractional calculus       
2 Caputo’s fractional derivative 
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   892                                                                                ...با استفاده از یریتأخ یکسر یولترا  لیفرانسید-معادلات انتگرال یحل عدد

   1لیوویل  - انتگرال کسری ریمان   .2.2

 [ 13]به صورت زیر تعریف می شود  𝛼لیوویل از مرتبه   -انتگرال کسری ریمان

𝐼𝛼𝑓(𝑡) = {

1

𝛤(𝛼)
∫

𝑓(𝑠)

(𝑡 − 𝑠)1−𝛼

𝑡

0

𝑑𝑠 =  
1

𝛤(𝛼)
𝑡𝛼−1  ∗ 𝑓(𝑡) ,      𝛼 > 0,

𝑓(𝑡),                                                                              𝛼 = 0,

 

 

𝑡𝛼−1که در آن   ∗ 𝑓(𝑡) 2پیچشی  ضرب   𝑡𝛼−1   و𝑓(𝑡)  .است 

 کنند لیوویل در روابط زیر صدق می -مشتق کسری کاپوتو و انتگرال کسری ریمان

(𝑖) 𝐼𝛼𝑡𝜇 =
𝛤(𝜇 + 1)

𝛤(𝜇 + 1 + 𝛼)
𝑡𝜇+𝛼 ,     𝜇 > −1 , 

(𝑖𝑖) 𝐼𝛼(𝐷𝛼𝑔(𝑡)) = 𝑔(𝑡) − ∑𝑔(𝑗)
𝑛−1

𝑗=0

(0)
𝑡𝑗

𝑗!
 , 

(𝑖𝑖𝑖) 𝐷𝛼(𝑔(𝑡)) = 𝐼𝑛−𝛼𝐷𝑛𝑔(𝑡), 𝑛 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑛 , 𝑛 ∈ ℕ. 

 های گنوچی متعامد و تقریب توابع ای. چندجمله 3

 های گنوچی متعامد ایچندجمله .1.3

 [ 1] شوندصورت زیر تعریف می توسط توابع مولد نمایی و به های گنوچی کلاسیک معمولاًای چندجمله 

2𝑡𝑒𝑡𝑥

𝑒𝑡 + 1
= ∑ 𝐺𝑚(𝑥)

𝑡𝑚

𝑚!
,         |𝑡| < 𝜋

∞

𝑚=0

, 

 آیددست می زیر به  ۀاست و از رابط 𝑚  ۀای از درج چندجمله 𝐺𝑚که در آن 

𝐺𝑚(𝑥) = ∑(
𝑚
𝑘
)𝑔𝑚−𝑘𝑥

𝑘 = 2𝐵𝑚(𝑥) − 2
𝑚+1𝐵𝑚(𝑥), 𝑚 = 0, 1, …𝑚.

𝑚

𝑘=0

  

𝑔𝑘 بالا    ۀدر رابط = 2𝐵𝑘 − 2
𝑘+1𝐵𝑘, 𝑘 = 0, 1, … ,𝑚    اعداد گنوچی هستند. به علاوه𝐵𝑚    و𝐵𝑚(𝑥)  ترتیب    به

برای  𝐵𝑖(𝑥)و   𝐵𝑖اول تا پنجم و ۀهای گنوچی درجای های برنولی هستند. در زیر چندجمله ای اعداد برنولی و چندجمله

𝑖 = 0, 1,  اند. نمایش داده شده 2,3,4

𝐺0(𝑥) = 1,                                    𝐵0(𝑥) = 1,                                             𝐵0 = 1, 

𝐺1(𝑥) = 2𝑥 − 1,                          𝐵1(𝑥) = 𝑥 −
1

2
,                                   𝐵1 = −

1

2
, 

𝐺2(𝑥) = 3𝑥
2 − 3𝑥,                       𝐵2(𝑥) = 𝑥

2 − 𝑥 +
1

6
,                            𝐵2 =

1

6
, 

 
3 Riemann-Liouville 
4 convolution 
 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-1
2-

08
 ]

 

                             4 / 23

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3113-fa.html


 های ریاضی  پژوهش                                                   1400، زمستان 4  ۀ، شمار7جلد                                                      893
 ( نشریه علوم دانشگاه خوارزمی)

 

 

𝐺3(𝑥) = 4𝑥
3 − 6𝑥2 + 1,              𝐵3(𝑥) = 𝑥

3 −
3

2
𝑥2 +

1

2
𝑥,                    𝐵3 = 0, 

𝐺4(𝑥) = 5𝑥
4 − 10𝑥3 + 5𝑥,      𝐵4(𝑥) = 𝑥

4 − 2𝑥3 + 𝑥2 −
1

30
,            𝐵4 = −

1

30
 . 

 

توابع}   تعریف. ,°𝜓مجموعه  𝜓1 , … , 𝜓𝑁 نامنفی و  پیوسته  وزن  تابع  به  باز  𝑤{نسبت  ,𝑎0]  ۀبر  𝑏0]    نامیده متعامد 

 شود، هر گاه می

〈𝜓𝑗, 𝜓𝑘  〉𝑤 = ∫ 𝜓𝑗(𝑥)𝜓𝑘(𝑥)𝑤(𝑥)
𝑏0

𝑎0

𝑑𝑥 =  {
0,                       𝑗 ≠ 𝑘  ,
𝛼𝑘 > 0,             𝑗 = 𝑘,

 

 

,𝜓𝑗〉 که در آن  𝜓𝑘  〉𝑤 ضرب داخلی𝜓𝑗   و𝜓𝑘  نسبت به تابع وزن𝑤   است. به علاوه 

𝛼𝑗 = 〈𝜓𝑗, 𝜓𝑗 〉𝑤 =∥ 𝜓𝑗 ∥𝑤
2 , 

𝜓𝑗که ∈ 𝐿𝑤
2 [𝑎0, 𝑏0].   . 

اول تا    ۀگنوچی متعامد درج هایای چندجمله دهیم؛  نشان می  𝑂𝐺𝑚(𝑥 را با    𝑚  ۀهای گنوچی متعامد درجای چندجمله 

,0]  ۀپنجم در باز  اند صورت زیر به دست آمده به [1

OG0(x) = 1, 

OG1(x) =   √3(  2x − 1), 

OG2(x) = √20(3x
2 − 3x +

1

2
), 

OG3(x) = √175(4x
3 − 6x2 +

12

5
x −

1

5
), 

OG4(x) = √1764 (5x
4 − 10x3 +

45

7
x2 −

10

7
x +

1

14
). 

 

 کنند زیر صدق می ۀمتعامد به دست آمده در رابط  هایای چندجمله 

∫ 𝑂𝐺𝑖

1

0

(𝑡) 𝑂𝐺𝑗(𝑡)𝑑𝑡 =  𝛿𝑖𝑗 ,        𝑖, 𝑗 = 0,1, … ,𝑚,   

,0]  ۀمورد نظر بر روی باز  ۀحال اگر معادل است.  1تابع دلتای کرونکر    𝛿𝑖𝑗که در آن ℒ]    برایℒ > تعریف شده باشد،    0

 انتقال دهیم.  [0,1]  ۀمورد نظر را با تغییر متغیر به باز ۀ باید باز

 دهیم  نشان می  𝜓 (𝑡)را با نماد  [0,1]  ۀ روی باز 𝑚حداکثر  ۀاز درج گنوچی متعامد  هایای چندجمله بردار 
(4) 

𝜓 (𝑡) =  [𝑂𝐺0(𝑡), 𝑂𝐺1(𝑡), … , 𝑂𝐺𝑚(𝑡)]
𝛵,  

 
1 Kronecker delta function 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-1
2-

08
 ]

 

                             5 / 23

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3113-fa.html


   894                                                                                ...با استفاده از یریتأخ یکسر یولترا  لیفرانسید-معادلات انتگرال یحل عدد

𝑥متغیر  همچنین با تغییر =  
𝑡

ℒ
,0]  ۀروی باز یافته برانتقال گنوچی متعامد  هایای چندجمله،  ℒ]  به صورت زیر تعریف

 شوند می

(5) 

℘𝑖 ,𝑚 (𝑡) =  
1

√ℒ
 𝑂𝐺𝑚  (

𝑡

ℒ
 )  ,          𝑖 = 0,1,… ,𝑚.   

,0]  ۀ یافته روی بازانتقال گنوچی متعامد   هایای چندجمله  بردار ℒ]   را با نمادΦ (𝑡) دهیمو به صورت زیر نشان می 

(6 ) 

Φ (𝑡) =  [℘0,𝑚(𝑡),℘1,𝑚(𝑡), … ,℘𝑚,𝑚(𝑡)]
𝛵. 

 زیر را نوشت برداری  ۀرابطتوان به سادگی می

(7) 

Φ(𝑡) =  
1

√ℒ
 𝜓 (

𝑡

ℒ
 ).  

 های گنوچی متعامد انتقال یافته ایتقریب توابع با استفاده از چندجمله.  2.3

بحث کنیم.  های گنوچی متعامد انتقال یافته، ای خواهیم در مورد تقریب توابع با استفاده از چندجملهدر این بخش می

ای هستیم که تابع داده شده را طوری تقریب بزند که خطای تقریب در  جمله به دنبال چند  𝑦در تقریب تابعی مانند  

 فضای نرمدار به حداقل برسد.  

𝐼فرض کنید،    .1  ۀقضی = (𝑎, 𝑏)   و𝕡𝑛      مجموعه تمام چند جمله ای های از درجه حداکثر𝑛     هر  باشد، آنگاه به ازای

𝑦 ∈ 𝐿𝑤
2 (𝐼)   و𝑛 ∈  ℕ ای منحصر به فردیک چندجمله𝑞𝑛

∗ ∈ 𝕡𝑛    که  طوری وجود دارد، به 

∥ 𝑦 − 𝑞𝑛
∗ ∥w≤∥ 𝑦 −  𝑞 ∥w , ∀𝑞 ∈ 𝕡𝑛   

 *که در آن

𝑞𝑛
∗ (𝑡) =  ∑ 𝑐𝑘̂𝑝𝑘(𝑡) 

𝑛

𝑘=0

,            𝑐𝑘̂ = 
〈𝑦, 𝑝𝑘  〉𝑤
∥ 𝑝𝑘 ∥𝑤

2
 ,     𝑘 = 0, 1,… , 𝑛,  

𝑘=0{𝑝𝑘}و  
𝑛   نسبت به تابع وزن   یک پایه متعامد𝑤  برای𝕡𝑛      است. به طور خاص، بهترین تقریب𝑞𝑛

نشان    𝜋𝑛𝑦را با    ∗

𝑞𝑛ای جملهدهیم که چندمی
 [ 21] عبارت دیگر است. به   𝕡𝑛در فضای  𝑦تابع  تصویر متعامد بهترین تقریب   ∗

(8) 

〈𝑦 − 𝜋𝑛𝑦 , 𝑢〉𝑤 = 0, ∀𝑢 ∈ 𝕡𝑛 .  
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𝑤(𝑥)های گنوچی متعامد انتقال یافته نسبت به تابع وزن  ای چندجمله  = 𝐼  ۀروی باز  1 = [0, ℒ]    متعامد هستند. لذا

,𝐿2 [0دلخواه در فضای  یک عضو    𝑦اگر تابع   ℒ]   تابع  (1)ۀ  باشد، در این صورت با استفاده از قضی ،𝑦   دارای بهترین

 به صورت زیر است   𝜋𝑚𝑦تقریب منحصر به فرد 

  

(9) 

𝜋𝑚𝑦(𝑡) =  ∑𝑐𝑖℘𝑖,𝑚(𝑡)

𝑚

𝑖=0

,   

 که در آن 

(10) 

                   𝑐𝑖 = ∫ 𝑦(𝑡)℘𝑖,𝑚(𝑡) 𝑑𝑡, 𝑖 = 0, 1, … ,𝑚   
ℒ

0

                 

 ای های گنوچی متعامدهای عملیاتی چندجمله . ماتریس 4

بخش   این  معادلدر  حل  برای  که  عملیاتی  های  می  ( 1)  ۀ ماتریس  دست  به  را  داریم  تیلور نیاز  بسط  ابتدا  آوریم. 

کنیم، همچنین آوریم و سپس ماتریس عملیاتی تأخیری را معرفی میرا به دست می  متعامد های گنوچی  ای چندجمله 

های عملیاتی و  آوریم و در نهایت با کمک این ماتریسدست میماتریس عملیاتی مشتق کسری به مفهوم کاپاتو را به

 کنیم. را حل می (1) ۀروش گالرکین معادل

 های گنوچی متعامد ایچندجمله. بسط تیلور  4.1

نیاز  ها  ایچندجمله به بسط تیلور این    های گنوچی متعامد ای چندجملههای عملیاتی  دست آوردن ماتریس  برای به

استاندارد    هایای چندجملهبه    های گنوچی متعامدایچندجمله خواهیم ماتریس عملیاتی تبدیل  داریم. در این بخش می

𝑗را به ازای      𝑗,𝑚℘بسط تیلور   )تیلور( را پیدا کنیم. = 0,1,… ,𝑚  0]  ۀ باز  در, ℒ] کنیم  صورت زیر بیان می به 

(11) 

℘𝑗,𝑚(𝑡) =  𝑍𝑗+1𝑇𝑚(𝑡),   

 بالا به صورت زیر است  ۀنمایش ماتریسی رابط یک بردار سطری شامل ضرایب بسط تیلور است. 𝑍𝑗+1  که در آن

(12) 

 Φ(𝑡) = 𝑍𝑇𝑚(𝑡) ,  

𝑍  (𝑚، که ماتریس  + 1) × (𝑚 + و بردار است    𝑍𝑗+1امین سطر آن بردار    – 𝑗شامل ضرایب بسط تیلور است که    (1

𝑇𝑚  برابر است با 

𝑇𝑚(𝑡) =  [1, 𝑡, 𝑡
2, … , 𝑡𝑚]𝑇 . 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-1
2-

08
 ]

 

                             7 / 23

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3113-fa.html


   896                                                                                ...با استفاده از یریتأخ یکسر یولترا  لیفرانسید-معادلات انتگرال یحل عدد

 های گنوچی متعامد ایچندجمله. ماتریس عملیاتی مشتق کسری کاپوتو  4.2

بخش   این  مرتبه  در  کاپوتو  کسری  مشتق  عملیاتی  برای    𝜏ماتریس  بهای چندجمله را  متعامد  گنوچی  دست    های 

 آوریم. می

0فرض کنید   .2  ۀقضی < 𝜏 < 𝑛 برای ،Φ(𝑡)  زیر برقرار است  ۀ، رابط2تعریف شده در بخش 

(13) 

𝐷𝜏Φ(𝑡) ≃ 𝐃(𝛕)Φ(𝑡), 

 

𝑚) ماتریس عملیاتی   𝐃(𝛕)که در آن + 1) × (𝑚 +  به مفهوم کاپوتو است. 𝜏برای مشتق کسری مرتبه   (1

 توان نوشت زیر را می ۀرابط (12) ۀبا توجه به رابطاثبات.  

 (14) 

𝐷𝜏Φ(𝑡) = 𝑍𝐷𝜏𝑇m(𝑡), 

 

 که در آن

𝐷𝜏𝑇𝑚(𝑡) = [𝐷
𝜏1,𝐷𝜏𝑡, … , 𝐷𝜏𝑡𝑚  ]𝑇 . 

 

⌈𝜏⌉ فرض کنید  = 𝑗شوندروابط زیر نتیجه می (3) ۀ، با توجه رابط 

(15) 

𝐷𝜏𝑡𝑘 = 0,                              𝑘 = 0,… , 𝑗 − 1, 

𝐷𝜏𝑡𝑘 =
𝛤(𝑘 + 1)

𝛤(𝑘 + 1 − 𝜏)
𝑡𝑘−𝜏,     𝑘 = 𝑗, … ,𝑚, 

 داریم ( 15) و  (14)با به کارگیری روابط 

(16 ) 

𝐷𝜏𝑇m(𝑡) = [0, 0, … , 0,
𝛤(𝑗 + 1)

𝛤(𝑗 + 1 − 𝜏)
𝑡𝑗−𝜏, … ,

𝛤(𝑚 + 1)

𝛤(𝑚 + 1 − 𝜏)
𝑡𝑘−𝜏]𝑇 .         

دست    زیر را بهروابط  (  10( و )9دهیم. با توجه به )های گنوچی متعامد بسط میایچندجمله را بر اساس  𝑡𝑘−𝜏 حال  

 آوریم: می

(17) 

𝑡𝑘−𝜏 ≃∑𝑎𝑙𝑘

𝑚

𝑙=0

℘𝑙,𝑚(𝑡),     𝑘 = 𝑗, … ,𝑚,       
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(18) 

𝑎𝑙𝑘 = ∫ 𝑡𝑘−𝜏
ℒ

0

℘𝑙,𝑚(𝑡)𝑑𝑡,   𝑙 = 0,… ,𝑚.   

 شودزیر نتیجه می ۀ( رابط18( در )11گذاری )با جای

(19) 

𝑎𝑙𝑘 =∑𝑍𝑙𝑖

𝑚

𝑖=0

∫ 𝑡𝑘−𝜏
ℒ

0

𝑡𝑖𝑑𝑡 =∑𝑍𝑙𝑖

𝑚

𝑖=0

ℒ𝑘−𝜏+𝑖+1

𝑘 − 𝜏 + 𝑖 + 1
,                   

 آید  دست می زیر به ۀرابط ( 19)و  (17)با استفاده از روابط 

(20) 

𝑡𝑘−𝜏 ≃∑(∑𝑍𝑙𝑖

𝑚

𝑖=0

ℒ𝑘−𝜏+𝑖+1

𝑘 − 𝜏 + 𝑖 + 1
)

𝑚

𝑙=0

℘𝑙,𝑚(𝑡),     𝑘 = 𝑗, … ,   𝑚.             

𝑘به ازای  ( 16)در   (20)گذاری با جای = 𝑗,… ,𝑚  داریم 

(21) 

𝐷𝜏𝑡𝑘 ≃
𝛤(𝑘 + 1)

𝛤(𝑘 + 1 − 𝜏)
∑(∑𝑍𝑙𝑖

𝑚

𝑖=0

ℒ𝑘−𝜏+𝑖+1

𝑘 − 𝜏 + 𝑖 + 1
)

𝑚

𝑙=0

℘𝑙,𝑚(𝑡)        

=∑𝐴𝑘𝑙

𝑚

𝑙=0

℘𝑙,𝑚(𝑡).       

 شودنتیجه زیر حاصل می (14)در  (21)و   (16)با قرار دادن روابط 

(22) 

𝐷𝜏𝑇𝑚(𝑡) = 𝐴̂Φ(𝑡)                                                 

𝑚)یک ماتریس    𝐴̂که در آن   +  1)  ×  (𝑚 + 𝐴̂𝑘است و    (1  = [0, 0, … , 𝑘  به ازای  [0 = 0,… , 𝑗 − 𝐴̂𝑘و    1 =

[𝐴𝑘0, 𝐴𝑘1, … , 𝐴𝑘𝑚]  ازایبه 𝑘 = 𝑗,… ,𝑚.  

 توان نوشت می  (22)و  (14)در نهایت با توجه به 

𝐷𝜏Φ(𝑡) ≃ 𝑍𝐴̂ Φ(𝑡) = 𝐃(𝛕)Φ(𝑡), 

𝐃(𝛕)  با قرار دادن =  𝑍𝐴̂  .اثبات کامل است □ 

 های گنوچی متعامدایچندجملهماتریس عملیاتی تأخیری  .  4.3

𝑖,𝑚(𝑡℘ برای ساختن ماتریس عملیاتی تأخیری  − 𝑞)  که𝑞 ∈ 𝑅 کنیمبه صورت زیر عمل می 

(23) 

Φ(𝑡 − 𝑞) = 𝛱Φ(𝑡)  
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𝛱که در آن  = 𝑍𝐾   و سطر(𝑗 +   آیدبه صورت زیر به دست می 𝐾 ، ماتریسام  (1

𝐾𝑗 =∑(
𝑗

𝑖
)

𝑗

𝑖=0

(−𝑞)𝑗−𝑖𝑍𝑖+1
−1 ,       𝑗 = 0, 1,… ,𝑚, 

𝑍𝑖+1و  
−1، 𝑖 = 0, 1, … ,𝑚    نشان دهنده سطر(𝑗 +  است. 𝑍ماتریس معکوس   ام  (1

 دیفرانسیل کسری تأخیری - عددی معادلات انتگرال. حل  4.4

 زنیمرا به صورت زیر تقریب می 𝑢تابع مجهول  (1) ۀبرای حل  معادل

𝑢(𝑡) ≃ 𝑢𝑚(𝑡) = 𝐶
𝑇Φ(𝑡) , 

 ذیل را می توان نوشت ۀبنابراین رابط

𝐷𝛽 𝐶𝑇Φ(𝑡) ≃ 𝐹(𝑡, 𝐶𝑇Φ(𝑡), 𝐶𝑇Φ(𝑡 − ℎ),∫ 𝑔(𝑡, 𝑠, 𝐶𝑇Φ(𝑠) )𝑑𝑠) + 𝑅(𝑡) ,
𝑡

𝑡−ℎ

 

  (23)و  (13)به علاوه با توجه به روابط  است. (1)ۀ  گذاری جواب تقریبی در معادلتابع مانده حاصل از جای  𝑅آنکه در 

 آید زیر به دست می ۀرابط

(24) 

𝑅(𝑡) = 𝐹(𝑡, 𝐶𝑇Φ(𝑡) , 𝐶𝑇𝛱 Φ(𝑡),∫ 𝑔(𝑡, 𝑠, 𝐶𝑇Φ(𝑠) ) − 𝐶𝑇𝑫(𝜷) Φ(𝑡) ,
𝑡

𝑡−ℎ

   

در روش گالرکین، از مساوی صفر قرار دادن ضرب   بریم. ، روش گالرکین را به کار می𝐶برای به دست آوردن بردار مجهول  

 توان نوشت زیر را می ۀشود، بنابراین رابطداخلی تابع مانده و توابع پایه استفاده می

(25) 

∫𝑅(𝑡) ℘𝑖,𝑚(𝑡)𝑑𝑡 = 0,    𝑖 = 0, 1,… ,𝑚 − ℊ,

ℒ

0

 

𝑚درنتیجه   − ℊ +  شرط اولیه  ℊآید. به علاوه  غیرخطی به دست می ۀمعادل 1

(26 ) 

𝑢𝑚
(𝑖)(0) = 𝜔𝑖,    𝑖 = 0, 1, … , ℊ − 1,  

 

ℊ  دهد. با حل دستگاه  معادله جبری را نتیجه می𝑚 + 𝑚و    ۀمعادل  1 +    𝐶مجهول حاصل، بردار مجهول ضرایب    1

 آید. دست می تقریبی به  جواب  𝐶گذاری بردار قابل محاسبه است. در نهایت با جای
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 . تحلیل همگرایی 5

 . شودمی تحیل خطا و خواص همگرایی در این بخش بررسی

𝑦فرض کنید    [ 11]  .1لم ∈ 𝐶𝑚+1[𝑎0, 𝑏0]    و𝐼𝑚𝑦  ای درونیاب  چندجمله𝑦    در نقاط،𝑥𝑖    𝑖 = 0, 1, … ,𝑚 صفرهای(

,𝑎0]ای چبیشف در چندجمله  𝑏0] صورت  این ( است، در 

‖𝑦 − 𝐼𝑚𝑦‖𝐿2[𝑎0,𝑏0] ≤ 𝜎 
(𝑏−𝑎)

𝑚+
3
2

(𝑚+1)!22𝑚+1
 , 

𝜎که در آن  = 𝑚𝑎𝑥
𝑥∈[𝑎,𝑏]

|
𝑑𝑚+1

𝑑𝑡𝑚+1
𝑦(𝑥)| . 

  

کنید    [11]  .2لم 𝑦فرض  ∈ 𝐶𝑚+1[𝑎0, 𝑏0]   و𝑒𝑚
(𝑛)
(𝑡) =

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝑦(𝑡) −

𝑑𝑛

𝑑𝑡𝑛
𝜋𝑚𝑦(𝑡), 𝑛 ≤ 𝑚 + 1, 𝑛 ∈ ℕ  به  .

𝜋𝑚𝑦علاوه فرض کنید   ∈ 𝑆𝑝𝑎𝑛{℘0,𝑚, ℘1,𝑚, … ,℘𝑚,𝑚}   بهترین تقریب برای𝑦 صورت باشد. در این 

‖𝑒𝑚
(𝑛)
‖
𝐿2[𝑎,𝑏]

≤ 
𝜅(𝑏0 − 𝑎0)

𝑚−𝑛+
3
2

(𝑚 − 𝑛 + 1)! 22𝑚−2𝑛+1
, 

 که در آن

𝜅 = ‖𝑢(𝑚+1)‖
∞
. 

 

 گیریمزیر را در نظر می لهأ مسدر ادامه، 

(27) 

𝐷𝛽𝑢(𝑡) = 𝐹 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡 − ℎ),∫   𝑔(𝑡, 𝑠, 𝑢(𝑠))
𝑡

𝑡−ℎ

 𝑑𝑠 ),  

 کنند در شرایط زیر صدق می 𝑔و     𝐹که در آن تابع 

(28) 

  (𝐼)  |𝐹(𝑡 , x , 𝑦 , 𝑧 )| ≤ |a1(𝑡)| |𝑥| + |𝑦| + |𝑧|, 

(𝐼𝐼)  |𝑔(𝑡 , 𝑠 , 𝑤 )|  ≤ |b1(𝑡)| |b2(𝑠)| |𝑤|. 

 را به صورت زیر نوشت  (27)  ۀمی توان رابط (𝑖𝑖) ۀبا توجه به رابط

(29) 

𝑢(𝑡) = 𝐼𝛽 (𝐹 (𝑡, 𝑢(𝑡), 𝑢(𝑡 − ℎ),∫   𝑔(𝑡, 𝑠, 𝑢(𝑠))
𝑡

𝑡−ℎ

 𝑑𝑠 )) + 𝐼0(𝑡),    

 که در آن 
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𝐼0(𝑡) = ∑
𝑢𝑘(0)

𝑘!
𝑡𝑘 .

 

𝑚−1

𝑘=0

 

 نوشتمی توان  𝐼𝛽و با توجه به تعریف

(30) 

  

𝑢(𝑡) =
1

𝛤(𝛽)
∫ (𝑡 − 𝑣)𝛽−1 𝐹 (𝑣, 𝑢(𝑣), 𝑢(𝑣 − ℎ),∫   𝑔(𝑣, 𝑠, 𝑢(𝑠))

𝑣

𝑣−ℎ

 𝑑𝑠 )
𝑡

𝜊

𝑑𝑣 

                       +𝐼0(𝑡).                                                                                                                           

 به صورت زیر 𝑆 با درنظر گرفتن عملگر

𝑆𝑢(𝑡) = −
1

𝛤(𝛽)
∫ (𝑡 − 𝑣)𝛽−1 𝐹(𝑣, 𝑢(𝑣), 𝑢(𝑣 − ℎ), ∫   𝑔(𝑣, 𝑠, 𝑢(𝑠))

𝑣

𝑣−ℎ
 𝑑𝑠 )

𝑡

𝜊
𝑑𝑣, 

 را می توان به شکل زیر نوشت  (30) ۀرابط

(31) 

    𝑢(𝑡) + 𝑆𝑢(𝑡) = 𝐼0(𝑡),            

,a0]،به صورت     𝐼فرض کنید  (  1. )نامساوی گرونوال 3لم ∞)  [𝑎0, 𝑏0)    یا[𝑎0, 𝑏0]    باشد. و𝐺1  ،𝐺2  و𝑊   توابع

دار بسته و کران  ۀپذیر روی هر زیربازتابعی انتگرال    𝐺1توابع پیوسته و نامنفی و    𝑊و   𝐺2باشد. فرض کنید    𝐼حقیقی روی 

𝐼 .اگر   باشد𝐺2   نامنفی و𝑊   در نامساوی زیر صدق کند 

𝑊(𝑡) ≤ 𝐺1(𝑡) + ∫𝐺2(𝑠)𝑊(𝑠)𝑑𝑠,

𝑡

𝑎0

 

 گاه آن 

𝑊(𝑡) ≤ 𝐺1(𝑡) + ∫𝐺1(𝑠)𝐺2(𝑠) (𝑒
∫ 𝐺2(𝑟)𝑑𝑟
𝑡

𝑠 ) 𝑑𝑠.

𝑡

𝑎0

 

در شرایط   𝑔و 𝐹 جواب تقریبی آن باشد. به علاوه، فرض کنید توابع   𝑢𝑚و    (31) جواب دقیق 𝑢فرض کنید   .3  ۀقضی

(𝐼𝐼) و (𝐼)   صدق کنند و𝜅1 = 𝑚𝑎𝑥
𝑥∈[−ℎ,ℒ]

|
𝑑𝑚+1

𝑑𝑡𝑚+1
𝑢(𝑥)|  گاه  آنlim

𝑚→∞
𝑢𝑚 = 𝑢 . 

 گاه با روش گالرکین باشد، آن (27)  لهأ مسجواب تقریبی  𝑢𝑚. اگر  اثبات

(𝑢𝑚, 𝑣𝑚) + (𝑆𝑢𝑚, 𝑣𝑚) = (𝐼0, 𝑣𝑚),    ∀𝑣𝑚 ∈ 𝕡𝑚  , 

 داریم ( 8ۀ )و رابط 1 ۀگاه با توجه به قضیباشد، آن 𝐿2بهترین تقریب در فضای  𝜋𝑚اگر 

 
1 Grönwall's inequality 
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(32) 

      𝑢𝑚(𝑡) + 𝜋𝑚𝑆𝑢𝑚(𝑡) = 𝜋𝑚𝐼0(𝑡),                                              

 توان نوشت می (31)از  (32) ۀبا کم کردن رابط

(33) 

           𝑢 −  𝑢𝑚 +  𝑆𝑢 − 𝜋𝑚𝑆𝑢𝑚 = 𝐼0 − 𝜋𝑚𝐼0 = 0,                                            

 دهیم  برای راحتی قرار می

𝑒 = 𝑢 − 𝑢𝑚. 

𝑆𝑢ابتدا  − 𝜋𝑚𝑆𝑢𝑚   نویسیم: را به صورت زیر می 

(34) 

𝑆𝑢 − 𝜋𝑚𝑆𝑢𝑚 = 𝑆𝑢 − 𝜋𝑚𝑆𝑢𝑚 + 𝜋𝑚𝑆𝑢 − 𝜋𝑚𝑆𝑢 

     = 𝑆𝑢 − 𝜋𝑚𝑆𝑢 + 𝜋𝑚(𝑆𝑢 − 𝑆𝑢𝑚) 

    = 𝑆𝑢 − 𝜋𝑚𝑆𝑢 + 𝑆(𝑢 − 𝑢𝑚) − (𝑆(𝑢 − 𝑢𝑚) − 𝜋𝑚(𝑆𝑢 − 𝑆𝑢𝑚)) 

  = (𝐼0 − 𝑢) − 𝜋𝑚(𝐼0 − 𝑢) + 𝑆(𝑢 − 𝑢𝑚)                

     −(𝑆(𝑢 − 𝑢𝑚) − 𝜋𝑚(𝑆𝑢 − 𝑆𝑢𝑚))           

     = (𝐼0 − 𝜋𝑚𝐼0) − (𝑢 − 𝜋𝑚𝑢) + 𝑆𝑒 − (𝑆𝑒 − 𝜋𝑚𝑆𝑒).              

 داریم (35)در  (34) ۀگذاری رابطبا جای

𝑒 − (𝑢 − 𝜋𝑚𝑢) + 𝑆𝑒 − (𝑆𝑒 − 𝜋𝑚𝑆𝑒) = 0, 

 در نتیجه 

(35) 

       𝑒 = (𝑢 − 𝜋𝑚𝑢) − 𝑆𝑒 + (𝑆𝑒 − 𝜋𝑚𝑆𝑒).     

 می توان نوشت Sهمچنین با توجه به تعریف عملگر 

   𝑆𝑒(𝑡) = −
1

𝛤(𝛽)
∫ (𝑡 − 𝑣)𝛽−1 𝐹 (𝑣, 𝑒(𝑣), 𝑒(𝑣 − ℎ),∫   𝑔(𝑣, 𝑠, 𝑒(𝑠))

𝑣

𝑣−ℎ

 𝑑𝑠 )
𝑡

𝜊

𝑑𝑣,  

 آید به صورت زیر به دست می (35) ۀرابط

(36 ) 

𝑒(𝑡) =
1

𝛤(𝛽)
∫ (𝑡 − 𝑣)𝛽−1 𝐹 (𝑣, 𝑒(𝑣), 𝑒(𝑣 − ℎ),∫   𝑔(𝑣, 𝑠, 𝑒(𝑠))

𝑣

𝑣−ℎ

 𝑑𝑠 )
𝑡

𝜊

𝑑𝑣 

+𝐽1(𝑡) + 𝐽2(𝑡),       

 که در آن

𝐽1 = 𝑢 − 𝜋𝑚𝑢,      𝐽2 = 𝑆𝑒 − 𝜋𝑚𝑆𝑒. 
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0و  (36) ۀبا توجه به رابط ≤ 𝑡 − 𝑣 ≤ ℒ  شودنامساوی زیر نتیجه می 

(37) 

𝑒(𝑡) ≤
1

𝛤(𝛽)
∫ (𝑡 − 𝑣)𝛽−1 | 𝐹 (𝑣, 𝑒(𝑣), 𝑒(𝑣 − ℎ),∫   𝑔(𝑣, 𝑠, 𝑒(𝑠))

𝑣

𝑣−ℎ

 𝑑𝑠 )|
𝑡

0

𝑑𝑣  

    +|𝐽1(𝑡)| + |𝐽2(𝑡)|,     

𝑣 صدق می کنند ، و    (𝐼) و (𝐼𝐼) در شرط  𝑔و  𝐹کهاینبا توجه به  ∈ [0, ℒ]توان نوشتمی 

(38) 

∫ (𝑡 − 𝑣)𝛽−1 |𝐹 (𝑣, 𝑒(𝑣), 𝑒(𝑣 − ℎ),∫   𝑔(𝑣, 𝑠, 𝑒(𝑠))
𝑣

𝑣−ℎ

 𝑑𝑠 )|
𝑡

0

𝑑𝑣  

 ≤ ∫ (𝑡 − 𝑣)𝛽−1 (|𝑎1(𝑣)||𝑒(𝑣)| + |𝑒(𝑣 − ℎ)| + |∫   𝑔(𝑣, 𝑠, 𝑒(𝑠))
𝑣

𝑣−ℎ

 𝑑𝑠|)
𝑡

0

𝑑𝑣     

     ≤ ∫ (𝑡 − 𝑣)𝛽−1 (|𝑎1(𝑣)||𝑒(𝑣)| + |𝑒(𝑣 − ℎ)| + |𝑏1(𝑣)|∫  |
𝑣

𝑣−ℎ

𝑏2(𝑠)|  𝑒(𝑠)| 𝑑𝑠)
𝑡

0

𝑑𝑣   

    ≤ ∫ (𝑡 − 𝑣)𝛽−1 (|𝑎1(𝑣)||𝑒(𝑣)| + |𝑒(𝑣)| + |𝑏1(𝑣)|∫  |
𝑣

𝑣−ℎ

𝑏2(𝑠) 𝑒(𝑠)| 𝑑𝑠)
t

−ℎ

𝑑𝑣      

 

ℎ−که از طرف دیگر با توجه به این ≤ 𝑣 − ℎ ≤ 𝑠 ≤ 𝑣 ≤ t توان نوشت زیر را می ۀ، رابط 

∫ ∫  (𝑡 − 𝑣)𝛽−1 |𝑏1(𝑣)| |
𝑣

𝑣−ℎ

𝑏2(𝑠) 𝑒(𝑠)| 𝑑𝑠
𝑡

−ℎ

𝑑𝑣 

≤ ∫ ∫  (𝑡 − 𝑣)𝛽−1|𝑏1(𝑣)| |
t

−ℎ

𝑏2(𝑠) 𝑒(𝑠)| 
t

−ℎ

𝑑𝑣 𝑑𝑠 

           =  ∫ |𝑏2(𝑠)| |𝑒(𝑠)| 
t

−ℎ

 (∫  (t − 𝑣)𝛽−1
t

−ℎ

|𝑏1(𝑣)| 𝑑𝑣)  𝑑𝑠,  

𝑄1(𝑡)قرار می دهیم  = ∫ (t − 𝑣)𝛽−1 
𝑡

−ℎ
|𝑏1(𝑣)| 𝑑𝑣    گاه آن 

𝑄1(𝑡) ≤ max
−ℎ≤𝜈≤𝑡

|𝑏1(𝑣)|
(t + h)𝛽

𝛽
≤ max

−ℎ≤𝜈≤ℒ
|𝑏1(𝑣)|

(ℒ + h)𝛽

𝛽
= 𝑀1, 

 آید دست می زیر به ۀبنابراین رابط

(39) 

∫ ∫   (𝑡 − 𝑣)𝛽−1|𝑏1(𝑣)| |
𝑣

𝑣−ℎ

𝑏2(𝑠) 𝑒(𝑠)| 𝑑𝑠
ℒ

−ℎ

𝑑𝑣 

    ≤  𝑀1∫ |𝑏2(𝑠)| |𝑒(𝑠)| 
t

−ℎ

 𝑑𝑠.       
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 داریم  (38)در  (39) گذاریبا جای

(40) 

    ∫ (𝑡 − 𝑣)𝛽−1 | 𝐹 (𝑣, 𝑒(𝑣), 𝑒(𝑣 − ℎ),∫   𝑔(𝑣, 𝑠, 𝑒(𝑠))
𝑣

𝑣−ℎ

 𝑑𝑠 )|
𝑡

0

𝑑𝑣  

     ≤  ∫ (𝑡 − 𝑣)𝛽−1(|𝑎1(𝑣)| + 1)|𝑒(𝑣)|
t

−ℎ

𝑑𝑣 +𝑀1∫ |𝑏2(𝑠)| |𝑒(𝑠)| 
t

−ℎ

 𝑑𝑠        

≤ ∫ ((ℒ − 𝑣)𝛽−1(|𝑎1(𝑣)| + 1) + 𝑀1|𝑏2(𝜈)|)|𝑒(𝜈)| 
t

−ℎ

𝑑𝜈,  

 

 

 شودنامساوی زیر نتیجه می  (40)و  (37) علاوه از روابط به 

|𝑒(𝑡)| ≤
1

𝛤(𝛽)
∫ ((ℒ − 𝑣)𝛽−1(|𝑎1(𝑣)| + 1) + 𝑀1|𝑏2(𝜈)|)|𝑒(𝜈)| 
t

−ℎ

𝑑𝜈  

   +|𝐽1(𝑡)| + |𝐽2(𝑡)|,   

 توان نوشت ا استفاده از نامساوی گرونوال میب  

(41) 

|𝑒(𝑡)| ≤ |𝐽1(𝑡)| + |𝐽2(𝑡)|          

+
1

𝛤(𝛽)
∫ (|𝐽1(𝑠)| + |𝐽2(𝑠)|)𝑒

1
𝛤(𝛽) ∫

(ℒ−𝑣)𝛽−1(|𝑎1(𝑣)|+1)+𝑀1|𝑏2(𝜈)|𝑑𝜈
𝑡

𝑠   
𝑡

−ℎ

𝑑𝑠, 

 

 آوریم: بالا برای تابع نمایی به دست می حال یک کران

1

𝛤(𝛽)
∫ (ℒ − 𝑣)𝛽−1(|𝑎1(𝑣)| + 1) + 𝑀1|𝑏2(𝜈)|𝑑𝜈
𝑡

𝑠

         

   ≤
1

𝛤(𝛽)
( max
−ℎ≤𝜈≤ℒ

(|𝑎1(𝑣)| + 1)
2(ℒ + h)𝛽

𝛽
+𝑀1∫ |𝑏2(𝜈)|𝑑𝜈 

ℒ

−ℎ

) = 𝑀2 . 

𝑎)کارگیری نامساوی  با توجه به کران بالا و به + 𝑏 + 𝑐)2 ≤ 3𝑎2 + 3𝑏2 + 3𝑐2 شودنتیجه می (41) ۀدر رابط 

      |𝑒(𝑡)|2 ≤ 3|𝐽1(𝑡)|
2 + 3|𝐽2(𝑡)|

2 +
3(𝑒𝑀2)2

𝛤(𝛽)
(∫ (|𝐽1(𝑠)| + |𝐽2(𝑠)|) 

ℒ

−ℎ

𝑑𝑠)

2

, 

 شوارتس داریم - با استفاده از نامساوی کوشی

      |𝑒(𝑡)|2 ≤ 3|𝐽1(𝑡)|
2 + 3|𝐽2(𝑡)|

2 +
3(ℒ + h)𝑒2𝑀2

𝛤(𝛽)
(‖𝐽1‖𝐿2[−ℎ,ℒ] + ‖𝐽2‖𝐿2[−ℎ,ℒ])

2

, 

,ℎ−]  ۀبالا در باز ۀگیری از طرفین رابطبا انتگرال ℒ] آید دست می نامساوی زیر به 
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 ‖𝑒‖𝐿2[−ℎ,ℒ]
2 ≤ 3(‖𝐽1‖𝐿2[−ℎ,ℒ]

2 + ‖𝐽2‖𝐿2[−ℎ,ℒ]
2 ) +

3𝑒2𝑀2(ℒ + h)2

𝛤(𝛽)
(‖𝐽1‖𝐿2[−ℎ,ℒ] + ‖𝐽2‖𝐿2[−ℎ,ℒ])

2
 

    ≤ 3(1 +
𝑒2𝑀2(ℒ + h)2

𝛤(𝛽)
)(‖𝐽1‖𝐿2[−ℎ,ℒ] + ‖𝐽2‖𝐿2[−ℎ,ℒ])

2
,                                

 شودبنابراین نامساوی زیر نتیجه می

(42) 

      ‖𝑒‖𝐿2[−ℎ,ℒ] ≤ 𝐾1(‖𝐽1‖𝐿2[−ℎ,ℒ] + ‖𝐽2‖𝐿2[−ℎ,ℒ]),    

 که در آن 

𝐾1 = √3 +
3𝑒2𝑀2(ℒ + h)2

𝛤(𝛽)
 . 

 شودزیر به راحتی نتیجه می ۀرابط 2به دست می آوریم، از لم   𝐽1‖𝐿2‖ابتدا یک کران بالا  برای  

(43) 

  ‖𝐽1‖𝐿2[−ℎ,ℒ] ≤ 𝜅1  
(ℒ + h)𝑚+

3
2

(𝑚 + 1)! 22𝑚+1
.       

 توان نوشت می  2به دست می آوریم. با استفاده از لم   𝐽2‖𝐿2[−ℎ,ℒ]‖سپس کران بالایی برای  

  (44) 

  ‖𝑆𝑒 − 𝜋𝑚𝑆𝑒‖𝐿2[−ℎ,ℒ] ≤ 𝜅2  
(ℒ + h)𝑚+

3
2

(𝑚 + 1)! 22𝑚+1
,      

 که در آن

𝜅2 = max
𝑣∈[−ℎ,ℒ]

|
𝑑𝑚+1

𝑑𝑡𝑚+1
𝐼𝛽𝐹|, 

 داریم  (29) ۀاز رابط

     𝜅2 = max
𝑣∈[−ℎ,ℒ]

|
𝑑𝑚+1

𝑑𝑡𝑚+1
(𝑒(𝑡) − 𝐼0(𝑡))| = max

𝑣∈[−ℎ,ℒ]
|
𝑑𝑚+1

𝑑𝑡𝑚+1
𝑒(𝑡)|, 

𝑚 ام  ۀ زیر برای مشتق مرتب ۀ، رابط2و با توجه به لم +  آید دست می خطا، به 1

𝜅2 ≤ 𝜅1 2√ℒ + h. 

 شود به صورت زیر بیان می (44)نامساوی  بنابراین

(45) 

     ‖𝑆𝑒 − 𝜋𝑚𝑆𝑒‖𝐿2[−ℎ,ℒ] ≤ 𝜅1 2√ℒ + h 
(ℒ + h)𝑚+

3
2

(𝑚 + 1)! 22𝑚+1
.     

 شود نامساوی زیر حاصل می  (42) در   (45) و  (43) گذاری روابطبا جای
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‖𝑒‖𝐿2[−ℎ,ℒ] ≤ 𝐾2  
(ℒ + h)𝑚+

3
2

(𝑚 + 1)! 22𝑚+1
, 

 که در آن
𝐾2 = 𝐾1 𝜅1(1 + 2√ℒ + h).     

limبنابراین 
𝑚→∞

𝑢𝑚 = 𝑢.  □ 

 

 های عددی . مثال6

کارگیری روش شرح داده شده در بالا را برای انواع مختلفی از معادلات انتگرال در این بخش نتایج عددی حاصل از به 

 کنیم.دیفرانسیل کسری تأخیری از نوع ولترا ارائه می –

 

 گیریم  به فرم زیر را در نظر می  𝐹𝐷𝑉𝐼𝐷𝐸از همه معادلات  .1.6مثال

{
𝐷𝛽 𝑢(𝑡) = e−2𝑡𝑢(𝑡) + 2∫ e(𝑠−𝑡) 𝑢(𝑠)𝑑𝑠 ,            𝑡 > 0,

𝑡

𝑡−1

𝑢(𝑡) = e𝑡 ,                                                                     𝑡 ≤ 0.

 

𝛽به ازای     جواب دقیق این معادله = ایم و  های مختلف حل کرده𝛽به ازای    را  له أ مسما این   .[16]است  e𝑡برابر    1

بازآن    نمودار را در  ازای  رسم کرده1شکل در [0,3] ۀ ها  به  𝛽ایم.  = بر هم منطبق 1 تقریبی و جواب دقیق  ، جواب 

 مقایسه کردیم؛ با توجه به نتایج به  [19]روش بیان شده در این مقاله را با روش موجک چبیشف    1اند. در جدولشده

که  برای این گنوچی از روش چبیشف کمتر است.  -شود که خطای به دست آمده با روش گالرکیندست آمده مشاهده می

𝑚به ازای   2در شکل   های بزرگتر نیز روش کاراست،نشان دهیم در بازه = رسم    [0,10]نمودار خطا را در بازه     30

   .ایمکرده
 

 
𝒎های تقریبی به ازای . جواب 1شکل = 𝜷 با  𝟏𝟎 = 𝟎. 𝟐, 𝟎. 𝟒, 𝟎. 𝟔, 𝟎. 𝟖, ,𝟎]  ۀ در باز 𝟏  . 1.6برای مثال  [𝟑
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𝜷ازای  گنوچی به -و روش گالرکین  [19]. مقایسه خطای مطلق روش موجک چبیشف  1جدول  =  . 1.6برای مثال  . 𝟏

  گنوچی-روش گالرکین [19]روش موجک چبیشف 

|𝑒20 | |𝑒10 | |𝑒20 | |𝑒10 | 𝑥 

3.88𝐸 − 15 4.83𝐸 − 07 3.69𝐸 − 17 8.93𝐸 − 09 0.4 

6.03𝐸 − 15 6.32𝐸 − 07 6.43 − 17 1.12𝐸 − 09 0.8 

7.22𝐸 − 15 7.64𝐸 − 07 6.72𝐸 − 17 1.44𝐸 − 08 1.0 

1.07𝐸 − 15 1.15𝐸 − 07 1.12𝐸 − 16 5.18𝐸 − 08 1.4 

1.61𝐸 − 15 1.71𝐸 − 07 1.71𝐸 − 16 5.21𝐸 − 0.7 1.8 

1.96𝐸 − 15 2.04𝐸 − 07 3.19𝐸 − 16 3.98𝐸 − 0.7 2.0 

 

 
𝒎. نمودار تابع مانده به ازای  2شکل = 𝜷  و 𝟑𝟎 = ,𝟎]در بازه   𝟏  . 1.6در مثال  [𝟏𝟎

 

 زیر را در نظر بگیرید 𝐹𝐷𝑉𝐼𝐷𝐸  ۀمعادل. 2.6مثال

{
Dβ u(t) = u(t − 1) +∫ u(s)

t

t−1

ds,                     t > 0,

u(t) = et ,                                                                       t ≤ 0       

    

𝛽جواب دقیق این معادله به ازای   = 𝑢(𝑡)نیز  1 = et   به ازای    3در شکل.  [16]  است𝛽جواب های  های مختلف نمودار

𝛽ایم.  به ازای  تقریبی را رسم کرده =  2اند. در جدول  ، شکل جواب تقریبی و شکل جواب دقیق بر هم منطبق شده1

شود که  دست آمده مشاهده می  مقایسه کردیم؛ با توجه به نتایج به [19]  این مقاله را با روش موجک چبیشف  روش

های بزرگتر نیز که نشان دهیم در بازهبرای این ف کمتر است.گنوچی از روش چبیش- خطای به دست با روش گالرکین

𝑚به ازای 4در شکل  روش کاراست، =    .ایمرسم کرده [0,20]نمودار خطا را در بازه    40
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𝒎های تقریبی به ازای . جواب 3شکل = 𝟏𝟎, 𝜷 = 𝟎. 𝟐, 𝟎. 𝟒, 𝟎. 𝟔, 𝟎. 𝟖,  . 2.6برای مثال   𝟏

 

 

𝜷ازای  گنوچی به ازای به - و روش گالرکین   [ 19] های تقریبی روش موجک چبیشف  جواب   ۀ مقایس   . 2جدول   =  . 2.6برای مثال   . 𝟏

  گنوچی-روش گالرکین [ 19]روش موجک چبیشف 

|𝑒20 | |𝑒10 | |𝑒20 | |𝑒10 | 𝑥 

5.66𝐸 − 13 5.82𝐸 − 06 2.69𝐸 − 14 3.09𝐸 − 08 0.3 

7.14𝐸 − 14 1.90𝐸 − 05 1.43 − 14 1.12𝐸 − 08 0.9 

2.25𝐸 − 13 3.02𝐸 − 05 4.72𝐸 − 14 1.44𝐸 − 08 1.5 

3.23𝐸 − 13 5.66𝐸 − 05 8.08𝐸 − 14 5.18𝐸 − 07 2.1 

5.97 − 13 1.03𝐸 − 04 1.51𝐸 − 13 5.21𝐸 − 0.7 2.7 

8.17𝐸 − 13 1.45𝐸 − 04 1.17𝐸 − 13 3.98𝐸 − 0.7 3.0 

 
 

 
 

𝒎. نمودار تابع مانده به ازای  4شکل = 𝜷  و 𝟒𝟎 = ,𝟎]  ۀدر باز 𝟏  . 2.6در مثال  [𝟐𝟎
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 در نظر بگیرید  استراکه دارای ضرایب غیر ثابت  𝐹𝐷𝑉𝐼𝐷𝐸  ۀمعادل .3.6مثال

{
𝐷𝛽𝑢(𝑡) = −(6 + sin 𝑡) + 𝑢 (𝑡 −

𝜋

4
) − ∫  sin 𝑠 𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡−
𝜋
4

+ 5𝑒cos𝑡  ,           𝑡 > 0,

𝑢(t) =   𝑒cos𝑡  ,                                                                                                          𝑡 ≤ 0,    

 

𝛽 جواب دقیق این معادله به ازای   = 𝑢(𝑡)برابر با   1 = 𝑒cos𝑡    های تقریبی به ازای نمودار جواب   5  شکل است. در

𝛽برای    [0,4]  ۀباز  در های مختلف𝑚 = 𝛽به ازای   رسم شده است.  10 = جواب دقیق و جواب تقریبی بر هم منطبق   1

 شده است. 

 
𝒎های تقریبی به ازای . جواب 5شکل = 𝜷  با  𝟏𝟎 = 𝟎. 𝟏, 𝟎. 𝟒, 𝟎. 𝟕,  . 3.6برای مثال 𝟏

 در نظر بگیرید را 𝐹𝐷𝑉𝐼𝐷𝐸  ۀمعادل. 4.6مثال

{
𝐷𝛽𝑢(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝑢(𝑡 − 1) + ∫  sinh( 𝑠 − 𝑡) 𝑢(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

𝑡−1

,                              𝑡 > 0,

𝑢(t) = t3 + 2𝑡  ,                                                                                                          𝑡 ≤ 0,    

 

 

 و  

𝑓(𝑡) = −0.457𝑡3 + 4.897𝑡2 − 3.077𝑡 + 4.039 

 

به ازای 𝛽 جواب دقیق این معادله  = 𝑢(𝑡)برابر با  1 = t3 + 2𝑡  ازای نمودار جواب   6شکل است. در های تقریبی به 

𝛽به ازای   [0,10]  ۀباز  در   های مختلف 𝑚 = 𝛽رسم شده است. به ازای   8 = جواب دقیق و جواب تقریبی بر هم    1

گر این  ندرج شده است. که بیا  3خطای مطلق در برخی نقاط در جدول  [0,20]  ۀهمچنین در باز منطبق شده است.

 های بزرگ نیز جواب تقریبی به جواب دقیق همگراست. له است که در بازهأ مس
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𝒎های تقریبی به ازای . جواب 6شکل = 𝜷  با  𝟏𝟎 = 𝟎. 𝟐, 𝟎. 𝟓, 𝟎. 𝟖,  . 4.6برای مثال   𝟏

 

𝒎خطای مطلق به ازای  .3جدول = ,𝟎] در بازه   𝟐𝟎 𝜷 برای [𝟐𝟎 =  . 4.6 در مثال  𝟏

20 16 12 8 4 0 𝑥 

3.16𝐸 − 06 1.16𝐸 − 06 2.41𝐸 − 07 3.22𝐸 − 07 1.36𝐸 − 08 5.21𝐸 − 10 |𝑒20| 

 

 گیری. نتیجه7

  (FDVIDEs)ای گنوچی متعامد انتقال یافته برای حل یک رده از های چندجملهدر این مقاله روش گالرکین با پایه

ها معرفی  ای ی عملیاتی تأخیری، و مشتق کسری کاپوتو برای این چندجمله هاکار رفته است. برای این منظور ماتریسبه

گالرکین معادله به یک دستگاه معادلات جبری غیر خطی تبدیل    شده است. سپس با استفاده از این ماتریس ها و روش

در    (FDVIDE)دست آمده است. چون جواب دقیق  اکثر  شده است  که از حل این دستگاه جواب تقریبی معادله به

همچنین در تحلیل همگرایی روش نشان داده شده است که تحت   دست نیست، تابع مانده روش محاسبه شده است.

مثالشرایطی جو متعامد گنوچی به جواب واقعی همگراست.  توابع  بیاناب روش گالرکین به کمک  این موضوع ها  گر 

 نیز کاراست.  های بزرگهستند که روش دارای دقت قابل قبول است و در بازه
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