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Introduction 

Given that statistical decisions are made based on sample observations, 

statistics are used to summarize sample information, one of which is to 

use the invariance principles and to limit the rules of invariant decision. 

From a mathematical point of view, the term of invariance is used to 

denote the principle that a property remains unchanged under the group of 

transformations, which is the case in many statistical problems. In other 

branches of applied sciences, invariance is an accepted principle, that if a 

problem with a unique answer is under the invalid transformation group, 

then the answer must also remain invariant under that group. Therefore, 

the reason for the invariance study is that statistical decisions should not 

be affected by transformations in the data.  

 Material and methods 

Invariance principles is one of the ways to summarize sample information 

and by these principles invariance or equivariance decision rules are used. 

At first, the methods for finding the maximal invariant function are 

introduced. As a new method, maximal invariant statistics are constructed 

using equivariant functions. Then, using several equivariant functions, the 

maximal invariant statistic is obtained. If the group acts uniquely 

transitively, the equivariant functions will be converted into estimators 
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that can be used in statistical branches. Finally, it is shown that in the case 

that the group action is not uniquely transitive, but a normal subgroup has 

this property, the maximal invariant statistic can also be calculated. 

Conclusion 

The invariance principles summarize sample information by restricting the 

rules of invariant or equivariant decision. In this paper, methods for 

obtaining maximum invariant statistics by equivariant functions were 

proposed. In the special case that the group is uniquely transitive and in 

most statistical examples this property is established, it was possible to 

extend equivariant functions to equivariant estimators. 
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 بیشین ناوردای هایآماره تعیین برای رهیافتی
 

  1مهدی شمس
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  های کلیدی:واژه

 ،بیشین ناوردای آماره

  ،ورداهم وردگرآبر

  ،پایداری زیرگروه

 .نرمال زیرگروه

 

 
 

 

های خلاصه کردن اطلاعات نمونه است و توسط این اصول از قواعد تصمیم هاصول ناوردایی، یکی از را

شود. های یافتن تابع ناوردای بیشین معرفی میدر این مقاله ابتدا روش شود.وردا بهره گرفته میناوردا یا هم

شود. سپس به کمک آماره ناوردای بیشین ساخته میوردا، به عنوان یک روش جدید به کمک توابع هم

 طور یکتا انتقالی عمل کند، آید. در حالتی که گروه بهوردا، آماره ناوردای بیشین به دست میچند تابع هم

توان از آن استفاده کرد. در پایان های آماری میوردا به براوردگر تبدیل خواهند شد که در شاخهتوابع هم

گروه نرمال با این طور یکتا انتقالی نیست ولی یک زیر شود در حالتی که عمل گروه بهداده می نشان

 توان آماره ناوردای بیشین را محاسبه کرد.خاصیت دارد نیز می

 

 
 

 .31-113(، 1) 8، های ریاضیپژوهش. بیشین ناوردای هایآماره تعیین برای رهیافتی(. 1151)؛ مهدی ، شمس :استناد
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه .1

ها شوند، برای خلاصه کردن اطلاعات نمونه از آمارههای آماری بر اساس مشاهدات نمونه انجام میبا توجه به این که تصمیم

ورداست. و ایجاد محدودیت روی قواعد تصمیم ناوردا یا هم1ها استفاده از اصول ناورداییشود که یکی از این راهاستفاده می

 )ناوردا(رود که خاصیت تحت گروه تبدیلات بدون تغییر کار مییدگاه ریاضی برای نشان دادن این اصل بهاصطلاح ناوردایی از د

های علوم کاربردی، ناوردایی یک اصل باقی بماند که در بسیاری از مسائل آماری این خاصیت برقرار است. در دیگر شاخه

یز باید گاه جواب نجواب یکتا تحت گروه تبدیلات ناوردا باشد، آنبا یک  مسألهاست، بدین منظور که اگر یک  پذیرفته شده

دیلات بهای آماری نباید تحت تاثیر تعلت مطالعه ناوردایی این است که تصمیم بنا بر این تحت آن گروه ناوردا باقی بماند.

 ها قرار گیرند.روی داده

توان این گام را شروعی ارائه شد و می( 1191پیتمن ) سطوردای مکانی ومقیاسی برای اولین بار توبرآوردگرهای هم ۀنظری

و دیگران مطالب جدیدی ( 1191(، کیفر )1199) همکاران و (، هال1191پیساکوف )ناوردایی دانست. پس از آن  ۀبرای نظری

هایی از نسخه( 1191) و همکاران نیلسن-و باندروف (1199) ، فراسر(1199)و همکاران هال در مورد این نظریه ارائه دادند. 

، 1199، 1199، 1119 ،1191) وایزمنوردا را ارائه دادند. همچنین در مقالاتی مانند استقلال ناوردای بیشین و آماره بسنده هم

توان مطالب بیشتری راجع می( 1111) و بهومیک (1191) ، ینسن(1199)اسمال (، 1191)اندرسن  (،1119) ، بوندار(1111

 وزیع آن را مشاهده کرد. به ناوردای بیشین و ت

های های یافتن آماره ناوردا بیشین بیان شده و در انتها رابطه بین درایهشدر بخش دوم بعد از بیان مفاهیم مقدماتی، رو

 شود.های ناوردای بیشین در حالت کلی پیشنهاد میآماره

وردا ارائه داد. در بخش سوم روشی برای یافتن بع همروشی برای ساختن آماره ناوردای بیشین بر حسب یک تا( 1191) ایتون

 شود.وردا ارائه خواهد شد و روش ایتون تعمیم داده میهم آماره ناوردای بیشین توسط یک تابع )و سپس چند تابع(

ناوردای  آنشود و به کمک وردا به برآوردگر تبدیل میراحتی تابع همیکتا انتقالی باشد، به به طوردر حالتی که عمل گروه 

ست یکتا انتقالی نی به طورگیرد. در ادامه در حالتی که گروه بیشین پیدا خواهد شد که در بخش چهارم مورد تحلیل قرار می

 کار برد. توان این روش را بهولی شامل یک زیرگروه نرمال با این خاصیت است نیز می

 

 

 

 

                                                           
1Invariance principle 
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f: و تابع فضا باشند-G دو  و  اگر :5-2تعریف   پذیر باشد،اندازه 

g یند، اگر برای هرگو1ورداهم-G را fالف(  G و x، ( ) ( )f gx gf x. 

g گویند، اگر برای هر وردانا-G را f ب( G و x، ( ) ( )f gx f x. 

1 گویند، هرگاه 9را ناوردای بیشین fناوردای -G تابع ج( 2( ) ( )f x f x نتیجه دهد برای یک g G، 1 2x gx. 

) ،x وردا گویند، هرگاه برای هرتک-Gرا  f د( )x f xG G (.1119، انوهمن و روم)ل 

f:اگر  :1-2 گزاره  یک تابع G-وردا بینهم G-در این صورت:دفضاها باش ، 

) ،x برای هرالف(  )x f xG G. 

 (.1119، پالایس)یک به یک باشد  Gx روی fاگر و تنها اگر  ورداستتک f ب(

به  G علاوه اگروجود دارد. به Gx و G عمل کند، یک تناظر یک به یک بین  آزاد روی به طور G اگر :1-2 نکته

یکتا انتقالی عمل خواهد کرد و در این حالت یک تناظر  به طور  روی Gصورت  عمل کند، در این انتقالی روی  طور

 وجود دارد.  و G یک به یک بین

شت و عکس این مطلب وان به صورت تابعی از آماره ناوردای بیشین نوتدهد که آماره ناوردای دلخواه را میزیر نشان می ۀگزار

 نیز صحیح است.

:1فرض کنید  :2-2 گزاره f  ناوردای بیشین تحت عملG 2 باشد. در این صورت تابع  روی: h 

1 ورداست اگر و تنها اگر تابعنا 2:k  قسمی وجود داشته باشد کهبه ( ) ( ( ))h x k f x  ،(.1191)ایتون 

هستند،  دهد وقتی که یک ناوردای بیشین معلوم باشد، تمام توابع ناوردا که توابعی از ناوردای بیشیناین نتیجه نشان می

  مشخص خواهند شد.

 شود.وابع ناوردای بیشین بیان میهای مختلف یافتن تین قسمت روشدر ا

 روش کاهشی 2-1

ارزی( های همهای آن )ردهبا نماینده  شود که در این حالت مجموعهدر این روش از هر مدار، نماینده آن انتخاب می

 شود.یشین پیدا میشود. سپس با کمک تعریف، تابع ناوردای بخلاصه می

nGفرض کنید  :1-2مثال  O روی { } nR o  عمل کند که در آنnO های متعامدماتریس n n  است. برای

 nRx توانمی ng O 0ای پیدا کرد که گونهرا بهgx x x  که در آنx طول x 0 و (1,0, ,0)t x 

tx را به صورت g)به عنوان مثال سطر اول ماتریس  x 0تابع  .(در نظر بگیرید( )f x x x  ،ناوردای بیشین است

                                                           
2Equivariant 

3Maximal invariant 
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) طول یکسان دارند و همچنین اگر gxو  x زیرا ) ( )f fx y گاهباشد، آن x y 1در این حالت  و 2,g g G 

 ی کهبه طوروجود دارند 

1 0 0 2g g  x x x y x y 

1و در پی آن 

2 1g g g G  قسمی کهوجود دارد به gy x. 

 وردااستفاده از توابع هم 2-2

 شود.وردا، آماره ناوردای بیشین ساخته میهمدر این روش به کمک توابع 

: فرض کنید تابع :1-2ضیه ق G وردا باشد، یعنی برای هرهم g G و x، ( ) ( )gx g x  . در این

)1 صورت تابع ) ( ( ))f x x x  (1191، ایتون) ناوردای بیشین است. 

G گرا :2-2مثال   روی n برای هر nx و g G به صورت   ngx x e عمل کند که n

n e 

) وردایهاست، با انتخاب تابع همبردار یک ) x x  1 تابع ،1-1و با استفاده از قضیه( ) ( ( )) nf x xe   x x x 

 (.1191، ایتون) ناوردای بیشین است

 روش مدار به مدار 2-3

ها روهکنند و با محدود کردن به این زیرگشود که آن را تولید میهای مناسبی تجزیه میبه زیرگروه G در این روش گروه

) شود. برای این منظور اگرتابع ناوردای بیشین پیدا می )y f x به صورت  باشد، عمل گروه( )gy f gx  تعریف

1 تعریف خواهد بود کهشود. این عمل زمانی خوش می 2( ) ( )f x f x نتیجه دهد برای هر g G، 

1 2( ) ( )f gx f gx. 

, اگر :2-2قضیه  H K G یعنی ،H و K هایزیرگروه G  باشند وG HK 2 و 1( )f f شای ناوردای تابع پو

) بیشین تحت )K H  2گاه باشد، آن(  )برد روی 1f f f ناوردای بیشین تحت عمل G به  ،است  روی

1شرطی که 1 1 2( ) ( )f x f x   نتیجه دهد برای هرk K، 1 1 1 2( ) ( )f kx f kx ( ،1191ایتون.) 

 فرض کنید :3-2مثال  : ( ) 2rank Q x x 1 که در آن  t

n nQ I n e e  3وn .  گروه مناسب در این مثال

1 ضربحاصل گروه 2G G G  :است که در آن 

 1 : ,n n nG O   e e 
1 2

2 1 2

2

0
{( , ) : , , 0, }.

0

a
G a a a a

a

 
    

 
b b 

 به صورت  روی Gعمل 

( ,( , ))  t t

na x ab x e b 
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 بشود. با در نظر گرفتن دو زیرگروه مناستعریف می

 1 2( ,( , )) : ,( , ) ,H G G   e b e b 

 2( ,( , )) : ( , )K I a a G o o 

 نوشت یعنی: K و H ضرب عناصرتوان به صورت حاصلرا می Gعضو  هر 

( ,( , )) ( ,( , ))( ,( , )). a I ab e b o 

)1 کنند. همچنینرا تولید می Gگروه  K و H پس ) ( ) tf S Q x x x x و 
2 12 11 22( )f s s s s ترتیب توابع به

) در آن هستند که K و H گروهناوردای بیشین تحت دو زیر )ijS s. 1-1با توجه به قضیه  بنا بر این، 

12

11 22

( )
( )

( ) ( )

s
f

s s


x
x

x x
 

 است. روی  Gناوردای بیشین تحت عمل 

 عمل القایی روی فضای پارامتر 2-0

 روی Gوجود دارد، عمل   و فضای پارامتر G گروه یک به یک بین اعضای در این روش با استفاده از این که یک تناظر

w و است کند که عمل دوتایی آن القا می یک عمل روی   wg g g  )  عمل دوتاییG  است(. اگر این

gنمایش داده شود، برای هر  Gبا   گروه القایی روی G  یک g G  وجود دارد که . ( )g w w   

g وردا باشد، یعنی برای هریک برآوردگر هم Sاگر  :3-2 قضیه G   وx ،( ( )) ( ( ))S g x g S x  در این ،

1صورت 

( )( ) ( )S xT x g x (.1119)یونگ و اسمیت،  ناوردای بیشین است 

) اگر عمل گروه به صورت :0-2مثال  , ) ( )g x x     1 یک نمونه تصادفی باشد و( ,..., )nX XX  ،اختیار شود

) بردار میانگین و انحراف معیار نمونه یعنی ) ( , )S X SX 1که در آن  ورداستبع همیک تا

1

n

in i
X X


   و

2 21
1 1

( )
n

in i
S X X

 
 . توان نتیجه گرفتمی ،9-1با توجه به قضیه  بنا بر این 

1 1
( ) ( ) ( ,..., )n

S

X XX X
g

S S

 
X X 

 (.1119ت، یونگ و اسمی) ناوردای بیشین است

 یکتا انتقالی روی فضای پارامتر به طورعمل  2-5

شود. کند ناوردای بیشین پیدا میعمل می یکتا انتقالی روی فضای پارامتر  به طورکه  G روش ابتدا برای گروهدر این 

0 در این حالت نقطه مرجع  شود ودر نظر گرفته می G سطتو  شود به این صورت کهگذاری میاندیس g 

g عضو یکتای G 0 کهg  شود.تعریف می 
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nO به صورت ( ) tm x x x خواهد بود و لذا هر تابع ناوردای f تواند به صورتمی( ) ( )tf fx x x   نمایش داده شود

,0) تابعی روی f که ) 1 است. توزیع یک بردار تصادفیn مثل y  ،هرگاه برای هر را کروی متقارن نامندnO، 
d

 y y. اگر علاوه بر آن y دارای تابع چگالی ( )f y  نسبت به اندازه لبگ رویn اشد،ب f برای هر nO و 
ny در ( ) ( )f f y y کند و لذا صدق میf به صورت تواندمی ( ) ( )tf fy y y نمایش داده شود که در آن 

: (0, ) (0, )f   . برای تابع مشخصه y ای مشابه رسید.توان به نتیجهمی 

ثابت باشد، یعنی مقدار تابع  نها اگر روی هر مدار ناورداست اگر و ت fهای قبلی مشاهده شد، تابع طور که در مثالهمان

بستگی ندارد. همچنین یک تابع ناوردای بیشین علاوه بر خصوصیت ناوردایی، برای هر  مشاهده شود gx یا x به این که

اند. در معادل Gشود که تحت به مدارهایی افراز می  کند و این بهترین حالتی است کهیار میمقدار متفاوتی را اخت ،مدار

معادل دانستن  x در fمقدار ناوردای بیشین  دهند که دانستنتشکیل می حقیقت توابع ناوردای بیشین یک شاخص مدار

شود. در متعلق به آن است را شامل می xتابع ناوردای بیشین همه اطلاعات راجع به مداری که  بنا بر ایناست.  Gx مدار

ای تنها توابع ناوردای بیشین توابع یک مدار است و لذا در حالت یک نمونه انتقالی باشد، خود  روی  G حالتی که

 تجزیه مداری یکسانی روی  ثابت هستند. توجه کنید که تمام توابع ناوردای بیشین از این جهت معادل یکدیگرند که

 سازد.کنند. دو مثال زیر مطلب را روشن مییجاد میا

 هایدر خانواده مکانی با گروه جمعی آماره :14-2 مثال

1 1( ) ( ,..., ),nT X X X X  X 

2 1 2 2 3 1( ) ( , ,..., ),n nT X X X X X X   X 

3 1 1( ) ( ,..., )  n n nT X X X XX 

در یک مدار یکسان  x و x کنند. در حقیقت اگرتولید می اند و هر سه آماره افراز یکسانی روی همگی ناوردای بیشین

باشند، یعنی اگر  nx e x 1) که در آن, ,1) n

n   e1 گاه، آن 1( ) ( )T T x x، 2 2( ) ( )T T x x و 

3 3( ) ( )T T x x 1 و برعکس اگر دو نقطه تحت(.)T 2 مقدار یکسانی داشته باشند، آن دو نقطه تحت (.)T 3 و(.)T  نیز

1n مقدار یکسانی خواهند داشت. در حالت ، اند.نتقالی بوده و تنها توابع ناوردا توابع ثابتگروه ا 

) ،n گروه تبدیلات مقیاس روی :11-2 مثال 1)n  و n E  را در نظر بگیرید که در آن 

1{ : ... }n

nE x x   x.  عناصر گروهG 1 به صورت( ) ( ,..., )ng x x x 0 هستند که  .های آماره 

1
1

2 2

1 1

( ) ( ,..., ),n

n n

i i

i i

XX
T

X X
 



 

X 

1
2

( ) (1) ( ) (1)

( ) ( ,..., )n

n n

XX
T

X X X X


 
X
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 ،)ج( 1-9 ناوردای بیشین است و با استفاده از گزاره

1 (1) ( ) ( 1) ( )( ) ( ) ( ,..., )n n nk h f x x x x 

   x x 

 نیز آماره ناوردای بیشین خواهد بود.

دهد قضیه زیر نشان می (.1-1قضیهوردا ارائه داد )روش کلی برای ساختن توابع ناوردای بیشین از روی توابع هم( 1191) ایتون

ز وردا اشود. در روش جدید به جای استفاده از یک برآوردگر هموردا ساخته میدای بیشین توسط دو تابع همچگونه یک ناور

 شود.وردا استفاده میدو برآوردگر هم

: وردایفرض کنید توابع هم :1-3 قضیه i G، 1,2i   وجود داشته باشند. حال اگر تابع: f G  به

1صورت

1 2( ) ( ( )) ( )f x x x   :تعریف شده باشد، در این صورت 

 ناورداست. f الف(

 ناوردای بیشین است. f وردا باشند،تک هاiاگر حداقل یکی از  ب(

 ناورداست، زیرا f الف( ن.برها

1 1 1

1 2 1 2( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ).f gx gx gx x g g x f x        

با توجه به  وردا استهم-G و ورداتک-2، G وردا باشد. از این کهتک، 2 ب( بدون کاستن از کلیت فرض کنید مثلاً

 fاست نشان داده شود که توسط قسمت )الف( کافی  بنا بر ایناست. یک به یک  Gx روی هر مدار 2 )ب(، 1-1گزاره 

 برای دیدن این حقیقت فرض کنیدبیشین است. 

1 1

1 1 1 2 1 1 2 2 2 2( ) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ).f x x x x x f x       

1 با قرار دادن

1 1 1( ( ))g x  1 و

2 1 2( ( ))g x  1 داریم 2 1 2 2 2( ) ( )g x g x . 2 از این که، G-وردا است،هم 

2 1 1 2 2 2( ) ( )g x g x  .2 راز طرف دیگ روی هر مدار Gx  .1 بنا بر اینیک به یک است 2x gx که 

1

1 2g g g G . 

1فرض کنید  :1-3 مثال 1( , ), ,( , ) n nX Y X Y  1یک نمونه تصادفی از تابع چگالی توأم( )( )
y

xe e 





 ند، که باش

0در آن   و , 0x y .  به وضوح  مطرح شد.( 1119) فیشرنیل معروف است که توسط  مسألهاین مدل به

1 2( , ) ( , )Z Z X Y یک آماره بسنده مینیمال برای   است. فرض کنید عملG  روی    و 
 برای هر g G، 1 2( , )z z و y 1 به صورت 2 1 2( , ) ( , )g z z gz gz  و g y gy   .باشد

1 که برای هربا توجه به این  2( , )z z ، 1 2( , )G z z  و 
1 2( , ) {1}z zG ، توان گفت عملمی G به طور  روی 

: یکتا انتقالی است. توابع i G، 1,2i  1 داده شده توسط 1 2 1 2( , )z z z z  2 و 1 2 2( , )z z z  دو تابعG

 ،1-9 ۀوردا هستند. با توجه به قضیهم-
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از 
0

G- 0ناوردای بیشین بودنf و 
0

G-وردا بودن همHf 0 توان نتیجه گرفت برای یکمی 0g G،  

1 0 2 0 2( ) ( ) ( ).H H Hf g f f g    

hیک به یک است. لذا  Hروی  برای هر  ناوردای بیشین و -Hیک تابع  Hfاما   H  قسمی که وجود دارد به

1 0 2h g . برای یک  بنا بر اینg G، 1 2g  از این رو تابع و 

           
1 1

1 1 1 1 1

0 0f f h h h h h               
 

            
     

 

G- ناوردای بیشین است که در آن تابع
0

: G   0به صورت   شود و یک تابع عریف میت
0

G-ورداست هم

 ی که برای هربه طور
00g G و x، 0 0( ) ( )g x g x   و تابع

0
G-وردایهم :   روی هر مدار

H .یک به یک است 

 فرض کنید :2-0 مثال

1 1{ ( , , ) : , , 0 }   n nG diag a a a a 

nهای قطری گروه ماتریس n باشد و روی 

{ ( , , ) : }     θ  

)توسط  , )g gθ θ  برای هرg G و θ  عمل کند. )این حالت زمانی که بردارهای تصادفی از یک توزیع نرمال

( , )pN θ با ( , , )t   θ جهول و م به وضوح  .(آیند کاربرد داردمی معلومG لزیرگروه نرما شامل 

{ ( , , ) : 0 }   H diag a a a G 

0به طور یکتا انتقالی است. با در نظر گرفتن نقطه ثابت  Gهست که روی  0 0( , , )t   θ گذاریاندیس و G 

h یکتای را عضو ، hθ توسط H  0که در رابطهh θθ θ کنیم. در این حالت صدق کند تعریف می
0

{ }G Iθ که 

I  ماتریس همانیn n  .بنا بر اینو عضو خنثی گروه استG  آزاد است و از این رو، به طور یکتا انتقالی روی  عمل

کند. فرض کنید می
00 : G  θ یک تابع 

0
Gθ-وردا باشد و هم:  یک تابع 

0
Gθ-دا کهورهم 

{ ( , ) : 0 }   tH a a aθ θ θ θ θ 

 ،1-1 یک به یک باشد. طبق قضیه θبرای هر 

1

0 0 0 0( ) ( ( )) ( ) ( )f      θ θ θ θ 

 ناوردای بیشین است.

}که به طور یکتا انتقالی عمل کند، از این   روی Gدر حالتی که   }G e  و G   شود که تابعنتیجه گرفته می 

: G 0 با ضابطهg g 0 یک همسانریختی است که   .اعضای گروه  بنا بر اینیک نقطه ثابت است

) شود کهباعث می روی  G هستند. عمل ای فضای پارامتر متناظر با اعض , )   نیز یک گروه باشند که عمل
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 ناوردای بیشین است.

الی رامتر به طور یکتا انتقوردا در حالتی که گروه روی فضای پادر نتیجه زیر آماره ناوردای بیشین بر اساس یک براوردگر هم

 شود.است ساخته می

0 عمل کند. قرار دهید  انتقالی روی به طور G فرض کنید :1-0 فرع  یک نقطه ثابت باشد و هر عضو   

0g عنوان به صورت یکتا به  نوشته شود. تابع : G داده شده به صورت ( )g ، G-ورداستهم. 

g رورداست، زیرا برای ههم-، Gتابع  برهان. G و  ، 

0( ) ( ).gg gg g g g        

 .ورداستهم-G یک دوسویی  بنا بر این

 عکس.شوند و بروردا تبدیل میهم به برآوردگرهای راحتی توسط گزاره زیروردا بههم توابع

 وردایهم-Gبرای یک تابع  یکتا انتقالی عمل کند. به طور  روی G فرض کنید، 1-1های فرع تحت فرض :1-0 گزاره

: G ورداییک برآوردگر هم :  داده شده توسط    وجود دارد. برعکس یک تابع G-

: وردایهم G 1 با ضابطه    ی کهبه طوروجود دارد :   یک برآوردگرG-ورداستهم. 

: تابع ،1-1وردا باشد. با توجه به فرع هم-Gیک تابع  فرض کنید  برهان. G  یک تابع G-ورداست و از هم

gاین رو برای هر  G و x، 

    

  

  

 .

gx gx

g x

g x

g x

  

 

 











 

د، با توجه به این که برای باش ورداهم-Gیک برآوردگر  برعکس اگر  خواهد بود. ورداهم-G یک برآوردگر  بنا بر این

هر   و h G، hg hg ، توان نتیجه گرفت که برای هر میg G و x، 

   

 

 

 

  

 

1

1

1

.

g x

x

gx gx

g x

g

gg

g x

g x





  

 

 









   

   









 

 وردا است.هم-G یک تابع  بنا بر این
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فرض کنید  :0-0مثال
. . .

2

1 , , ~ ( , ) 
i i d

nX X N 0 که . به وضوح 

2

1 2

1

( , ) ( , ( ) )


 
n

i

i

Z Z X X X 

 

0 برای  .فرض کنید  بسنده استG  روی    به صورت 

2

1 2 1 2( , ) ( , )g Z Z gZ g Z  

0 وردایهم-Gبرآوردگر  کند.عمل می G    را به صورت
0 1 2 2( , )Z Z Z   تعریف کنید و لذا 

1 1
1 2 0 1 2 1 2

2

( , ) ( ( , )) ( , ) ( ,1)
Z

f Z Z Z Z Z Z
Z

    

1 و در پی آن 2 1 2( , )h Z Z Z Z  .ناوردای بیشین استG روی 

2

1 2 1 1 2{( , ) : }         

2کند و عمل گروه ه طور یکتا انتقالی عمل میب

1 2 1 2( , ( , ) ( , ))g g g    توان است و می
1 2( , )g    را به عنوان عضو

gیکتای  G  1تعریف کرد که در شرط 2( , (1,1)) ( , )g  .بنا بر این صدق کند: 

1 2 1 2

2

( , ) 1 2 ( , ) 1 1, ( ) ( , ).g g            

) همچنین , )  یک گروه است به طوری که 

1 2 1 2

2

1 2 1 2 ( , ) ( , ) 2 2 2 2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( ,( ) ).w ww w g g w w w           

: وردایهم-G یک براوردگر 1-1 ورداست توسط گزارههم-0، Gاز این که   :وجود دارد که 

 

    

 
 

   

1 2 0 1 2

2

2

1 2

2
2 2

1 1

, ,

,

, .
n n

i i

i i

Z Z Z Z

Z

Z Z

X X X X

  



 







  
       
 

 

 

 گیریبحث و نتیجه

وردا اطلاعات ردا یا همهمان طور که در این مقاله مشاهده شد اصول ناوردایی با ایجاد محدودیت روی قواعد تصمیم ناو

مطرح شدند که  وردابه دست آوردن آماره ناوردای بیشین توسط توابع هم هایکنند. در این مقاله روشنمونه را خلاصه می

های آماری این خاصیت برقرار است، امکان گسترش توابع در حالت خاص که گروه به طور یکتا انتقالی است و در اکثر مثال

 وردا پیدا شد.وردگرهای هموردا به براهم
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