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   Introduction 

In this paper, graphs are undirected and loop-free and groups are finite. By 

𝐶𝑛, 𝐾𝑛 and 𝐾𝑚,𝑛 we mean the cycle graph with 𝑛 vertices, the complete graph 

with 𝑛 vertices and the complete bipartite graph with parts size 𝑚 and 𝑛, 

respectively. Also by 𝑍𝑛 and 𝑆𝑛, we mean the cyclic group of order 𝑛 and the 

symmetric group on 𝑛 symbols, respectively. 

Let Γ be a simple connected graph with vertex set {𝑣1, … , 𝑣𝑛}. The distance 

between vertices 𝑣𝑖 and 𝑣𝑗, denoted by 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗), is the length of a shortest path 

between them. The distance matrix of Γ, denoted by 𝐷Γ, is an 𝑛 × 𝑛 matrix 

whose (𝑖, 𝑗)-entry is 𝑑(𝑣𝑖 , 𝑣𝑗). The distance characteristic polynomial of Γ, 

denoted by 𝜒𝐷(Γ) is det(𝜆𝐼 − 𝐷) and its zeros are the distance eigenvalues (in 

short 𝐷-eigenvalues) of Γ. If 𝜆 is a 𝐷-eigenvalue of Γ with multiplicity 𝑚, then 

we denote it by 𝜆[𝑚]. Let 𝜆1 ≥ 𝜆2 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑛 are the 𝐷-eigenvalues of Γ. Then 

𝜆1 is called distance spectral radius of Γ and we denote it by 𝜌(Γ). Also the 

multiset {𝜆1, … , 𝜆𝑛} is denoted by S𝑝𝑒𝑐𝐷(Γ). 

The studying of eigenvalues of distance matrices of graphs goes back to 1971, 

a paper by Graham and Pollack and thereafter attracted much more attention 

[2]. There are several applications of distance matrix such as the design of 

communication networks, network follow algorithms, graph embedding theory 

and in chemistry, for more details see [2]. 

Let 𝐺 be a group and 𝑆 = 𝑆−1 be a subset of 𝐺 not containing the identity 

element of 𝐺. The Cayley graph of 𝐺 with respect of 𝑆, denoted by C𝑎𝑦(𝐺, 𝑆), 
is a graph with vertex set 𝐺 and edge set {{𝑔, 𝑠𝑔}|𝑔 ∈ 𝐺, 𝑠 ∈ 𝑆}. C𝑎𝑦(𝐺, 𝑆) is a 

simple |𝑆|-regular graph. Let 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺. Then for all 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑥 and 𝑦 are adjacent 

if and only if 𝑥𝑔 and 𝑦𝑔 are adjacent. This implies that 𝑑(𝑔, ℎ) = 𝑑(1, ℎ𝑔−1) 
and 𝑑(𝑔) = 𝑑(1) for all 𝑔, ℎ ∈ 𝐺, where 𝑑(𝑥) = ∑𝑦∈𝐺 𝑑(𝑥, 𝑦). 

In the literature, the adjacency eigenvalues of Cayley graphs have been more 

widely used than the distance eigenvalues. A graph Γ is called distance 

(adjacency) integral if all the eigenvalues of its distance (adjacency) matrix are 

integers. A graph is called circulant if it is a Cayley graph over a cyclic group. 

Circulant graphs of valency 2 are cycles. In 2001, the distance eigenvalues of 

cycles computed [6]. In 2010, the distance spectra of adjacency integral 

circulant graphs characterized and proved that these graphs are distance integral 

[9]. In 2011, Rentlen discussed the distance eigenvalues of Cayley graphs of 

Coxeter groups using the irreducible representations of underlying group [10]. 

He proved that the eigenvalues of the distance matrix of a Cayley graph of a 

real reflection group with respect to the set of all reflections are integral and 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-0
5-

14
 ]

 

                             1 / 18

https://orcid.org/0000-0002-4614-6350
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3129-fa.html


provided a combinatorial formula for some such spectra. Then, Foster-

Greenwood and Kriloff proved that the eigenvalues of the distance, adjacency, 

and codimension matrices of Cayley graphs of complex reflection groups with 

connection sets consisting of all reflections are integral and provided a 

combinatorial formula for the codimension spectra for a family of monomial 

complex reflection groups [5]. In this paper, we determine the characteristic 

polynomial of the distance matrix of arbitrary Cayley graphs in terms of the 

irreducible representations of underlying groups. 

 Let Γ = C𝑎𝑦(𝐺, 𝑆) be a Cayley graph over a finite group 𝐺. It is well-known 

that one can determine the (adjacency) eigenvalues Γ by the irreducible 

representations of 𝐺, see for example [3, Corollary 7]. In this paper, by a similar 

argument, we determine the distance eigenvalues of Γ in terms of the irreducible 

representations of 𝐺. Then, as an application of our result, we exactly determine 

the distance eigenvalues of some well-know Cayley graphs: cycles, 𝑛-prims, 

hexagonal torus network and cubic Cayley graphs over abelian groups. 

Results and discussion 

We construct an infinite family of distance integral Cayley graphs. Also we 

prove that a finite abelian group 𝐺 admits a connected cubic distance integral 

Cayley graph if and only if 𝐺 is isomorphic to one of the groups 𝑍4, 𝑍6, 𝑍4 ×
𝑍2, 𝑍6 × 𝑍2, or 𝑍2 × 𝑍2 × 𝑍2. Furthermore, up to isomorphism, there are 

exactly 5 connected cubic distance integral Cayley graphs over Abelian groups 

which are 𝐾4, 𝐾3,3, 𝒫3, 𝒫4 and 𝒫6, where 𝒫𝑛 is the 𝑛-prism. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 The characteristic polynomial of the distance matrix of Cayley graphs 

over a group G is determined by the irreducible representations of G. 

 Exact formulas for 𝑛-prisms, hexagonal torus network and cubic 

Cayley graphs over Abelian groups are given. 

 Infinite family of distance integral Cayley graphs are constructed. 

 Cubic distance integral Cayley graphs over finite abelian groups are 

classified. By a similar argument, one can find all quartic distance 

integral Cayley graphs over finite Abelian groups. 

 One can easily compute the distance eigenvalues of a Cayley graph 

using irreducible representations of the underlying group. 
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 های کیلیگراف ماتریس فاصلة مقادیر ویژة
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  ،فاصله ماتریس
 ، کیلی گراف

 ،ویژه مقدار

 .ناپذیرتحویل نمایش

 

 

 بر G متناهی گروه روی کیلی گراف یک مشخصة ایجمله چند و فاصله ماتریس مقاله، این در

 ویژۀماتریس مقادیر برای دقیقی هایفرمول. شوندمی بیان G گروه ناپذیر تحویل هاینمایش حسب

. هیمدمی ارائه دیگر شدۀ شناخته هایگراف برخی و آبلی هایگروه روی مکعبی کیلی های گراف فاصلة

 صحیحی اعداد ها آن فاصلة ماتریس ویژۀ مقادیر تمام که کیلی های¬گراف از نامتناهی ای خانواده

 وجود همبند مکعبی کیلی گراف یک G متناهی آبلی گروه روی کنیممی ثابت. کنیممی معرفی هستند،

 از یکی با یکریخت G اگر تنها و اگر هستند صحیح آن ¬فاصلة ماتریس ویژۀ مقادیر تمام که دارد

 نشان این بر علاوه. باشد Z_2×Z_2×Z_2 یا Z_4، Z_6، Z_4×Z_2، Z_6×Z_2 هایگروه

 ماتریس ویژۀ مقادیر تمام که دارد وجود همبند مکعبی کیلی گراف 1 تنها یکریختی، تحت که، دهیممی

 .هستند صحیح آنها فاصلة

 

            .1-18(، 2) 8، های ریاضیپژوهش. کیلی هایگراف فاصلة ماتریس ویژۀ مقادیر پ (.1401) ؛مجید، آرزومند: استناد

 

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   
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 4                              یلی                                                                                    ک هایگراففاصلة  یسماتر یژةو یرمقاد 

 .مقدمه1

از .ها متناهی هستند، و تمامی گروهچندگانه یالو  هقوطبدون  ،دار، متناهی هتجغیر هاگرافدر این مقاله تمامی 

کامل با سی و گراف دو بخشی أر nسی، گراف کامل أر nبه ترتیب برای نشان دادن یک دور ، n,mKو  nC ،nKنمادهای 

ℤهمچنین از نمادهای  سی استفاده می کنیم.أر mو  nهای بخش
𝑛

به ترتیب برای نشان دادن یک گروه دوری از ، nSو 

 کنیم.نماد استفاده می n یرو هایو گروه جایگشت nمرتبه 

، که آن را jvو  ivبین دو راس  ة. فاصلاست n,…,v2, v1{v{رئوس  ةهمبند با مجموع ةیک گراف ساد Xفرض کنید 

نشان  D، که آن را با نماد Xگراف  ةها است. ماتریس فاصلترین مسیر بین آنطول کوتاهدهیم، نشان می j,vid(v(با نماد 

𝑛می دهیم، یک ماتریس  × 𝑛 روی سطر  ةاست که درایi ام و ستونj ام آن)j,vid(vةفاصل ةای مشخصاست. چند جمله 

det(𝜆𝐼را Xگراف  − 𝐷) که در آن کنیمتعریف می ،I ةفاصل ةای مشخصچند جمله هایماتریس همانی است. ریشه 

X ةفاصل ةرا مقادیر ویژ X ها را نامیم و برای اختصار آنمیD-کنیم. اگر مقدار ویژه نام گذاری می𝜆  یکD-ةمقدار ویژ 

X  با تکررm   باشد، آن را با𝜆[𝑚] بزرگترین همچنین دهیم. نشان میD-ةمقدار ویژه را شعاع طیفی فاصلX  نامیممی 

 دهیم.نشان می 𝜌(𝑋)و آن را با 

مطرح شد و پس  [1] 2پولاکو  1گراهامو در مقاله ای از  1791گراف ها در سال  ةماتریس فاصل ةمقادیر ویژ ةمطالع

های ارتباطی، کاربردهای بسیار زیادی از ماتریس فاصله در طراحی شبکه .[2] از آن بسیار مورد توجه قرار گرفت

 .[2]جانشانی گراف و هم چنین کاربردهایی در شیمی وجود دارد ةشبکه، نظری های جریانالگوریتم

𝑆یک گروه و Gفرض کنید  = 𝑆−1 ةیک زیرمجموع G که شامل عضو همانی نیست. گراف کیلی  استG  متناظر

های و یال Gرئوس  ةدهیم، یک گراف با مجموعنشان می Cay(G,S)، که آن را با S ةبا زیرمجموع

{{𝑔, 𝑠𝑔}|𝑔 ∈ 𝐺, 𝑠 ∈ 𝑆}  است. گرافCay(G,S) و  دار بدون طوقهیک گراف غیر جهت|S|-گراف ت. ظم استمن

 منتظم هستند.-2های چرخشی همبند دورها مثالی از گراف گوییم. 3چرخشیکیلی روی یک گروه دوری را 

گراف ةماتریس فاصل ةهای کیلی، مطالعات اندکی روی مقادیر ویژماتریس مجاورت گراف ةدر مقایسه با مقادیر ویژ

مقادیر  2010. در سال [3] محاسبه شدند دورها ةماتریس فاصل ةمقادیر ویژ 2001های کیلی انجام شده است. در سال 

. در [4] ماتریس مجاورت آنها صحیح هستند، مطالعه شد ةهای چرخشی که تمام مقادیر ویژگراف ةماتریس فاصل ةویژ

های ها را با استفاده از نمایشگروه 5کاکسترهای کیلی روی گراف ةماتریس فاصلة مقادیر ویژ 4رنتلن، 2011سال 

                                                      
1Graham 
2Pollack 

3 circulant 
4Rentlen 

5 circulant 
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ماتریس فاصله گراف کیلی گروه بازتابی حقیقی  ةاو ثابت کرد که مقادیر ویژ. [5] ناپذیر گروه زمینه مطالعه کردتحویل

این مقادیر ویژه ارائه  ةی برای محاسبتمام بازتاب ها همگی صحیح هستند و در برخی حالت ها فرمول ةمتناظر با مجموع

های بازتابی مختلط های کیلی گروهریس فاصله گرافمات ةروی مقادیر ویژ [6]در  2کریلوفو  1گرینوود-سپس فوستر داد.

 مطالعه کردند.

ناپذیر های تحویلرا برحسب نمایش Gیک گراف کیلی روی گروه دلخواه ة ماتریس فاصل ةدر این مقاله، مقادیر ویژ

ای منشورها، شبکه چنبره-nچند گراف کیلی مشهور مثل  ةماتریس فاصل ةکنیم و سپس مقادیر ویژبیان می Gگروه 

هایی که یک گراف آوریم. همچنین گروهدست میه های آبلی را بهای کیلی مکعبی روی گروهای و گرافشش گوشه

 کنیم.بندی میصحیح دارند را طبقه ةکیلی همبند مکعبی با مقادیر فاصل

  [8] و [9]ترتیب به  اند، خواننده را بهجا نیامدهگراف که این ةها و نظریبرای مفاهیم و مقدماتی از نظریه نمایش گروه

 دهیم.ارجاع می

 هاناپذیر گروههای تحویلنمایش. 2

یا مورد استفاده که در ادامه برای اثبات قضا کنیممیرا بیان  هااز نمایش گروه و نتایجی فتعارینمادها،  ،در این بخش

 قرار خواهند گرفت. 

𝑒𝑔|𝑔}  ةبا پای ℂروی  |G|فضای برداری با بعد  ℂ[𝐺]یک گروه متناهی و  Gفرض کنید  ∈ 𝐺}در این صورت است .

:𝜑یکی گرفت. بنابراین تابع  Gتمام توابع مختلط مقدار روی را با فضای برداری  ℂ[𝐺]می توان  𝐺 → ℂ  متناظر با

𝜑بردار  = ∑ 𝜑(𝑔)𝑒𝑔𝑔𝜖𝐺  است و بالعکس. به ازای𝑔 ∈ 𝐺 بردار ،𝑒𝑔  متناظر با تابع𝑒𝑔: 𝐺 → ℂ ی با ضابطه

𝑒𝑔(𝑔) = 𝑒𝑔(ℎ)و  1 = ℎ، به ازای هر 0 ≠ 𝑔 .است ، 

پذیر گروه تمام تبدیلات خطی وارون𝐺𝐿(𝑉)و  ℂیک فضای متناهی بعد روی  Vیک گروه متناهی و  Gفرض کنیم 

:𝜌ریختی گروهی یک هم. است Vروی  𝐺 → 𝐺𝐿(𝑉)  را یک نمایش خطی از گروهG  رویV نمایش  ةدرج نامیم.می

𝜌  برابر با بعدV  است. سرشت𝜒𝜌  متناظر با𝜌 یک تابع مختلط مقدار روی ،G  است که در آن𝜒𝜌(𝑔)  برابر با اثر

به ، دهیمنشان می 𝜌𝑟𝑒𝑔که آن را با  ℂ[𝐺]فضای برداری -ℂروی  Gنمایش چپ منظم  است. 𝜌(𝑔)تبدیل خطی 

:𝜌𝑟𝑒𝑔صورت  𝐺 → 𝐺𝐿(ℂ[𝐺])ةبا ضابط 𝜌𝑟𝑒𝑔(𝑔)𝑒ℎ = 𝑒𝑔ℎ  به ازای هر 𝑔, ℎ ∈ 𝐺شود. تعریف می 

𝜌دو نمایش 
1

: 𝐺 → 𝐺𝐿(𝑉1)  و𝜌
2

: 𝐺 → 𝐺𝐿(𝑉2) ارز گوییم هرگاه یک نگاشت خطی دو سویی مثل را هم

:𝜑نگاشت  𝑉1 → 𝑉2 وجود داشته باشد به طوری که به ازای هر𝑔 ∈ 𝐺   داشته باشیم𝜌1(𝑔)𝜑 = 𝜑𝜌2(𝑔)  که

 شوند.، اثر داده میها است که از سمت چپآنهمان ترکیب  هانگاشت در آن منظور از ضرب

                                                      
1Foster-Greenwood 

2Kriloff 
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 6                              یلی                                                                                    ک هایگراففاصلة  یسماتر یژةو یرمقاد 

:𝜌فرض کنیم  𝐺 → 𝐺𝐿(𝑉)  یک نمایش خطی از گروهG  رویV  وW  زیرفضایی ازV  باشد. در این صورتW 

𝑔پایا گوییم هرگاه به ازای هر -𝜌را  ∈ 𝐺  و𝑤 ∈ 𝑊  داشته باشیم𝜌(𝑔)𝑤 ∈ 𝑊.  نمایش𝜌 ناپذیر گوییم را تحویل

و  Gتحویل ناپذیر های شامل تمام نمایش ةمجموع نداشته باشد. Vو  {0}پایای دیگری بجز -𝜌هرگاه هیچ زیرفضای 

 دهیم.نشان میIrr(G) و  irr(G)ها را به ترتیب با های متناظر آنی شامل تمام سرشتمجموعه

𝐺فرض کنید  =< 𝑎 >≅ ℤ𝑛 ةیک گروه دوری از مرتب n  1باشد و ≠ 𝑤 = cos (
2𝜋

𝑛
) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(

2𝜋

𝑛
 ةریش (

𝐼𝑟𝑟(𝐺). در این صورت استام واحد nاولیه  = 𝑖𝑟𝑟(𝐺) = {𝜌0, 𝜌1, … , 𝜌𝑛−1}  که در آن 

𝜌
𝑙
: 𝐺 → 𝐶;   𝑎𝑘 ↦ 𝑤𝑘𝑙. 

𝐺فرض کنید  =< 𝑎1 >×< 𝑎2 >× ⋯ ×< 𝑎𝑘  jn از مرتبه jaکه درآن استیک گروه آبلی متناهی  <

𝑤𝑗است. فرض کنید  = cos (
2𝜋

𝑛𝑗
) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(

2𝜋

𝑛𝑗
 واحد باشد. در این صورت jn ةاولی ةریش (

𝐼𝑟𝑟(𝐺) = 𝑖𝑟𝑟(𝐺) = {𝜌𝑙1,…,𝑙𝑘
|0 ≤ 𝑙𝑗 ≤ 𝑛𝑗 − 1, 𝑗 = 1, … , 𝑘} 

𝜌𝑙1,…,𝑙𝑘که در آن 
(𝑎1

𝑗1 … 𝑎𝑘
𝑗𝑘) = 𝑤1

𝑗1𝑙1 … . 𝑤𝑘
𝑗𝑘𝑙𝑘 . 

 نتایج اصلی. 3

𝐷و  استGاز  S ةمتناظر با زیرمجموع Gدار و بدون طوقه روی گروه یک گراف کیلی غیرجهت 𝛤فرض کنید  =

[𝑑(𝑥, 𝑦)]𝑥,𝑦∈𝐺ةماتریس فاصل 𝛤.در این صورت، با در نظر گرفتن  باشدD  به عنوان یک نگاشت خطی رویℂ[𝐺] ،

𝐷𝑒𝑔داریم  = ∑ 𝑑(ℎ, 𝑔)𝑒ℎℎ∈𝐺  بیان می کنیم.  𝜌𝑟𝑒𝑔را بر حسب نمایش منظم چپ  Dدر لم زیر  .

..1. 3لم  𝐷𝑒𝑔 = ∑ 𝑑(1, 𝑥)𝜌𝑟𝑒𝑔(𝑥−1)𝑒𝑔𝑥𝜖𝐺 

 داریمبرهان :

 𝐷𝑒𝑔 = ∑ℎ∈𝐺 𝑑(ℎ, 𝑔)𝑒ℎ 

 = ∑ℎ∈𝐺 𝑑(1, 𝑔ℎ−1)𝑒ℎ 

 = ∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥)𝑒𝑥−1𝑔 

 = ∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥)𝜌r𝑒𝑔(𝑥−1)𝑒𝑔, 

 □که اثبات را کامل می کند.

𝜚𝑖𝑗فرض کنید . است𝜌𝑘 نمایش ماتریسی  𝜚(𝑘)و  ,𝑑𝑘 ةاز درج  𝐺ناپذیر یک نمایش تحویل 𝜌𝑘فرض کنید 
(𝑘)

(𝑔) 

𝜚̅𝑖𝑗دهیم . قرار میاست𝜚(𝑘)(𝑔)ام ماتریس ij ةدرای
(𝑘)

= ∑𝑔∈𝐺 𝜚𝑖𝑗
(𝑘)

(𝑔)𝑒𝑔.  با حفظ نمادهای فوق در سراسر

 مقاله، نتایج زیر حاصل می شوند:

𝜌𝑟𝑒𝑔(𝑥)𝜚.2. 3 ۀنتیج
𝑖𝑗

(𝑙)
= ∑𝑑𝑙

𝑟=1 𝜚𝑟𝑖
(𝑙)

(𝑥)𝜚
𝑟𝑗

(𝑙). 

 □مراجعه کنید. ]1، لم 3[به برهان :
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𝐷𝜚. 3.3 ۀنتیج
𝑖𝑗

(𝑙)
= ∑𝑥∈𝐺 ∑𝑑𝑙

𝑟=1 𝑑(1, 𝑥)𝜚𝑟𝑖
(𝑙)

(𝑥−1)𝜚
𝑟𝑗

(𝑙). 

 داریمبرهان: 

𝐷𝜚𝑖𝑗
(𝑙)

= 𝐷(∑ 𝜚𝑖𝑗
(𝑙)

(𝑔)𝑒𝑔
𝑔∈𝐺

) 

           = ∑

𝑔∈𝐺

𝜚𝑖𝑗
(𝑙)

(𝑔)𝐷𝑒𝑔 

= ∑

𝑔∈𝐺

𝜚𝑖𝑗
(𝑙)

(𝑔) ∑

𝑥∈𝐺

𝑑(1, 𝑥)𝜌𝑟𝑒𝑔(𝑥−1)𝑒𝑔 

          = ∑

𝑥∈𝐺

𝑑(1, 𝑥)𝜌𝑟𝑒𝑔(𝑥−1) ∑

𝑔∈𝐺

𝜚𝑖𝑗
(𝑙)

(𝑔)𝑒𝑔 

          = ∑

𝑥∈𝐺

𝑑(1, 𝑥)𝜌𝑟𝑒𝑔(𝑥−1)𝜚𝑖𝑗
(𝑙)

 

         =∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥) ∑𝑑𝑙
𝑟=1 𝜚𝑟𝑖

(𝑙)
(𝑥−1)𝜚𝑟𝑗

(𝑙)
 (نتیجهطبق 3.2)   

         = ∑

𝑥∈𝐺

∑

𝑑𝑙

𝑟=1

𝑑(1, 𝑥)𝜚𝑟𝑖
(𝑙)

(𝑥−1)𝜚𝑟𝑗
(𝑙)

, 

 □که اثبات را تمام می کند.

𝑥∈𝑋∑. در این مقاله، استG یک نمایش یا سرشت از  fو  Gگروه  ةیک زیرمجموع 𝑋فرض کنید  𝑓(𝑥)  را با𝑓(𝑋) 

 نشان می دهیم. 

 . باشدمیزیر نتیجه اصلی این مقاله  ةقضی

𝛤فرض کنید  .1 ۀقضی = 𝐶𝑎𝑦(𝐺, 𝑆) یک گراف کیلی روی گروهG ةنسبت به زیرمجموع S  ،D آن  ةماتریس فاصل

𝑖𝑟𝑟(𝐺)و  = {𝜚(1), … , 𝜚(𝑚)} ناپذیر های تحویلتمام نمایش ةمجموعG ة. در این صورت پایاست 𝛽  برای ماتریس

 چنان موجود است که  Dفاصله 

[𝐷]ℬ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐼𝑑1
⊗ 𝐷1, 𝐼𝑑2

⊗ 𝐷2, … , 𝐼𝑑𝑚
⊗ 𝐷𝑚) 

𝐷𝑙که در آن  = ∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥)𝜚(𝑙)(𝑥−1). 

𝐵𝑗بردارهای  ةمجموع 3.3طبق لم برهان : 
(𝑙)

= {𝜚
𝑖𝑗

(𝑙)
|1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑑𝑙}  یک زیرفضایD- پایا ازℂ[𝐺] کند. تولید می

𝑊𝑗فرض کنیم 
(𝑙) زیرفضای تولید شده توسط𝐵𝑗

(𝑙)  قسمت 1، لم 3[باشد. طبق[(iii)  این زیرفضا از بعد 𝑑𝑙 است. علاوه

𝑊𝑗به  Dکه ماتریس تحدید  دادنشان توان می 3.3لم با استفاده از بر این، 
(𝑙) ةنسبت به پای 𝐵𝑗

(𝑙)  برابر است با𝐷𝑙 =

∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥)𝜚(𝑙)(𝑥−1) . قسمت 1، لم 3[از طرفی طبق[(iii) داریم ،ℂ[𝐺] =⊕𝑙=1
𝑚 ⊕𝑗=1

𝑑𝑙 𝑊𝑗
(𝑙) پس طبق .

 اولیه داریم  ةتجزی ةقضی

[𝐷]ℬ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐼𝑑1
⊗ 𝐷1, 𝐼𝑑2

⊗ 𝐷2, … , 𝐼𝑑𝑚
⊗ 𝐷𝑚) 
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 □کامل می کند.که اثبات را 

 آوریم.گراف های کیلی را بدست می ةی ماتریس فاصلزیر ساختار بردارهای ویژه ةدر قضی

𝑣𝑘فرض کنیم . 2ۀقضی = (𝑣𝑘1, … , 𝑣𝑘𝑑𝑘
 باشد. در این صورت بردارهای  𝜆 ةمتناظر با مقدار ویژ 𝐷𝑘 ةیک بردار ویژ (

𝑣𝑘
𝑗

= ∑𝑔∈𝐺 [𝑣𝑘 . 𝜚𝑗
(𝑘)

(𝑔)]𝑒𝑔, 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑑𝑘 

𝜚ضرب داخلی متعارف بردارها و  .هستند که در آن 𝜆متناظر با  Dمستقل خطی متمایز  ةبردارهای ویژ
𝑗

(𝑘)
(𝑔)  برداری

 است. 𝜚(𝑘)(𝑔)ماتریس ام jهای ستون لفهؤهای آن مزدوج مختلط مؤلفهاست که م

𝐷𝜚داریم  3.3طبق لم برهان :
𝑖𝑗

(𝑙)
= ∑𝑥∈𝐺 ∑𝑑𝑙

𝑟=1 𝑑(1, 𝑥)𝜚𝑟𝑖
(𝑙)(𝑥−1)𝜚

𝑟𝑗

(𝑙)
 . از طرفی 

𝑣𝑘
𝑗

= ∑

𝑔∈𝐺

[𝑣𝑘 . 𝜚𝑗
(𝑘)

(𝑔)]𝑒𝑔 

= ∑

𝑔∈𝐺

(∑

𝑑𝑘

𝑡=1

𝑣𝑘𝑡𝜚𝑡𝑗
(𝑘)

)𝑒𝑔 

           = ∑

𝑑𝑘

𝑡=1

𝑣𝑘𝑡 (∑

𝑔∈𝐺

𝜚𝑡𝑗
(𝑘)

(𝑔)𝑒𝑔) 

= ∑

𝑑𝑘

𝑡=1

𝑣𝑘𝑡𝜚̅𝑡𝑗
(𝑘)

. 

 حال داریم

 𝐷𝑣𝑘
𝑗

= ∑𝑑𝑘
𝑡=1 𝑣𝑘𝑡𝐷𝜚̅𝑡𝑗

(𝑘)
 

 = ∑𝑑𝑘
𝑡=1 𝑣𝑘𝑡(∑𝑥∈𝐺 ∑𝑑𝑘

𝑟=1 𝑑(1, 𝑥)𝜚𝑟𝑡
(𝑘)

(𝑥−1)𝜚̅𝑟𝑗
(𝑘)

)  

 = ∑𝑑𝑘
𝑟=1 (∑𝑑𝑘

𝑡=1 𝑣𝑘𝑡 ∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥)𝜚𝑟𝑡
(𝑘)

(𝑥−1))𝜚̅𝑟𝑗
(𝑘)

 

 = ∑𝑑𝑘
𝑟=1 (𝜆𝑣𝑘𝑟)𝜚̅𝑟𝑗

(𝑘)
 

 = 𝜆 ∑𝑑𝑘
𝑟=1 𝑣𝑘𝑟𝜚̅𝑟𝑗

(𝑘)
 

 = 𝜆𝑣𝑘
𝑗 

𝑣𝑘دهد که نشان می
𝑗 ةیک بردار ویژ D ةمتناظر با مقدار ویژ 𝜆 .جا که از آن است 

{𝜚̅𝑖𝑗
(𝑘)

|1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚, 1 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑑𝑘} متعامد برای  ةیک پایℂ[𝐺]  ،است𝑣𝑘
𝑗 .ها متمایز و مستقل خطی هستند□ 

Γفرض کنید  = C𝑎𝑦(𝐺, 𝑆)دهیم . قرار می𝑆0 = 𝑆𝑘و  {1} = {𝑠1𝑠2 … 𝑠𝑘|𝑠1, … , 𝑠𝑘 ∈ 𝑆}  که در آن

𝑘 ≥ 𝑆[𝑘]، و  1 = 𝑆𝑘\(⋃𝑘−1
𝑙=0 𝑆𝑙).  به راحتی می توان نشان داد که𝑑(1, 𝑥) = 𝑘  اگر و تنها اگر𝑥 ∈ 𝑆[𝑘] .

𝐷𝑙باشد، آن گاه  Γقطر گراف  d، اگر 1 ةبنابراین با نمادهای قضی = ∑𝑑
𝑘=1 𝑘𝜚(𝑙)((𝑆[𝑘])−1). که  شده است اثبات
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𝑥∈𝐺∑برابر است با  Gیک گراف کیلی روی گروه  ةشعاع طیفی ماتریس فاصل 𝑑(1, 𝑥)زیر، این مطلب را به  ة. در نتیج

 کنیم.، دوباره اثبات می1 ةعنوان یک کاربرد از قضی

𝑥∈𝐺∑. در این صورت استGیک گراف کیلی روی گروه متناهی   𝛤کنید. فرض 0.3 ۀنتیج 𝑑(1, 𝑥)  مقدار یک

|𝜆|، داریم 𝜆مثل  𝛤گراف  ةدیگر ماتریس فاصل ةهر مقدار ویژ ه ازایاست. علاوه بر این ب 𝛤 ةماتریس فاصل ةویژ ≤

∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥) . 

𝑥باشد. در این صورت، به ازای هر  Gنمایش بدیهی گروه  𝜚(0)فرض کنیمبرهان :  ∈ 𝐺  داریم𝜚(0)(𝑥) = و  1

𝑥∈𝐺∑، 1 ةطبق قضی 𝑑(1, 𝑥)𝜚(0)(𝑥−1) = ∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥) گراف  ةفاصل ةیک مقدار ویژΓ  .است 

صل ةیک مقدار ویژ 𝜆فرض کنید  ضیاستΓ گراف  ةفا چنان وجود دارد که  Gاز  𝜚ناپذیر نمایش تحویل ،1 ة. طبق ق

𝜆 ةیک مقدار ویژ ∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥)𝜚(𝑥−1)  استتت. فرض کنیم𝐺 = {𝑔1, … , 𝑔𝑚} ،𝑔𝑖 ةاز مرتب 𝑛𝑖  و𝜚 ةاز درج 

𝑘  صورت طبق شد. در این  ضی11[با شابه یک ماتریس قطری  𝜚(𝑔−1)]15.2 ة، ق 𝑘م × 𝑘 ست که درایه های آن ا

𝜆در نتیجه ام واحد هستتتند. nهای ریشتته = 𝑑(1, 𝑔1)𝜇𝑔1
+ ⋯ + 𝑑(1, 𝑔𝑚)𝜇𝑔𝑚

𝜇𝑔𝑖، که در آن 
 ةیک ریشتت 

𝑛𝑖 ام واحد است. بنابراین 

|𝜆| = |𝑑(1, 𝑔1)𝜇𝑔1
+ ⋯ + 𝑑(1, 𝑔𝑚)𝜇𝑔𝑚

| ≤ 𝑑(1, 𝑔1) + ⋯ + 𝑑(1, 𝑔𝑚) = ∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥). 

 □کند.که اثبات را کامل می

𝛤کنیم که گراف کیلی یادآوری می = 𝐶𝑎𝑦(𝐺, 𝑆) آبلی گوییم هرگاه -را یک گراف کیلی شبهS های اجتماعی از کلاس

 آوریم.آبلی را بدست می-های کیلی شبهگراف ةزیر طیف فاصل ةباشد. در نتیج Gمزدوجی 

𝛤فرض کنید . 3.3 ۀنتیج = 𝐶𝑎𝑦(𝐺, 𝑆)  آبلی و -کیلی شبهیک گراف𝐶𝑚, … , 𝐶1های مزدوجیتمام کلاسG 

 چنان موجود است که ℬ ة. در این صورت پایاست𝐶𝑖 کلاس  ةنمایند 𝑥𝑖و هستند

[𝐷]ℬ = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑄1, 𝑄2, … , 𝑄𝑚) 

 که در آن

𝑄𝑙 =
1

𝜒𝑙(1)
(∑

𝑚

𝑖=1

|𝐶𝑖|𝑑(1, 𝑥𝑖)𝜒𝑙(𝑥𝑖
−1))𝐼𝜒𝑙(1)2 . 

𝐺به ویژه، اگر  = {𝑥1, … , 𝑥𝑚} ةفاصل ةگاه مقادیر ویژیک گروه آبلی باشد، آن Γ  عبارتند از 

∑𝑚
𝑖=1 𝑑(1, 𝑥𝑖)𝜒𝑙(𝑥𝑖

−1), 𝑙 = 1, … , 𝑚. 

ℬ[𝐷] وجود دارد که   ℬ ةپای، 1 ةطبق قضیبرهان:  = d𝑖𝑎𝑔(𝐼𝑑1
⊗ 𝐷1, 𝐼𝑑2

⊗ 𝐷2, … , 𝐼𝑑𝑚
⊗ 𝐷𝑚)  که در آن

𝐷𝑙 = ∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥)𝜚(𝑙)(𝑥−1) فرض کنید .𝑔 ∈ 𝐺  یک عضو دلخواه گروهG جا که باشد. از آنΓ یک گراف شبه-
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𝑔−1𝑆𝑔آبلی است، داریم  = 𝑆 علاوه بر این به ازای هر .𝑥 ∈ 𝐺  داریم𝑑(1, 𝑥) = 𝑑(1, 𝑔−1𝑥𝑔).  بنابراین اگرx  و

y گاه دو عضو یک کلاس مزدوجی باشند آن𝑑(1, 𝑥) = 𝑑(1, 𝑦) از طرفی به ازای هر  .𝑔 ∈ 𝐺  داریم 

 𝜚(𝑙)(𝑔−1)𝐷𝑙𝜚(𝑙)(𝑔) = ∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥)𝜚(𝑙)(𝑔−1)𝜚(𝑙)(𝑥−1)𝜚(𝑙)(𝑔) 

 = ∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥)𝜚(𝑙)(𝑔−1𝑥−1𝑔)  

 = ∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑔−1𝑥𝑔)𝜚(𝑙)((𝑔−1𝑥𝑔)−1 

 = 𝐷𝑙 . 

𝐷𝑙پس طبق لم شور، داریم  =
∑𝑥∈𝐺 𝑑(1,𝑥)𝜒𝑙(𝑥−1)

𝑑𝑙
𝐼𝑑𝑙

𝜚(𝑙) ،𝑑𝑙سرشت متناظر با  𝜒𝑙که در آن   = 𝜒𝑙(1) ةدرج 

𝜚(𝑙)  و𝐼𝑑𝑙
𝑑𝑙ماتریس همانی   × 𝑑𝑙  است. بنابراین 

𝑄𝑙: = 𝐼𝑑𝑙
⊗ 𝐷𝑙 =

∑𝑥∈𝐺 𝑑(1, 𝑥)𝜒𝑙(𝑥−1)

𝑑𝑙
𝐼𝑑𝑙

2 

 علاوه بر این 

∑

𝑥∈𝐺

𝑑(1, 𝑥)𝜒𝑙(𝑥−1) = ∑

𝑚

𝑖=1

∑

𝑥∈𝐶𝑖

𝑑(1, 𝑥)𝜒𝑙(𝑥−1) 

                            = ∑

𝑚

𝑖=1

|𝐶𝑖|𝑑(1, 𝑥𝑖)𝜒𝑙(𝑥𝑖
−1).   

 تساوی آخر از این حقیقت ناشی می شود که

∀𝑦 ∈ 𝐶𝑖, 𝑑(1, 𝑦) = 𝑑(1, 𝑥𝑖), 𝜒𝑙(𝑦−1) = 𝜒𝑙(𝑥𝑖
−1) 

 □کامل می کند.که اثبات را 

𝑔دارد هرگاه به ازای هر  جدول سرشت گویا Gیک گروه متناهی باشد. در این صورت گوییم  Gفرض کنیم  ∈ 𝐺 

𝜒و  ∈ I𝑟𝑟(𝐺) ،𝜒(𝑔) .گروه متقارن  ]35، صفحه ی 11[طبق یک عدد گویا باشد𝑆𝑛  رویn جدول سرشت  نماد

حاصل ضرب مستقیم دو گروه با جدول سرشت گویا یک گروه با جدول  ]21.4 ة، قضی11[گویا دارد. همچنین طبق 

 دهیم.صحیح ارائه می ةهای کیلی با طیف فاصلزیر، روشی برای ساخت گراف ةسرشت گویا است. در نتیج

. استG آبلی روی گروه -یک گراف کیلی شبه 𝛤یک گروه متناهی با جدول سرشت گویا و  G. فرض کنید 3.3 ۀنتیج

 همگی صحیح هستند. 𝛤گراف  ةماتریس فاصل ةصورت مقادیر ویژدر این 

عبارتند  𝛤 ةفاصل ةمقادیر ویژ، 5.3 ةآبلی است، طبق نتیج-شبهیک گراف کیلی 𝛤 جا کهاز آنبرهان: 

1از

𝜒(1)
(∑𝑚

𝑖=1 |𝐶𝑖|𝑑(1, 𝑥𝑖)𝜒(𝑥𝑖
های کلاسها 𝐶𝑖و  Gهای تحویل ناپذیر ها سرشت𝜒که در آن  𝜒(1)2با تکرر   ((1−

اعداد گویا هستند. بنابراین طبق  𝛤 ةجدول سرشت گویا دارد، تمام مقادیر ویژ Gهستند. از طرفی چون  Gمزدوجی 

 □صحیح هستند. 𝛤 ةتمام مقادیر ویژ ]2.3، لم 11[
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𝑛1اعداد صحیح  ةزنجیر ≥ 𝑛2 ≥ ⋯ ≥ 𝑛𝑘 ≥ 𝑛1گوییم هرگاه  nاز عدد صحیح  افرازرا یک  1 + ⋯ + 𝑛𝑘 = 𝑛 .

 کنیم.ای معرفی مییف صحیح فاصلههای کیلی با طنامتناهی از گراف ای زیر خانواده ةاستفاده از این تعریف، در نتیجبا 

𝑛به ازای هر عدد صحیح . 3.3ۀنتیج ≥ راسی و  !𝑛ای صحیح ، یک گراف کیلی با طیف فاصله2

∑𝑘
𝑖=1

𝑛!

1
𝑚𝑖,1𝑚𝑖,1!2

𝑚𝑖,2𝑚𝑖,2!…𝑛
𝑚𝑖,𝑛𝑚𝑖,𝑛!

1منتظم وجود دارد که به ازای هر - ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 ،𝑚𝑖,1 ≠ 𝑛   و داریم

،1𝑚𝑖,1 +   2𝑚𝑖,2 + 3𝑚𝑖,3 + ⋯ + 𝑛𝑚𝑖,𝑛 = 𝑛  ،, (𝑚𝑖,1, 𝑚𝑖,2, … , 𝑚𝑖,𝑛−1, 𝑚𝑖,𝑛) یکn- تایی از اعداد صحیح

 است. nکوچکتر از تمام افرازهای  kنامنفی و 

𝐺فرض کنید  :برهان = 𝑆𝑛 ،𝑆 ⊆ 𝐺\{1} های مزدوجی اجتماعی از کلاسG  وΓ = C𝑎𝑦(𝐺, 𝑆)  یک گراف کیلی

دور، -2تا  𝑖2دور، -1تا 𝑖1که شامل  𝑆𝑛یک کلاس مزدوجی در  ة، انداز]4.30، تساوی 9[. طبق استSنسبت به  Gروی 

 ،...𝑖𝑛  تاn-برابر است با است دور ،𝑛!

1𝑖1𝑖1!2𝑖2𝑖2!…𝑛𝑖𝑛𝑖𝑛!
مزدوجی همانی  )شامل کلاس 𝑆𝑛های مزدوجی و تعداد کلاس 

دوری یکسانی  ةمزدوج هستند اگر و تنها اگر تجزی 𝑆𝑛. از طرفی، دو جایگشت در nهای برابر است با تعداد افراز ({1}

 □کند.کامل می داشته باشند. این اثبات را

𝛤فرض کنید. 3.3مثال  = 𝐶𝑎𝑦(𝑆4, 𝑆) که در آن ،𝑆 = {(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), به راحتی  .{(3,4)

و  (1234)، (34)(12)، (12)، ()ها عبارتند از های آندارد و نمایندهکلاس مزدوجی  5دقیقا  𝑆4توان دید که می

 ة، و نتیج1ة ، جدول شمار 𝑆4عضو هستند. با در نظر گرفتن جدول سرشت  8و  6، 3، 6، 1که به ترتیب دارای  (123)

 .7و  7، 4، 1، 1به ترتیب با تکرر  2و  -6، -2، -2، 46عبارتند از  𝛤 ةماتریس فاصل ة، مقادیر ویژ5.3

 

 𝑆4. جدول سرشت 1جدول 

𝑔 1 (12) (12)(34) (1234) (123) 

|𝐶𝑙(𝑔)| 1 6 3 6 8 

𝜒1 1 1 1 1 1 

𝜒2 1 −1 1 −1 1 

𝜒3 2 0 2 0 −1 

𝜒4 3 1 −1 −1 0 

𝜒5 3 −1 −1 1 0 

 

 لم زیر یک تمرین ساده است ولی برای تکمیل مطالب، اثبات آن را می آوریم.

𝑛فرض کنید. 3.3لم  ≥  . استیک عدد صحیح  2
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cos(𝑥)اگر (1) ≠ 𝑛∑آن گاه   1
𝑘=1 𝑘cos(𝑘𝑥) =

𝑛cos((𝑛+1)𝑥)−(𝑛+1)cos(𝑛𝑥)+1

2(cos(𝑥)−1)
. 

(2) ∑𝑛
𝑘=1 𝑘(−1)𝑘 =

−1

4
(1 + (2𝑛 + 1)(−1)𝑛+1). 

cos(𝑥)اگر  (3) ≠ 𝑛∑آن گاه  1
𝑘=1 cos(𝑘𝑥) = −

1

2
(1 +

cos(𝑛𝑥)−cos((𝑛+1)𝑥)

cos(𝑥)−1
). 

cos(𝑥)اگر  (4) ≠  گاه ، آن1

∑𝑛
𝑘=1 (2𝑘 + 1)cos(𝑘𝑥) =

3−cos(𝑥)+(2𝑛+1)cos((𝑛+1)𝑥)−(2𝑛+3)cos(𝑛𝑥)

2(cos(𝑥)−1)
. 

𝑧برهان: فرض کنید   ≠  . در این صورت استیک عدد مختلط  1

 𝑧 + 2𝑧2 + ⋯ + 𝑛𝑧𝑛 = 𝑧(1 + 2𝑧 + ⋯ + 𝑛𝑧𝑛−1) 

 = 𝑧
𝑑

𝑑𝑧
(𝑧 + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑛) 

 = 𝑧
𝑑

𝑑𝑧
(

𝑧𝑛+1−𝑧

𝑧−1
) 

 =
𝑧(𝑛𝑧𝑛+1−(𝑛+1)𝑧𝑛+1)

(𝑧−1)2  

 =
1

|𝑧−1|4 (𝑛𝑧𝑛+1 − (𝑛 + 1)𝑧𝑛 + 1)(𝑧|𝑧|2 − 2|𝑧|2 + 𝑧). 

𝑧حال قرار می دهیم  = 𝑒𝑖𝑥 در این صورت داریم . 

𝑒𝑖𝑥 + 2𝑒2𝑖𝑥 + ⋯ + 𝑛𝑒𝑖𝑛𝑥 =
1

2(cos(𝑥) − 1)
(𝑛𝑒𝑖(𝑛+1)𝑥 − (𝑛 + 1)𝑒𝑖𝑛𝑥 + 1) 

𝑛∑که نتیجه می دهد 
𝑘=1 𝑘cos(𝑘𝑥) =

𝑛cos((𝑛+1)𝑥)−(𝑛+1)cos(𝑛𝑥)+1

2(cos(𝑥)−1)
𝑧. حال اگر قرار دهیم  = گاه داریم ، آن1−

∑𝑛
𝑘=1 𝑘(−1)𝑘 =

−1

4
(1 + (2𝑛 + 1)(−1)𝑛+1)( را ثابت می کند. 2(  و )1. این ) 

𝑧به طور مشابه داریم  + 𝑧2 + ⋯ + 𝑧𝑛 =
𝑧𝑛|𝑧|2−𝑧𝑛+1−|𝑧|2+𝑧

|𝑧−1|2 حال با قرار دادن .𝑧 = 𝑒𝑖𝑥 داریم ، 

∑
𝑛

𝑘=1
cos(𝑘𝑥) =

cos(𝑛𝑥) − cos((𝑛 + 1)𝑥) + cos(𝑥) − 1

2(1 − cos(𝑥))

= −
1

2
(1 +

cos(𝑛𝑥) − cos((𝑛 + 1)𝑥)

cos(𝑥) − 1
) 

 □( است.3( و )1مستقیم ) ة( نتیج4( را ثابت می کند. تساوی )3که )

 کنیم.ست، را به یک روش دیگر محاسبه میآمده ا [6]دورها را که در  ة، طیف فاصل5.3 ةبه عنوان مثالی از نتیج

 . در این صورتاستراس  𝑛یک دور با  𝐶𝑛فرض کنید . 14.3 لم

𝑛اگر الف(  = 2𝑚 ای فاصله ةعددی زوج باشد، آن گاه مقادیر ویژ𝐶𝑛  عبارتند از𝑚2 ،0  و 

 𝜆𝑙 = −csc2(
𝜋𝑙

𝑛
),   𝑙 = 1,3,5, … ,2𝑚 − 1, 

𝑚، 1به ترتیب با تکرر  −  . 1و  1
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𝑛ب( اگر    = 2𝑚 + 𝑚2عبارتند از  𝐶𝑛 ةفاصل ةفرد باشد، آن گاه مقادیر ویژ 1 + 𝑚 ، 

 
−1

4
sec2(

𝜋𝑙

2𝑛
), 𝑙 = 2,4, … ,2𝑚 

 و

 
−1

4
csc2(

𝜋𝑙

2𝑛
), 𝑙 = 1,3, … ,2𝑚 − 1. 

𝐶𝑛دانیم میبرهان.  = C𝑎𝑦(𝐺, 𝑆) که در آن ،𝐺 = 〈𝑎〉  یک گروه دوری از مرتبهn  و𝑆 = {𝑎, 𝑎−1} .همچنین  است

𝑛اگر  = 2𝑚  یا𝑛 = 2𝑚 + 𝑛. فرض کنیم mبرابر است با  𝐶𝑛، قطر 1 = 2𝑚داریم . در این صورت𝑆[𝑘] =

{𝑎𝑘, 𝑎−𝑘}  1که در آن ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 − 𝑆[𝑚]و  1 = {𝑎𝑚}ةفاصلة ، مقادیر ویژ5.3 ة. بنابراین، طبق نتیج 𝐶𝑛  عبارتند

 از

𝜆𝑙 = 𝑚(−1)𝑙 + 2 ∑

𝑚−1

𝑘=1

𝑘cos(
𝜋𝑙𝑘

𝑚
),   𝑙 = 0, … , 𝑛 − 1. 

𝑛حال فرض کنید  = 2𝑚 + 1. در این صورت به ازای هر 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 داریم ،𝑆[𝑘] = {𝑎𝑘, 𝑎−𝑘} بنابراین .

 عبارتند از  𝐶𝑛 ةفاصل ة، مقادیر ویژ5.3 ةطبق نتیج

𝜆𝑙 = 2 ∑

𝑚

𝑘=1

𝑘cos(
2𝜋𝑘𝑙

𝑛
),   𝑙 = 0, … , 𝑛 − 1. 

 □ساده )الف(  و )ب( ثابت می شوند. ةو یک محاسب 7.3لم  حال با استفاده از

𝑛 ، 1منشور-nیک  𝛤فرض کنید  11.3 لم ≥  . در این صورتاست5

𝑛الف( اگر  = 2𝑚 گراف  ةفاصل ةآن گاه مقادیر ویژΓ  2عبارتند از𝑚2 + 2𝑚 ،−2𝑚 ،0 1، 1، به ترتیب با تکرر ،

3𝑚 − )2csc2−و  2
𝜋𝑙

2𝑚
𝑙که در آن  ( = 1,3, … ,2𝑚 − 1. 

𝑛ب( اگر  = 2𝑚 + 2𝑚2عبارتند از  Γ ةآن گاه مقادیر ویژ 1 + 4𝑚 + 1 ،−(2𝑚 + ، 1، 1به ترتیب با تکرر  0، (1

2𝑚  و−
1

2
sec2(

𝜋𝑙

2𝑛
𝑙که در آن ( = 2,4, … ,2𝑚  و−

1

2
csc2(

𝜋𝑙

2𝑛
𝑙که در آن  ( = 1,3, … ,2𝑚 − 1. 

Γ. در این صورت است وجهی-n گراف یک Γفرض کنید برهان.  = C𝑎𝑦(𝐺, 𝑆)  که در آن 

𝐺 = 〈𝑎, 𝑏|𝑎𝑛 = 𝑏2 = 1, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎〉, 

𝑆و  = {𝑎, 𝑎−1, 𝑏} علاوه بر این، اگر .𝑛 = 2𝑚  یا𝑛 = 2𝑚 + 𝑚برابر است با  Γدر این صورت قطر  1 + . اگر 1

𝑛 = 2𝑚   گاه 𝑆[1]آن  = {𝑎, 𝑎−1, 𝑏} ،𝑆[𝑘] = {𝑎𝑘 , 𝑎−𝑘, 𝑏𝑎𝑘−1, 𝑏𝑎−𝑘+1}   2که در آن ≤ 𝑘 ≤ 𝑚 − 1 ،

                                                      
1n-prism 
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𝑆[𝑚] = {𝑎𝑚, 𝑏𝑎𝑚−1, 𝑏𝑎−𝑚+1}  و𝑆[𝑚+1] = {𝑏𝑎𝑚}های تحویل ناپذیر . حال با در نظر گرفتن نمایش𝐺  و

 □دست آورد. ه توان نتیجه را ب، می1 ةبا استفاده از قضی

,𝑇𝑚,𝑛 ،𝑚فرض کنید . 12.3لم 𝑛 ≥ شبکه چنبره3 ضلعی،  شش  ست1ای  صورت مقادیر ویژا صل ة. در این   𝑇𝑚,𝑛 ةفا

 عبارتند از 

𝜆𝑟,𝑠 = ∑

𝑚−1

𝑝=0

∑

𝑛−1

𝑞=0

[𝑝, 𝑞]exp(2𝜋𝑖(
𝑝𝑟

𝑚
+

𝑞𝑠

𝑛
)),   0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 − 1, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 − 1, 

 که در آن 

[𝑝, 𝑞] = min{max{𝑝, 𝑞}, max{𝑚 − 𝑝, 𝑛 − 𝑞}, 𝑚 − 𝑝 + 𝑞, 𝑝 + 𝑛 − 𝑞}. 

𝑇𝑚,𝑛داریم برهان.  = C𝑎𝑦(𝐺, 𝑆)]8  که در آن ]9.3، مثال ، 

 𝐺 = 〈𝑎, 𝑏|𝑎𝑚 = 𝑏𝑛 = 1, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎〉 ≅ ℤ
𝑚

× ℤ
𝑛

, 

 

 𝑆 = {(𝑎, 1), (𝑎−1, 1), (1, 𝑏), (1, 𝑏−1), (𝑎, 𝑏), (𝑎−1, 𝑏−1)}. 

𝑥فرض کنید  = 𝑎𝑖𝑏𝑗 که در آن ،𝑖, 𝑗 ≥  . در این صورت 0

𝑑(1, 𝑥) = min{max{𝑖, 𝑗}, max{𝑚 − 𝑖, 𝑛 − 𝑗}, 𝑚 − 𝑖 + 𝑗, 𝑖 + 𝑛 − 𝑗}. 

,𝑖]فرض کنیم  𝑗]  برابر با𝑑(1, 𝑎𝑖𝑏𝑗)  باشد. فرض کنید𝜒 ناپذیر یک نمایش تحویل𝐺  0باشد. در این صورت ≤ 𝑟 ≤

𝑚 − 0و  1 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 − 𝜒وجود دارد که  1 = 𝜒𝑟,𝑠  و𝜒𝑟,𝑠(𝑎𝑝𝑏𝑞) = exp(2𝜋𝑖(
𝑝𝑟

𝑚
+

𝑞𝑠

𝑛
. بنابراین، طبق ((

 عبارتند از  𝑇𝑚,𝑛فاصله  ة، مقادیر ویژ5.3 ةنتیج

𝜆𝑟,𝑠 = ∑

𝑚−1

𝑝=0

∑

𝑛−1

𝑞=0

[𝑝, 𝑞]exp(2𝜋𝑖(
𝑝𝑟

𝑚
+

𝑞𝑠

𝑛
)),   0 ≤ 𝑟 ≤ 𝑚 − 1, 0 ≤ 𝑠 ≤ 𝑛 − 1. □ 

 𝐾𝑚(𝑛) ة. در این صورت مقادیر ویژاستراسی  𝑛بخش  𝑚گراف چندبخشی کامل با  𝐾𝑚(𝑛). فرض کنید 3.13لم

𝑚𝑛عبارتند از  + 𝑛 − 2 ،𝑛 − 𝑚، 1، به ترتیب با تکرر 2−و  2 − 𝑚𝑛و  1 − 𝑚. 

𝐾𝑚(𝑛)دانیم میبرهان.  = C𝑎𝑦(𝐺, 𝑆) که در آن ،𝐺 = 〈𝑎〉  و𝑆 = 𝐺\{1, 𝑎𝑚, 𝑎2𝑚, … , 𝑎𝑚(𝑛−1)}.  واضح است

𝑆[1]براین، علاوه. 2برابر است با  𝐾𝑚(𝑛)که قطر  = 𝑆  و𝑆[2] = {𝑎𝑚, 𝑎2𝑚, … , 𝑎𝑚(𝑛−1)}1 ة. حال طبق قضی ،

𝑚𝑛 + 𝑛 −  𝐺نابدیهی از یک سرشت  𝜒فرض کنید )حاصل از سرشت بدیهی( است.  𝐾𝑚(𝑛) ظفاصل ةیک مقدار ویژ 2

𝜒(𝐺)باشد. در این صورت  =  عبارتند از  𝐾𝑚(𝑛) ةو در نتیجه سایر مقادیر ویژ 0

𝜆𝑙 = −1 + ∑

𝑛−1

𝑘=1

exp(
2𝜋𝑖𝑙𝑘

𝑛
), 𝑙 = 1, … , 𝑚𝑛 − 1. 

                                                      
1hexagonal torus 
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𝑧𝑙فرض کنید  = exp(
2𝜋𝑖𝑙

𝑛
𝜆𝑙. در این صورت ( = −1 + 𝑧𝑙 + 𝑧𝑙

2 + ⋯ + 𝑧𝑙
𝑛−1 از آنجا که .𝑧𝑙

𝑛 = ، داریم 1

𝜆𝑙 = 𝑛 −  □کند.. این اثبات را کامل می2−است و در غیر این صورت برابر است با  𝑛مضربی از  𝑙که  در آن  2

𝛤فرض کنید . 3 ۀقضی = 𝐶𝑎𝑦(𝐺, 𝑆)  گراف کیلی مکعبی روی گروه آبلی𝐺در این صورت یکی از موارد زیر است .

 اتفاق می افتد:

𝑆الف(  = {𝑎, 𝑎−1, 𝑎𝑘}  به ازای یک ،𝑎 ∈ 𝐺 2 ةاز مرتب𝑘 >  ، و 2

 عبارتند از  Γی زوج باشد، آن گاه مقادیر ویژه 𝑘اگر  (1)

𝜌 =
𝑘2 + 2𝑘 − 2

2
, 𝜆𝑙 = (−1)

𝑙

2
+1 + 2

1 − (−1)
𝑙

2

cos(
𝜋𝑙

𝑘
) − 1

, 𝜆𝑙′ =
(−1)

𝑙′−1

2 sin(
𝜋𝑙′

𝑘
)

cos(
𝜋𝑙′

𝑘
) − 1

, 

𝑙که در آن  = 2,4, … ,2𝑘 − ′𝑙و  2 = 1,3, … ,2𝑘 − و همه دارای تکرر  1
|𝐺|

2𝑘
 هستند. 

 عبارتند از Γ ةفاصل ةفرد باشد، آن گاه مقادیر ویژ 𝑘اگر  (2)

 𝜌 =
𝑘2+8𝑘−5

4
, 𝜆𝑙 = −1 +

1+(−1)
𝑙
2

+1
cos(

𝜋𝑙

2𝑘
)

cos(
𝜋𝑙

𝑘
)−1

, 𝜆𝑙′ = −1 −
1−(−1)

𝑙′−1
2 𝑘sin(

𝜋𝑙′

2𝑘
)

cos(
𝜋𝑙′

𝑘
)−1

, 

𝑙که در آن = 2,4, … ,2𝑘 − ′𝑙و  2 = 1,3, … ,2𝑘 − و همه دارای تکرر  1
|𝐺|

2𝑘
 هستند. 

𝑆ب(  = {𝑎, 𝑎−1, 𝑏}  که در آن𝑎 ∈ 𝐺 ةاز مرتب 𝑛 > 𝑏است،  2 ∈ 𝐺 است که  2ةیک عضو مرتب𝑏 ∉ 〈𝑎〉  وΓ 

یکریخت است با 
|𝐺|

2𝑛
منشور داده شده در مثال -n ةفاصل ةآن همان مقادیر ویژ ةفاصل ةمنشور و مقادیر ویژ-nکپی از  

با تکرر  11.3
|𝐺|

2𝑛
 هستند. 

𝑆ج(  = {𝑎, 𝑏, 𝑐} که در آن ،𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 ةفاصل ةهستند و مقادیر ویژ 2 ةسه عضو مرتب Γ  4−، 12برابر هستند با 

به ترتیب با تکرر  0و 
|𝐺|

8
 ،

3|𝐺|

8
و  

|𝐺|

2
. 

𝑆د(  = {𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏}  که در آن𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 ةهستند و مقادیر ویژ 2 ةدو عضو مرتب Γ  به ترتیب با  1−و  3عبارتند از

تکرر 
|𝐺|

4
و  

3|𝐺|

4
. 

𝑚 ،1یک گروه آبلی از مرتبه  𝐺فرض کنید برهان.  ∉ 𝑆 = 𝑆−1 ⊆ 𝐺 ،|𝑆| = Γو  3 = C𝑎𝑦(𝐺, 𝑆) از آنجا که .

Γ  ،3مکعبی است|𝐺|  یک عدد زوج است و بنابراین𝐺 زوج است. فرض کنید  ةیک گروه از مرتب𝐻 = 〈𝑆〉 در این .

Γصورت  ≅ |𝐺: 𝐻|C𝑎𝑦(𝐻, 𝑆) ةفاصل ةو مقادیر ویژ Γ ةفاصل ةبرابر با مقادیر ویژ C𝑎𝑦(𝐻, 𝑆)  با تکرر|𝐺: 𝐻| 

 گیریم:های زیر را در نظر میهستند. حالت

𝑎. حالت اول ∈ 𝐺 ةاز مرتب 𝑛 = 2𝑘 > 𝑆وجود دارد که  2 = {𝑎, 𝑎−1, 𝑎𝑘} در این صورت .𝐻 = 〈𝑎〉 ≅ ℤ
𝑛

 .

 زوج باشد آن گاه  𝑘حال اگر 
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 𝑑(1,1) = 0, 𝑑(1, 𝑎𝑘) = 1, 

 𝑑(1, 𝑎𝑟) = 𝑑(1, 𝑎−𝑟) = 𝑟,   𝑟 = 1, … ,
𝑘

2
, 

 𝑑(1, 𝑎𝑘−𝑟) = 𝑑(1, 𝑎𝑟−𝑘) = 𝑟 + 1,   𝑟 = 1, … ,
𝑘

2
− 1. 

 عبارتند از  Γ ةفاصل ةساده، مقادیر ویژ ةو یک محاسب 5.3 ةطبق نتیجبنابراین 

𝜆𝑙 = (−1)𝑙 + 2(
𝑘

2
cos(

𝜋

2
𝑙) + (1 + (−1)𝑙) ∑

𝑘

2
−1

𝑟=1

𝑟cos(
𝜋𝑙𝑟

𝑘
) + (−1)𝑙 ∑

𝑘

2
−1

𝑟=1

cos(
𝜋𝑙𝑟

𝑘
)),   𝑙

= 0, … , 𝑛 − 1 

𝑚با تکرر 

𝑛
𝑙. اگر  = 𝜆0آن گاه  0 =

𝑛2+4𝑛−8

8
𝑙و اگر   ≠ 𝜆𝑙، 7.3زوج باشد آن گاه، طبق لم  0 = (−1)

𝑙

2
+1 +

2
1−(−1)

𝑙
2

cos(
𝜋𝑙

𝑘
)−1

𝜆𝑙، 7.3فرد باشد، دوباره طبق لم  𝑙. در آخر، اگر  =
(−1)

𝑙−1
2 sin(

𝜋𝑙

𝑘
)

cos(
𝜋𝑙

𝑘
)−1

. 

 فرد باشد، آن گاه  𝑘حال اگر 

 𝑑(1,1) = 0, 𝑑(1, 𝑎𝑘) = 1, 

 𝑑(1, 𝑎𝑟) = 𝑑(1, 𝑎−𝑟) = 𝑟,   𝑟 = 1, … ,
𝑘−1

2
, 

 𝑑(1, 𝑎𝑘−𝑟) = 𝑑(1, 𝑎𝑟−𝑘) = 𝑟 + 1,   𝑟 = 1, … ,
𝑘−1

2
, 

 عبارتند از  Γ ةفاصل ة، مقادیر ویژ5.3 ةو طبق نتیج

𝜆𝑙 = (−1)𝑙 + 2(∑

𝑘−1

2

𝑟=1

(1 + (−1)𝑙(𝑟 + 1))cos(
𝜋𝑙𝑟

𝑘
)),   𝑙 = 0, … , 𝑛 − 1, 

با تکرر 
𝑚

𝑛
𝜆0. علاوه بر این،  =

𝑛2+16𝑛−20

16
𝜆𝑙فرد داریم  𝑙، به ازای 7.3و طبق لم   = −1 −

1−(−1)
𝑙−1

2 𝑘sin(
𝜋𝑙

2𝑘
)

cos(
𝜋𝑙

𝑘
)−1

و به  

𝜆𝑙زوج داریم  𝑙ازای  = −1 +
1+(−1)

𝑙
2

+1
cos(

𝜋𝑙

2𝑘
)

cos(
𝜋𝑙

𝑘
)−1

. 

𝑆حالت دوم.  = {𝑎, 𝑎−1, 𝑏}  که در آن𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 ،𝑜(𝑎) = 𝑛 > 2 ،𝑜(𝑏) = 𝑏و  2 ∉ 〈𝑎〉  در این صورت .

𝐻 = 〈𝑎〉 × 〈𝑏〉 ≅ ℤ
𝑛

× ℤ
2

,C𝑎𝑦(𝐻و   𝑆)  یکn-11.3 ةآن به راحتی با استفاده از نتیج ةمنشور است و مقادیر ویژ 

 آید.ه دست میب

𝑆حالت سوم.  = {𝑎, 𝑏, 𝑐}  که در آن𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺 دو هستند. در این صورت  ةهر سه از مرتب 

𝐻 = 〈𝑎〉 × 〈𝑏〉 × 〈𝑐〉 ≅ ℤ
2

× ℤ
2

× ℤ
2

,C𝑎𝑦(𝐻و   𝑆)  5.3 ةبعدی است و طبق نتیج-3یکریخت با مکعب ،

، 12عبارتند از   Γلةفاص ة. بنابراین مقادیر ویژ4و  3، 1به ترتیب با تکرر  0و  4−، 12آن عبارتند از  ةفاصل ةویژمقادیر 

به ترتیب با تکرر  0و  4−
𝑚

8
 ،

3𝑚

8
و  

𝑚

2
. 

𝑆حالت چهارم.  = {𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏}  که در آن𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺 دو هستند. در این حالت  ةدو عضو مرتب𝐻 ≅ ℤ
2

× ℤ
2

و  
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C𝑎𝑦(𝐻, 𝑆) ≅ 𝐾3ة. بنابراین مقادیر ویژ Γ  به ترتیب با تکرر  1−و  3عبارتند از
|𝐺|

4
و  

3|𝐺|

4
.□ 

 

وجود دارد که 𝐺در این صورت یک گراف کیلی همبند مکعبی روی . استیک گروه آبلی  𝐺فرض کنید . 10.3 ۀنتیج

ℤهاییکریخت با یکی از گروه 𝐺ای آن صحیح هستند اگر و تنها اگر فاصله ةتمام مقادیر ویژ
2

× ℤ
2

 ،ℤ
4

 ،ℤ
6

 ،ℤ
4

×

ℤ
2

 ،ℤ
6

× ℤ
2

ℤیا  
2

× ℤ
2

× ℤ
2

 باشد. 

𝑆فرض کنیدبرهان.  = 𝑆−1  ازسه عضوی  ةزیرمجموعیک𝐺\{1}و  استΓ = C𝑎𝑦(𝐺, 𝑆)  یک گراف همبند و با

افتد و اتفاق می( د، یکی از سه حالت )الف( تا )3 ة. در این صورت، طبق نمادهای اثبات قضیاستای صحیح طیف فاصله

𝐺 = 𝐻. 

𝜆1فرض کنید قسمت اول از حالت )الف( اتفاق بیفتد. در این صورت  =
sin(

𝜋

𝑘
)

cos(
𝜋

𝑘
)−1

= −cot(
𝜋

2𝑘
یک عدد صحیح است.  (

)cotدانیم از طرفی می
𝜋

𝑛
𝑛یک عدد گویا است اگر و تنها اگر  ( = 𝑘. در نتیجه 4 = Γو  2 ≅ 𝐾4 ةدارای مقادیر ویژ 

,3} ةفاصل  است. {[3]1−

𝜆1رخ دهد، آن گاه  اگر قسمت دوم از حالت )الف( = −1 −
1−𝑘sin(

𝜋

2𝑘
)

cos(
𝜋

𝑘
)−1

𝑘دهد یک عدد صحیح است که نتیجه می  = 3 

Γو  ≅ 𝐾3,3 7}فاصله ای  ةدارای مقادیر ویژ, −2[4],  است. {1

)2csc2−زوج باشد آن گاه  𝑛حال فرض کنیم حالت )ب( رخ دهد. اگر 
𝜋

𝑛
𝑛یک عدد صحیح است. در نتیجه  ( = یا  4

𝑛 = 𝑛. برای 6 = ,12}برابر است با  Γای ، طیف فاصله4 −4[3], 𝑛و برای  {04 = ای آن برابر است ، طیف فاصله6

,24}با  −6, 0[7], −8[2], −فرد باشد، آن گاه  𝑛. اگر {2−
1

2
csc2(

𝜋

2𝑛
𝑛یک عدد صحیح است و در نتیجه  ( = و  3

,7}برابر است با  Γای طیف فاصله −3, 0[2], −2[2]}. 

,12}دارای طیف  در نتیجهوجهی است و  -4یکریخت با گراف  Γدر حالت )ج(،  −4[3], است. همچنین در حالت  {[4]0

Γ، )د( ≅ 𝐾3 3}ای دارای طیف فاصله,  □کند.است. این اثبات را کامل می {[3]1−

 است. ]1.1 ة، قضی1[و  4.13 ةمستقیم از نتیج ةزیر یک نتیج ةنتیج

با طیف   𝐺. در این صورت یک گراف کیلی همبند مکعبی روی استیک گروه آبلی متناهی  𝐺فرض کنید  .13.3 ۀنتیج

ای صحیح وجود داشته با طیف فاصله 𝐺)مجاورت( صحیح وجود دارد اگر و تنها اگر یک گراف کیلی همبند مکعبی روی 

 باشد.
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