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Introduction 
A generalization of the continuous economic model is proposed for 
random markets. In this model, agents interact by pairs and exchange their 
money in a random way, in general, with possibly non- constant total 
amount of “money”. This model takes the form of an iterated nonlinear 
map of the distribution of wealth. We show the only way to reach 
equilibrium fixed point distribution is the agents to share their money 
without expansion or contraction factor. Furthermore, it is proved the 
higher momenta of the distribution exist and the iteration of higher 
momenta becomes stable under some specific conditions. 
 
Material and methods 
In this paper, we develop a general form of Z-model that is similar to the 
behavior of original model (Z-model) in which each of the two partners in 
a transaction have a random amount u  and v . During the transaction, 

they put first the whole amount ( )u v  in a basket and then share its 

content randomly. 
 

Results and discussion 
In this model at the time of the transaction between the two individuals, 
one of the individual puts au  in the basket (instead of u  in the Z-model) 

and the other puts bv  in the basket, instead of v . 
 

Conclusion 
The following conclusions were drawn from this research. 

 As it will be seen, this model is not conservative except when 

some special conditions hold for the coefficientsa and b .   
 If we consider the symmetrical interaction for the pair of agents

( , )v u , in this case the first agent will put av  in the basket and 

the second one bu . For both trades, those of the pairs ( , )u v
and ( , )v u , the total money to share in the basket is 

( )( )a b u v  . 
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 It is shown the only way to reach equilibrium fixed point 
distribution is the agents to share their money without expansion 
or contraction factor. 

 It is proved the higher momenta of the distribution exist and the 
iteration of higher momenta becomes stable under some specific 
conditions. 
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  ه تعادلي،نقط

  مدل تكاملي،
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  بازارهاي تصادفي.

. پردازيممي است تصادفي بازارهاي در پيوسته اقتصادي مدل يك كه مدل،-Z مساله تعميم به مقاله اين در
 ميزان كه دارد وجود امكان اين و دارند مالي مبادله تصادفي بطور دو به دو اقتصادي هايعامل مدل اين در
 توزيع از تكراري خطيرغي عملگر يك صورت به را مدل اين. نباشد ثابت مالي فرايند در سيستم دارايي كل

 انبساطي ضريب بدون ثروت تبادل تعادلي، ثابت نقطه به رسيدن راه تنها دهيممي نشان و كنيممي بيان ثروت
 تكرار و كرد خواهيم ثابت را توزيع بالاتر گشتاورهاي وجود سرانجام. است اقتصادي هايعامل بين انقباضي يا

  .شودمي پايدار خاصي شرايط تحت بالاتر گشتاورهاي
  
  
  
  
  
  
  
  
  

هاي پژوهش. تصادفي بازارهاي در پيوسته تكاملي فرايند از يافته تعميم مدل يك). 1402( حميدرضا، نويدي؛ و مهدي، كشتكار ؛الياس، شيوانيان: استناد
  .14 – 1)، 2( 9، رياضي

                

  نويسندگان. ©                                                    دانشگاه خوارزميناشر: 
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 مقدمه
 هاي تكاملي، ديناميك ترين معروف و است تعادلي به رفتار رسيدن براي ديناميكي ساختن دنبال به تكاملي بازي نظريه

 و شده تشكيلافراد  دسته دو از كه بازي يك در مناسب استراتژي يك باشد. يافتن مي لاگيت و ريپليكيتور ديناميك
 اين در معمول هاست. رويكرد بازي اين از ديگري نوع نيز باشد مي دنبال تعادل به و كند مي عمل سازماني صورت به

. شوند مي همگرا نش تعادل به ديناميك هايي با كه است استراتژي متناهي با تعداد هايي بازي گرفتن نظر در زمينه،
 كه اي جامعه در را بازيكن هزار ها ده مي توان آن كمك به كه است ديگري كوچكتحليلي  ابزار يك ريزآرايه فناوري

هاي مختلفي از فيزيك آماري در سالهاي اخير روشها و مدلداد.  قرار كاوش مورد دارند يكديگربرخورد با همزمان طور به
ه وان مثال براساس گزارش ارائه شدهاي اقتصادي به طور موفقيت آميزي به كار گرفته شده است. به عنبراي تفسير داده

جامعه كه درآمدشان متوسط به پايين است از توزيع ثروت نمايي و درآمد بقيه افراد جامعه  %95در جوامع غربي حدود 
هاي تصادفي وابسته به ]. يك نوع ديگر از مدل3-1كنند[شود از توزيع قانون توان تبعيت ميجامعه را شامل مي %5كه 

هاي اقتصادي را مشابه هاي تصادفي تبادلات اقتصادي مالي بين عامل]، اين مدل4باشد [گاز مي-اي شبههبازار، مدل
  برخورد ذرات در گازها كه تبادل انرژي دارند تفسير مي كنند. 

ازه ب دهد درهاي اقتصادي را نشان ميگازها يك پارامتر كنترلي كه درجه تبادلات بين عامل-اخيراً براساس ايده شبه

 0,1 ،ك گيرد و اگر يها تعاملي صورت نمييعني اگر پارامتر مقدارش صفر باشد، بين عامل در نظر گرفته شده است
ها تعامل دارند تحت اين شرايط به اين نتيجه دست يافته اند كه توزيع نمايي گيبس براي بازه مذكور باشد همه عامل

نشان داده شده است آنتروپي در  Hهاي بازار تصادفي با استفاده از قضيهمين راستا براي مدل. در ه [6]برقرار است
. 8]-[10 مدل بررسي شده است Z. ارتباط و رفتار گشتاورها وقتي آنها همگرا نيستند بر روي [7]حال افزايش است

همچنين براي مشاهده همگرايي توزيع ثروت نمايي در بازارهاي تصادفي گسسته و آناليز كامل آنها مي توان به مرجع 
ال مطرح شده كه نشان مي دهد به توزيع ماكسول همگراست كه مراجعه كرد. يك مدل مشابه براي گازهاي ايده [11]

صعودي  رشد  12].[نوان نقطه تعادلي عملگر در نظر گرفته اند بر اين اساس با شبيه سازي هاي انجام شده آن را به ع
  [13]. مدل در بازارهاي تصادفي اثبات شده است Zآنتروپي براي

و سپس به  به دنبال كارهاي صورت گرفته، در اين مقاله يك مدل اقتصادي پيوسته براي بازارهاي تصادفي پيشنهاد داده
مدل  Zكاربردهاي آن مي پردازيم. سازماندهي بخش ها به اين صورت است كه در بخش بعد تعميمي از ويژگيها و 
هايي را براي تشريح شبيه مثال 4پردازيم. در بخش مي Tهاي عملگربه ويژگي 3كنيم. سپس در بخش را بيان مي

  گيرد.ارائه شده بيان خواهيم كرد. در نهايت نتيجه گيري لازم صورت ميسازي عددي مدل 

  

  مدل -Z  تعميم  .1

زان با كنيم و اين ميدر اين مدل متغيرهايي كه بيانگر ميزان دارايي بدست آمده توسط افراد مي باشد را مثبت فرض مي
گيرد در حال تغيير است. هاي زماني متعدد صورت ميگذشت زمان به خاطر تبادلات تصادفي كه بين افراد در دوره

دارايي بدست آورد را  nواحد در دوره زماني  xصادفي به ميزان برهمين اساس احتمال اينكه فردي در جامعه به طور ت
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)با  )nP x دهيم. در دوره زماني بعدي يعني نشان ميn+1  1به خاطر تبادلات دودويي( )nP x  براساس قانون تكراري
  شود.به صورت زير تعريف مي

,

1

( )

( ) ( )
( ) ( ) ,

a b

n n
n n

S x

P u P v
P x Tp x dudv

au bv  
  

,پارامترهاي مثبت و حقيقي هستند و  bو  aضرايب  ( )a bS x شودبه صورت زير تعريف مي  

 , ( ) ( , ), , 0,a bS x u v u v x au bv     
هاي هد و باتوجه به زوجدر سبد قرار مي bvو عامل اقتصادي دوم به ميزان  auاقتصادي اول به ميزان  كه در آن عامل

)مرتب  , )u v  و( , )v u  كه در, ( )a bS x  گيرد برابر است با در سبد قرار ميوجود دارد مبلغ نهايي كه
( )( )a b u v  شود.كه بين آنها مبادله مي  

  
  هاي عملگر تعميم يافتهويژگي .2

  گردد.در ابتداي اين بخش تعاريف و قضاياي لازم براي عملگر تعميم يافته بيان مي

,0]از توابع مثبت (توزيع ثروت) در بازه  1Lفضاي  .1تعريف  ) شود.به صورت زير تعريف مي  

1 [0, ) { :[0, ) {0}, },L y R y         
  كه

0
( ) .y y x dx


   

1در حالت خاص، زير مجموعه  [0, )L گيريم، يعني گوي واحد زير را در نظر مي  

 1 [0, ),   1B y L y     

1ميانگين ثروت وابسته به توزيع  .2تعريف [0, )y L   به صورت مقدار ميانگينx  نسبت به توزيعy 
yxشود كه با تعريف مي  دهيمنشان مي  

0
( ) ( )yy x xy x xy x dx


       

yx در ادامه،    را با نمادy  دهيم.نشان مي  

0xبه ازاي  .3تعريف    1و [0, )y L   عملگرT  رويy شود.به صورت زير تعريف مي  

, ( )

( ) ( )
( ( ))

a b xS

y u y v
T y x dudv

au bv


  

  كه 

, ( ) {( , ), , 0, }a bS x u v u v au bv x     
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)هاي دامنه تعريف جفت عامل , )u v  است كه داراييx كند.را بعد از تبادلات مالي تعيين مي 

1به ازاي هر  .1قضيه  [0, )y L   2داريم
Ty y بخصوص وقتي ،y  يك تابع چگالي احتمال باشد يعني

1yاگر    1آنگاهTy شود.هاي مختلف حفظ ميهاي اقتصادي در دوره. اين يعني تعداد عامل  

1با توجه به اينكه  برهان. [0, )y L     پس  

,0 ( ) 0 0 0

2

0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .

a b

au bv

S x

y u y v y u y v
Ty dx dudv du dv dx

au bv au bv

y u du y v dv y

   

 

 
 

 

    

 
  

  
1زيرمجموعه تابع چگالي احتمال در  .1نتيجه  [0, )L  1، يعني گوي واحد: { [0, ), 1}B y L y    

yرا در نظر بگيريد. در اين صورت اگر  B  آنگاهTy Bتوانيم تحديد . بنابراين ما ميBT  ازT  به زيرمجموعه
B  را تعريف كنيم، يعني:BT B B.  

  پيوسته ليپ شيتس است. 2با ثابت كوچكتر مساوي  Bدر گوي واحد  Tعملگر  .2قضيه
  اين صورتبرهان. فرض كنيم در 

 

0 0 0

0 0

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 .

au bv y u y v w u w v
Ty Tw du dv dx

au bv

du dv y u y v y u w v y u w v w u w v

y u du dv y v w v w v dv du y u w u

y w

  

 

   


 



   

   

 

  

 
   

  

  
yمقدار ميانگين  .3قضيه  شود به عبارت ديگر به ازاي هر در حالت كلي حفظ نميy B  ًتساويلزوما

Ty y   شود.هاي مختلف حفظ نميبرقرار نيست. اين يعني ميانگين ثروت در دوره  
  داريم:  2برهان. بنابر تعريف 

,0 ( )

0 0 0 0 0

0 0 0

( ) ( )
( )( )

( ) ( ) 1
( ) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( ) .
2 2 2 2

a bS x

au bv

y u y v
Ty x Ty x xdx dudv

au bv
y u y v

du dv xdx du dv au bv y u y v
au bv

a b a b a b
uy u du vy v dv xy x dx y



    

  

  


  


 
     

 

    

  

  

  بستگي دارد. bو  aشود زيرا به مقادير دهد كه مقدار ميانگين حفظ نمياين نشان مي
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2aهاي زماني با شرط ميانگين ثروت سيستم اقتصادي در دوره .2نتيجه b  شود.حفظ مي  
2aدهد ثروت نهايي با شرط كنيم كه نشان ميدر ادامه قضيه اي را بيان مي b   2صعودي و با شرطa b  

  نزولي است.
  

 مطالعه و بررسي گشتاورهاي مربوطه .3,1

   گشتاورهاي مربوط به عمگر تكاملي مي پردازيم.  در اين بخش به اثبات پايداري
1به ازاي هر  .4قضيه [0, ]y L  ،∈  و,   داريم: ∋

(( ) 1) .
2

n na b
T y y y


          

  توان گفت براساس قضيه قبل مي برهان.

( 1) .
2

a b
Ty y y


          

  به طور مشابه براي تكرارهاي بعدي داريم

2 2( 1) (( ) ( )) ,
2 2 2

a b a b a b
T y Ty Ty y

  
              

3 2 2 3 2( 1) (( ) ( ) ) .
2 2 2

a b a b a b
T y T y T y y

  
              

  هاي بالاتردر حالت كلي براي تكرارهاي مرتبه

1 1 1( 1) (( ) ( ) ) .
2 2 2

n n n n na b a b a b
T y T y T y y    

              

  گيريم حال با جمع دو طرف روابط بالا نتيجه مي

(( ) 1) .
2

n na b
T y y y


          

نشان دهيم تحت شرايطي  VSLو  VSWاگر ارزش برد سيستم و ارزش باخت سيستم را به ترتيب با   .3نتيجه
  شود. تكرار نتيجه مي nويژگي هاي زير بعد از 
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2 (( ) 1) , ,
2

2 0, ,

2 (1 ( ) ) , 0.
2

n n

n

n n

a b
a b VSW y T y

a b VSW VSL T y y

a b
a b VSL y T y

         


      
         


 

2aدهد اگر نتيجه فوق نشان مي .1تبصره  b   2ياa b  .نقطه ثابت وجود ندارد   
2aبراساس مشاهدات حتي وقتي  .2تبصره  b   1اما ( 1)a b   نقطه ثابت وجود ندارد، تنها حالتي كه

1aنقطه ثابت وجود دارد  b  در حقيقت در تكرارهاي [8]هاي بخش بعد اين را خواهيم ديد است كه در مثال .
limكند. يعني متوالي توزيع ثروت به سمت نقطه ثابت بديهي سيستم ميل مي ( ) 0,n

n
T y x


  در حاليكه ميانگين

  ثروت حفظ شده است.
)گشتاورهاي  .4تعريف )tp x  را به صورت  

( ) ( )k
k tm t dx x p x   

0كنيم. اگر تعريف مي 1m   مشابهZ- ) كه تعميم 1مدل رابطه تكراري  (Z-  0مدل است نيز در قيود حافظm 
2كند. و درنتيجه صدق مي

0 0( 1) ( ) ,m t m t  .بنابراين گشتاور اول ثابت است  
  همچنين خواهيم داشت 

1 0 1 1

1
( 1) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2

a b
m t m t m t a b m t


     

  كلي و در حالت

1 1

1 1
( ) ( ) (0) ( )

2 2
t t

t t
m t a b m a b y       

2aبنابراين همانطور كه قبلاً ذكر شده بود، وقتي  b   2ثروت نهايي افزايش وa b   ثروت نهايي كاهش
  يابد.مي

  رابطه تكراري براي گشتاور دوم به صورت 

2 2
2 2 1

1
( 1) ( ) ( ) 2 ( ) ,

3
m t a b m t abm t       

1aتوان بررسي كرد وقتي به آساني مي   1وb  فرمول معتبر است. 

  كنيمام را به صورت زير تعريف ميkگشتاور
1

( 1) ( ) ( ) . . ( ) ,
1

k k
k km t a b m t l o t t

k
     

  

است. بنابراين اگر  kكه مربوط به گشتاورهاي كمتر از مرتبه  بيانگر جملات مرتبه پايين تر استدر اين معادله 
1,k ka b k    گشتاورk1ماند. همچنين به ازاي ام پايدار باقي ميa   1وb  از هر مرتبه اي  گشتاورها

  پايدار هستند.
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  مثالهاي عددي .4
)فرض كنيم  .1مثال  )p x به صورت زير تعريف شده باشد  

1
1 0 2,

( ) 2
0 2.

x x
p x

x

    
 

 

1aبه ازاي    1وb  از قضيه نقطه ثابت در ،Z- مدل انتظار داريم كه  

                                                 
3

2
3

lim ( ) 0.
2

xn

n
T p x e




  

  شبيه سازي شده و نشان داده شده است. 1روند همگرايي در شكل 

 

0بر روي  1در مثال Tتكرارهاي عملگر .1شكل ( )p x كه به
3

2
3

2

x
e


  كند.ميل مي
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)فرض كنيم  .2مثال  )p x به صورت زير تعريف شده باشد  

1
1 0 2,

( ) 2
0 2.

x x
p x

x

    
 

 

3به ازاي 

2
a   1و

2
b  شود توزيع ديده مي 2، انتظار داريم توزيع به سمت صفر ميل كند همانطور كه در شكل

0اوليه  ( )p x كند.به سمت صفر ميل مي  
  

 
 

Tشكل2. تكرارهاي عملگر مثال 2 بر روي  0 ( )p x  كه به صفر ميل ميكند.
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)فرض كنيم  .3مثال  )p x به صورت زير تعريف شده باشد 

2 0 0.1,

9 / 5

7 /

6

0.1 0.2,

8 / 5 0.2 0.3,

0.3 0.4,

0.4 0.5,

0.5 0.6,

0. 0.7,

2 / 5 0.7 0.8,

0 0

5

( ) 6 / 5

.

1

3 /

8

5

.

x

p

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 




 







 
 
 
 
 





 



 

1aبه ازاي    1وb  از قضيه نقطه ثابت در ،Z- مدل انتظار داريم كه  
125

38
125

lim ( ) 0.
38

xn

n
T p x e




   

  شده و براي چند تكرار اول، اين ويژگي نشان داده شده است.تشريح  3روند همگرايي در شكل 

 

0بر روي  3مثال Tتكرارهاي عملگر .3شكل ( )p x كه به
125

38
125

38

x
e


 كند.ميل مي 
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0فرض كنيم . 4مثال ( )p x به صورت زير تعريف شده باشد  

0

2 0 0.1,

9 / 5

7 /

6

0.1 0.2,

8 / 5 0.2 0.3,

0.3 0.4,

0.4 0.5,

0.5 0.6,

0. 0.7,

2 / 5 0.7 0.8,

0 0

5

( ) 6 / 5

.

1

3 /

8

5

.

x

p

x

x

x

x

x

x

x

x

x

 




 







 
 
 
 
 





 



 

8به ازاي 

5
a   2و

5
b  شود توزيع ديده مي 4، انتظار داريم توزيع به سمت صفر ميل كند. همانطور كه در شكل

0اوليه  ( )p x كند.به سمت صفر ميل مي  

 
0بر روي  4مثال  Tتكرارهاي عملگر .4شكل ( )p xكند.كه به صفر ميل مي 
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 نتيجه گيري .5

bو aدر اين مقاله يك مدل اقتصادي پيوسته تعميم داده شد كه در آن افراد جامعه دو به دو برحسب ضرايب 

را بر روي وجود وضعيت تعادل و  bو  aكنند. براين اساس اثر ضرايب هايشان را به طور تصادفي مبادله ميسرمايه
حفظ سرمايه كل مورد بررسي قرار داديم. در نهايت پي برديم كه بازارهاي تصادفي تحت شرايط خاصي به سمت تعادل 

  يابند.تكامل مي
  
  

References 

1. A. Dragulescu, and V. M. Yakovenko, Exponential and power-law proba-bility distributions 
of wealth and income in the United Kingdom and the United States, Physica A 299 (2001), 
213–221. 
 

2. B. K. Chakrabarti, A. Chatterjee, A. Chakraborti and S. Sinha, Econophysics: An 
Introduction, Willey-VCH Verlag GmbH, 2010. 

 
3. M. Levy and S. Solomon, New evidence for the power-law distribution of wealth. Physica A 

242, (1997), 90-94. 
 

4. V. M. Yakovenko, Econophysics, Statistical Mechanic Approach to, in Encyclopedia of 
Complexity and System ScienceMeyers, R.A. (Ed.), Springer, Germany, 2009. 

 
5. A. Dragulescu and V. M. Yakovenko, Statistical mechanics of money, Eur. Phys. J. B. 17 

(2000), 723-729. 
 

6. R. Lopez-Ruiz, E. Shivanian, S. Abbasbandy and J.R. Lopez, A Generalized Continuous 
Model for Random Markets, Mathematica Aeterna, 3 (2013), 317-328. 

 
7. R. Lopez-Ruiz, E. Shivanian and J. L. Lopez, Random market models with an H-theorem, 

arXiv:1307.2169v3 [q-fin.TR].  
 

8. J. L. Lopez, R. Lopez-Ruiz and X. Calbet, Exponential wealth distribution in a random market: 
A rigorous explanation, J. Math. Anal. Appl. 386 (2012), 195-204. 

 
9. R. Lopez-Ruiz, J. L. Lopez and X. Calbet, Exponential wealth distribution: A new approach 

from functional iteration theory, ESAIM: Proceedings (ofECIT-2010 Conference), 36  (2012), 
183-190. 

 
10. Y. Pomeau and R. Lopez-Ruiz, Study of a model for the distribution of wealth, 

arXiv:1407.7447v1 [nlin.AO]. 
 

11.  G. Kutriel, Convergence to the exponential wealth distribution in a discrete-time random 
market model, Applicable Analysis, 93 (2014), 1256-1263. 

 
12.  E. Shivanian and R. Lopez-Ruiz, A new model for ideal gases, Decay to the Maxwellian 

distribution, Physica A, 391 (2012), 2600-2607. 

D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 a

t 1
8:

52
 +

04
30

 o
n 

S
at

ur
da

y 
Ju

ly
 2

7t
h 

20
24

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3131-en.html


  
  

  1402دوم، ، شماره نهم دوره ،هاي رياضيپژوهش

  

 

14
 

13.  S. M. Apenko, Monotonic entropy growth for a nonlinear model of random exchanges, Phys. 
Rev. E, 87 (2013), 024101.  

D
ow

nl
oa

de
d 

fr
om

 m
m

r.
kh

u.
ac

.ir
 a

t 1
8:

52
 +

04
30

 o
n 

S
at

ur
da

y 
Ju

ly
 2

7t
h 

20
24

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3131-en.html

