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Introduction 

Throughout this paper, we consider monomial ideals of the polynomial ring 

1[ ,..., ]nS K x x  over a filed K . We try to give some properties of the 

polymatroidal ideals, which are the special class of monomial ideals. Herzog and 

Takayama constructed explicit resolutions for all ideals with linear quotients which 

admit regular decomposition functions. They also shaw that this class contains all 

matroidal ideals. We generalize their result to the polymatroidal ideals. Therefore, 

we can give an explicit linear resolution for any polymatroidal ideal. We also 

characterize generic polymatroidal ideals. The author and Jafari [1] characterized 

generalized Cohen-Macaulay polymatroidal ideals. Finally, we characterize 

monomial ideals which all their powers are generalized Cohen-Macaulay 

polymatroidal ideals. 

Material and methods 

A monomial ideal I  is said to be polymatroidal, if it is single degree and for any 

two elements , ( )u v G I  such that deg ( ) deg ( )
i ix xu v  there exists an 

index [ ]j n  with deg ( ) deg ( )
j jx xu v  such that ( )j

i

u
x I

x
 . In the case 

that the polymatroidal ideal I is squarefree, it is called matroidal.  

We know that the powers of a polymatroidal ideal are again polymatroidal and 

polymatroidal ideals have linear quotients. Therefore all powers of polymatroidal 

ideal have linear resolutions.  

Let I  has linear quotients with the order 1, , tu u  of elements of ( )G I . We 

can associate a unique decomposition function, that is a function 

: ( ) ( )g M I G I  which maps a monomial u  to ju , if j  is the smallest 

index such that ju I , where 1( , , )j jI u u . The decomposition function 

: ( ) ( )g M I G I  is called regular, if ( )) ( )iq x u q u  for all ( )u G I  

and ( )ix q u .   

We show that any polymatroidal ideal has a regular decomposition function. 

Therefore we can give an explicit linear resolution for any polymatroidal ideal. By 

an example, we show that our result can not be extended to the weakly polymatroidal 

ideals even if they are generated in a single degree.  
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Recall that, a monomial ideal 1( , , )rI m m  is called generic if two distinct 

minimal generators im  and jm  have the same positive degree in some variable 

sx , there is a third generator lm  which | ( , )l i jm lcm m m  and 
( , )

( ) ( ( , ))
i j

i j

l

lcm m m
supp supp lcm m m

m
 , where ( , )i jlcm m m  is the 

least common multiple of im  and jm . 

In the next result, we characterize generic polymatroidal ideals.  

A monomial ideal I  is called generalized Cohen-Macaulay, whenever I  is 

equidimensional and monomial localization ( )I P  is Cohen-Macaulay for all 

monomial prime ideals P m , where m  is unique homogenous maximal ideal 

of S . 

Finally, we characterize monomial ideals which all their powers are generalized 

Cohen-Macaulay polymatroidal ideals. 

Results and discussion 

For the first result, we show that any polymatroidal ideal has a regular 

decomposition function. So we have an explicit linear resolution of any 

polymatrodal ideal.  

In the next, we show that if
1[ ,..., ]nI S K x x  is a fully supported polymatroidal 

ideal generated in degree d . Then I  is generic if and only if I  is either a complete 

intersection or 2n  . 

Finally, we prove that if  I  is a fully supported monomial ideal in 

1[ ,..., ]nS K x x  and generated in degree d . Then
kI  is a generalized Cohen-

Macaulay polymatroidal ideal for all k  if and only if 
sI J m  where 

{0, }s d  and 1

1
ra a

rJ p p    for some integers 0ia   and one of 

the following statements holds true: 

a) J  is a principal ideal. 

b) J  is a Veronese ideal. 

c) 1

1
ra a

rJ p p   is equidimensional and 
i jp p m   for all i j . 

d) J  is an unmixed matroidal ideal of degree 2. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research: 

 Any polymatroidal ideal has a regular decomposition function. 

 characterization of generic ideals. 

 characterization of monomial ideals which all their powers are generalized Cohen-

Macaulay polymatroidal ideals. 

 

How to cite: Bndari, S., (2022) Study and characterization of some classes of polymatroidal ideals. Mathematical 

Researches, 8 (2), 1-11 
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 ماترویدالهای پلیآلایدههای بندی برخی از کلاسمطالعه و دسته

  1بندری سمیه

 s.bandari@bzte.ac.ir: پست الکترونیکی .ایران ،قزوین زهرا، بوئین زهرا، بوئین مهندسی و فنی عالی آموزش مرکزریاضی،  گروهنویسندۀ مسئول،  .1

 

 چکیده    اطلاعات مقاله

 

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 80/87/1933 تاریخ دریافت:

 93/83/1933تاریخ بازنگری: 

 17/19/1933  تاریخ پذیرش:

 91/89/1481 تاریخ انتشار: 

 

 های کلیدی: واژه

  ،ماترویدالپلی هایآلایده

 ، منظم تجزیه تابع

 ، 1عام هایآلایده

 مکالی -کوهن هایآلایده

 ،9یافته تعمیم

 .خطی هایقسمت خارج

 

 

 آلایده هر که دهیممی نشان ویژه به. اندگرفته قرار مطالعه مورد ماترویدالپلی هایآلایده ردۀ مقاله این در

 هایآلایده همچنین. کنیم بیان را آن دقیق خطی تحلیل توانیممی لذا و دارد 9منظم ۀتجزی تابع ماترویدال،پلی

 هایشانتوان همه که ایجملهیک هایآلایده بندیدسته به نهایت در. کنیممی بندیدسته را عام ماترویدالپلی

 .پردازیممی هستند، یافته تعمیم مکالی -کوهن ماترویدالپلی

 .1-11(، 9) 0، های ریاضیپژوهش. ماترویدالپلی هایآلایده هایکلاس از برخی بندیدسته و مطالعه (.1481) ؛سمیه، بندری: استناد

                  

نویسندگان. ©                                                                                                                                           خوارزمیناشر: دانشگاه   

                                                           
1 Generic ideals 
2 Generalized Cohen-Macaulay ideals 
3 Regular decomposition function 
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 . مقدمه1

]1هایایای از حلقة چندجملهجملهآل یکیک ایده Iفرض کنیم ,..., ]nS K x x روی میدانK  باشد. ردة

است که دارای خواص جالبی هستند.  ایجملههای یکآلهای نادر از ایدهردهماترویدال یکی از دسته های پلیآلایده

های خطی ماترویدال خارج قسمتآل پلی[ و هر ایده2] ماترویدال هستندماترویدال، پلیهای پلیآلهای ایدههمه توان

د شود که تحلیل خطی دارنشوند، نتیجه میماترویدال از یک درجه تولید میهای پلیآلایده که. بنابراین از این[6دارد ]

[ هرزوگ و تاکایاما به 6ماترویدال، تحلیل خطی دارند. در ]های پلیآلهای ایدهتوان ة[. لذا بنابر آنچه بیان شد، هم2]

د. انمنظم دارد را بیان کرده های خطی که تابع تجزیهآلی با خارج قسمتهطور دقیق تحلیل آزاد مینیمال مدرج هر اید

م منظ ةهای خطی هستند که تابع تجزیبا خارج قسمتهایی آلهای ماترویدال، ایدهآلاند که ایدهآنها همچنین نشان داده

توانیم (. بنابراین می6دهیم )قضیة ماترویدال توسیع میهای پلیآلهرزوگ و تاکایاما را به ایده ةدارند. در این مقاله نتیج

بندی دسته ماترویدال عامهای پلیآل، ایده31ماترویدال را بیان کنیم. در ادامه، در قضیة آل پلیتحلیل خطی دقیق هر ایده

اند. بندی کردهتهمکالی تعمیم یافته را دس-ماترویدال کوهنهای پلیآل[ بندری و جعفری ایده3شوند. همچنین در ]می

بندی مکالی تعمیم یافته هستند را دسته-ماترویدال کوهنهایشان پلیای که همه توانجملههای یکآلدر این مقاله ایده

 (.23یة کنیم )قضمی

 تعاریف و نتایج اصلی

]1کنیمدر سرتاسر این مقاله فرض می ,..., ]nS K x x ها روی میدانایاستاندارد مدرج چندجمله حلقةK  با

)1آل ماکزیمال همگنایده ,..., )nm x x باشد. فرض کنیم( )M I های موجود درایجملههمة یک مجموعةI و

( )G I مجموعة مولد مینیمال یکتا از مولدهایI  .باشد 

,...,1های خطی دارد، هرگاه ترتیب خارج قسمت Iایجملهآل یکگوئیم ایده .1تعریف tu u از اعضا ( )G I  وجود

2که برای هرطوری داشته باشد به i t 1آل، ایده 1( ,..., ) :i iu u u مجموعةتوسط زیر( )iq u  از متغیرها تولید

 شود. 

,...,1که با ترتیب  Iایجملهآل یکبه هر ایده tu u از اعضای( )G Iتوان یک تابع می های خطی دارد،، خارج قسمت

:تجزیه یکتای  ( ) ( )g M I G Iوابسته کرد. تابع: ( ) ( )g M I G Iاییکجملهu را بهju برد کهمیj

juکوچکترین اندیسی است که I 1و( ,..., )j jI u uة. تابع تجزی: ( ) ( )g M I G I  را منظم گوئیم، هرگاه

)برای هر )u G I و هر( )ix q u داشته باشیم( ( )) ( )iq g x u q u. 

 به صورت زیر باشد: Iتحلیل خطی دارد، هرگاه تحلیل آزاد مینیمال مدرج-I،dایجملهآل یکگوئیم ایده .2تعریف 

01 1

0 ( ( )) ( ( ))

( ( 1)) ( ( 1)) ( ) 0.

t i

i

m m

mm m

S d t S d i

S d i S d S d I

       

          
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های خطی تولید شده باشد و خارج قسمت dدرجهاز  Iایجملهآل یکاند که اگر ایده[ کونکا و هرزوگ نشان داده2در ]

 (.2، 1.3)لم  تحلیل خطی دارد -I،dگاهداشته باشد، آن

ای زیر از یک درجه تولید شده باشد و ویژگی معاوضه Iماترویدال گوئیم، هرگاهرا پلی Iایجملهآل یکایده. 3تعریف 

 برقرار باشد:

,هربرای  ( )u v G Iکهdeg ( ) deg ( )
i ix xu vاندیس ،[ ]j nکه طوری موجود است بهdeg ( ) deg ( )

j jx xu v و

( ) ( )j

i

u
x G I

x
. 

 ماترویدال خالی از مربع را ماترویدال گوئیم.های پلیآلایده

است که در شرایط زیر صدق  Sهایایجملهوی یکریک ترتیب تام ،Sةحلقای روی جملهیک ترتیب یک .0تعریف 

 کند:می

1ایجملهبرای هر یک (3 u S 1داریم u. 

u,هایایجملههرگاه یک (2 v S وu v ایجملهگاه برای هر یک، آنw S داریمuw vw. 

 کنیم:را به صورت زیر تعریف می Sعکس ترتیب قاموسی روی .5تعریف 

1 1

1 1
n na a b b

n nx x x x اگر و تنها اگر
1 1

n n

n n

i i

a b
 

  یا اگر داشته باشیم  و
1 1

n n

n n

i i

a b
 

 گاه آخرین ، آن

1ناصفر  ةمؤلف 1( ,..., )n na b a b .مثبت باشد ، 

طی خهای ماترویدال با در نظر گرفتن عکس ترتیب قاموسی روی مجموعة مولد مینیمالشان،خارج قسمتهای پلیآلایده

 (.2، 1.3[ و لذا تحلیل خطی دارند )لم 6، 3.1دارند ]لم 

های خطی هستند که تابع هایی با خارج قسمتآلهای ماترویدال ایدهآلاند که ایده[ هرزوگ و تاکایاما ثابت کرده6در ]

[. در قضیة زیر نتیجه 3.32،6ة]قضی توان تحلیل خطی دقیق آنها را بیان کرد[ و لذا می6، 3.31 ةمنظم دارند ]قضی تجزیة

 دهیم.ماترویدال توسیع میهای پلیآلآنها را به ایده

Iماترویدالآل پلیهر ایده .6قضیة S  .تابع تجزیة منظم دارد 

)1فرض کنیم برهان. ) { , ,u }tG I u هایی ازایجملهمجموعة مولد مینیمال متشکل از یکI  با عکس ترتیب

1قاموسی طوری مرتب شده باشد که tu u همچنین فرض کنیم .( )u G I و( )ix q uخواهیم نشان . می

)دهیم که  ( )) ( )iq g x u q uفرض کنیم .( ( ))j ix q g x uبنابراین .( )ru G I کهطوری موجود است به

( )r iu g x u  و
( )j i

r

h

x g x u
u

x
 برای[ ]h nای با فرضj hکه. از طرفی از این( )ix q uداریم ،

( ) i
i

s

x u
g x u

x
  برای[ ]s nای با فرضi sبنابراین .i j

r

s h

x x u
u

x x
. 

iاگر hگاه ، آنj

r

s

x u
u

x
که. از این( )r iu g x u u  شود کهنتیجه می( )jx q u.  در ادامه فرض کنیم

i hبنابراین از فرض .i sداریمdeg ( ) deg ( )
i ix r xu uکه. حال از اینI ماترویدال است، اندیسآلی پلیایده
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[ ]k n  کهطوری بهموجود استdeg ( ) deg ( )
k kx x ru uو: ( )

j kk r
p

i s h

x x ux u
u G I

x x x
  اگر .k s ،

jکهاین گاه ازآن hداریمj

p

h

x u
u u

x
  ،پس( )jx q u. حال فرض کنیمk s .که بنابراین از این

deg ( ) deg ( )
k kx x ru u  وi j

r

s h

x x u
u

x x
 شود نتیجه میk h  و لذاj

p

s

x u
u

x
. 

jاگر  - sگاه ، آنpu u  و بنابراین( )jx q u . 

jفرض کنیم - sکه. از اینI وست ماترویدالاآلی پلیایدهdeg ( ) deg ( )
k kx x ru u  خواهیم داشت

( )i

k

x u
G I

x
یا( )

j

k

x u
G I

x
 اگر .( )i

k

x u
G I

x
کهگاه از این، آنi s j h k     نتیجه

iشودمی

k

x u
u

x
 طرفی از فرض. ازs k داریم( ) i i

i

s k

x u x u
g x u

x x
  تناقض است. بنابراین که

( )
j

k

x u
G I

x
که . حال از اینj h k  داریمj

k

x u
u

x
 لذا ،( )jx q u. 

1گوئیم، هرگاه برای هر3ماترویدالطور ضعیف پلی را به Iایجملهآل یکایده .7تعریف 

1 ( )na a

nu x x G I   و

1

1 ( )nb b

nv x x G I   1با فرض 1 1 1,..., t ta b a b   وt ta b، گاه آنj tکه موجود باشد به طوری

( )t

j

v
x I

x
. 

دانیم [ می8، 3.1 ةماترویدال است. همچنین از ]قضیماترویدال، به طور ضعیف پلیآل پلیواضح است که هر ایده. 8نکتة

را  6توان قضیة دارد. لذا طبیعی است از خود بپرسیم آیا میهای خطی ماترویدال، خارج قسمتآل به طور ضعیف پلیهر ایده

ف  های به طور ضعیآلدهد که جواب حتی برای ایدهماترویدال توسیع داد؟ مثال زیر نشان میهای به طور ضعیف پلیآلبه ایده

ماترویدال تولید شده از درجة یکسان نیز منفی است. فرض کنیمپلی
1 3 5 1 3 6 1 4 6 2 4 6( , , , )I x x x x x x x x x x x xآل . ایده

I یکسان است . حال نشان خواهیم داد که ماترویدال تولید شده از درجةآل به طور ضعیف پلییک ایدهI ةتابع تجزی 

 منظم ندارد. 

- 1 3 5 1 3 6 1 4 6 2 4 6( , , , )I x x x x x x x x x x x x  با ترتیب داده شده خارج قسمت خطی دارد. فرض کنیم

2 4 6u x x x 1، آنگاه( )q u x 1و 3( ( ) ( )q g x u x q u . 

- 1 3 6 1 3 5 1 4 6 2 4 6( , , , )I x x x x x x x x x x x x  با ترتیب داده شده خارج قسمت خطی دارد. فرض کنیم

2 4 6u x x x 1، آنگاه( )q u x 1و 3( ( ) ( )q g x u x q u . 

- 1 4 6 2 4 6 1 3 6 1 3 5( , , , )I x x x x x x x x x x x x  با ترتیب داده شده خارج قسمت خطی دارد. فرض کنیم

1 3 5u x x x 6، آنگاه( )q u x 6و 4( ( ) ( )q g x u x q u . 

- 2 4 6 1 4 6 1 3 6 1 3 5( , , , )I x x x x x x x x x x x x  با ترتیب داده شده خارج قسمت خطی دارد. فرض کنیم

1 3 5u x x x 6، آنگاه( )q u x 6و 4( ( ) ( )q g x u x q u . 

در ابتدا مطالبی که در روند اثبات نیاز داریم را  بندی کنیم.ماترویدال عام را دستههای پلیآلخواهیم ایدهمیدر ادامه 

 آوریم.می

                                                           
1. Weakly polymatroidal 
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uایجملهبرای یک .9تعریف S دهیم قرار میsupp(u) : {x ;1 , | }i ii n x u    و
( )

supp(I) : supp(u)
u G I


. گوئیم

I S  با محمل کامل است، هرگاه
1supp(I) {x ,..., }nx. 

درجة مثبت  xکه در متغیر2mو 1mبرای دو مولد مینیمالرا عام گوئیم، هرگاه  Iایجملهآل یکایده. 14تعریف

 که طوری یکسان دارند، مولد مینیمال سومی موجود باشد به

1 2
3 1 2 1 2

3

( , )
| ( , ) , supp( ) supp( ( , ))

lcm m m
m lcm m m lcm m m

m
 

1که در آن 2( , )lcm m m  1مشترککوچکترین مضربm 2وm.است 

)1ایجملهآل یکایده .11تعریف ,..., )tI u u 1مقطع کامل است، هرگاه برای هر i j t    داشته باشیم

supp(u ) supp(u )i j  . 

 شود.آل اصلی است یا توسط متغیرها تولید میماترویدال مقطع کامل، یا یک ایدهآل پلیهر ایده .12نکتة

]1. فرض کنیم 13قضیة ,..., ]nI S K x x ماترویدال با محمل کامل و از درجةآل پلییک ایدهd گاه باشد. آن

Iعام است اگر و تنها اگر آلیک ایدهI  2مقطع کامل باشد یاn . 

2nمقطع کامل باشدیا  Iاگربرهان. آنگاه واضح است که ،I آل عام است. حال فرض کنیمیک ایدهI آل یک ایده

3n عام باشد که مقطع کامل نیست و همچنین  فرض کنیم  1. بنابراینd  وI آل اصلی نیست. فرض کنیم ایده

1مینیمالدو مولد 

1
na a

nu x x وv ازI که در متغییر طوری موجود باشند بهsx  داشته باشیم

deg ( ) deg ( ) 0
s sx xu v فرض کنیم.deg (u) deg ( )

i ix x v .کهاز اینI ماترویدال است، لذا اندیس پلی

[ ]j nکه طوری وجود دارد بهdeg (u) deg ( )
j jx x v و( )j

i

u
w x G I

x
 بنابراین . 

1 11
1

1 1 1: ( , ) .j j j n
a a aa a

j j j nl lcm u w x x x x x 

   

)شود که عام است، نتیجه می Iکهلذا از این )z G I که  طوری موجود است به|z l وsupp( ) supp( )
l

l
z

 .

 از طرفی داریم

deg( ) , deg( ) 1, deg ( ) 0, deg ( ) 0
j sx xz d l d l l     

توانند در متغیری، درجة مثبت نمی Iهر دو مولد مینیمال متفاوت ازقض است. بنابراین نشان دادیم که که این تنا

)شود که برای هرماترویدال است، نتیجه میپلی Iکهیکسانی داشته باشند. لذا از این )u G I ،| supp( ) | 2u  .

)زیرا اگر برای  )u G I ای داشته باشیم| supp(u) | 2کهگاه از این، آنI آل اصلی نیست، با در نظر گرفتن ایده

)گاه مولد، آنIو مولد مینیمال دیگری از uای بینویژگی معاوضه )v G Iشود که بایافت میu  در متغیری هم

 درجه هستند.
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 گیریم:را در نظر می اکنون دو حالت زیر

)الف( فرض کنیم برای هر )u G I  داریم| supp(u) | 1که. از اینI شود که حداقل آل اصلی نیست، نتیجه میایده

dدو مولد مینیمال

iv x وd

jv x   جا کهدارند. از آنوجودI ماترویدال است، داریمپلی( )j

i

v
w x G I

x
  .

1dبنابراین از فرض   خواهیم داشت| supp( ) | 1w .که تناقض است 

)ب( فرض کنیم )ji
aa

i ju x x G I  که طوری موجود باشد به, 0i ja a که. از اینI  با محمل کامل است و

3n شود که ، نتیجه می( )v G I کهطوری موجود است به|kx v  با فرض[ ]k n و,k i jجا که. از آن

I [، 1، 32.1.3 ةماترویدال است، بنابر ]قضیپلیI کند. پسای متقارن صدق میویژگی معاوضه در( )k

i

u
x G I

x


)یا  )k

j

u
x G I

x
 که هرکدام از آنها باu در متغیری درجة یکسان دارند و این تناقض است. 

مکالی تعمیم یافته هستند را  -ماترویدال کوهنهایشان پلیای که همه توانجملههای یکآلخواهیم ایدهدر ادامه می

 آوریم.میای که مورد نیاز است را های اولیهبندی کنیم. در ابتدا تعاریف و گزارهدسته

Iآل ایده .10تعریف Sهای اولآلگوئیم، اگر همة ایده3را خالص( )
S

Ass
I

ارتفاع یکسان داشته باشند. همچنین  

آل گوئیم. واضح است که هر ایده 2بعدرا هم Iگاه، ارتفاع یکسانی داشته باشند، آنIهای اول مینیمالآلاگر همة ایده

)بعد است و عکس آن زمانی برقرار است که داشته باشیم خالص، هم ) ( )
S

Ass Min I
I

. 

Iآلهمچنین ایده S مکالی گوئیم، هرگاه  -را کوهنdepth( ) dim( )
S S

I I
. 

توسط متغیرها pکهباشد. لذا از این Sهایایچندجمله ةای از حلقجملهآل اول یکیک ایده pفرض کنیم .15تعریف

توان آنرا با نماد تولید شده است، می
1{ ,..., }ti ip pکه طوری نمایش داد، به

1{ ,..., } [ ] \{ | supp( )}t ii i n i x p  .

pهمچنین داریم pIS JSکه در آنJ ای است که ازآل یکجملهیک ایدهI  جای همه متغیرهای ه ب 3با قرار دادن

jix با فرض[ ]j t آلآید. ایدهمی به دستJ ایجملهسازی یکرا موضعیI نسبت بهp گوئیم و آن را با نماد

( )I pدهیم. نمایش می( )I pهایایچندجمله ةآلی از حلقایده( ) : [ | ]i iS p K x x p  .است 

بعد باشد و برای هر هم Iمکالی تعمیم یافته گوئیم، هرگاه -را کوهن Iایجملهآل یکایده [:1، 0.1. ]لم 16تعریف

pایجملهآل اول یکایده m ،( )I pمکالی باشد. -کوهن 

,...,1اعداد طبیعی .17تعریف na aوd آلاند. ایدهداده شده
1( ; ,..., ) 1[ ,..., ]

nd a a nI S K x x  ای جملهآل یکایده

uهایایجملهتولید شده توسط یک S کهطوری است بهdeg( )u d1و برای هر,...,i n،deg ( ) a
ix iu  .

 نامیم.آل از نوع ورونزه میای را ایدهجملهآل یکاین ایده

 ماترویدال است. آل از نوع ورونزه، پلیوضوح هر ایدهبه

                                                           
1. Unmixed 

2. Equidimensional 
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با متغیرهای dةآل ورونزه )خالی از مربع( از درجایده
1
,..., x

ti ixةآلی از حلق، ایدهS  است که توسط همة

با متغیرهای dهای )خالی از مربع( از درجةایجملهیک
1
,..., x

ti ix  .تولید شده است 

آل ورونزه آل اصلی یا ایدهیا ایده Iمکالی است اگر و تنها اگر -کوهنIماترویدالآل پلیایده [:0، 0.2]قضیة . 18گزارۀ 

 آل ورونزه خالی از مربع باشد.یا ایده

Iفرض کنیم [:7، 5. ]گزارۀ 19گزارۀ S  1ماترویدال با فرضآل پلییک ایده( ) { ,..., } \ mr

S
Ass p p

I
   .باشد

0iaگاه اعداد صحیح آن  0وs  1کهطوری موجود هستند به

1
ra a s

rI p p m   . 0اگرs گاه، آن

I از درجةs.تولید شده است 

sIفرض کنیم [:1، 0.8. ]قضیة 24گزارۀ  J m  ای با محمل کامل در حلقةجملهآل یکیک ایده S  و تولید شده

,0}کهطوری باشد به dاز درجة }s d. گاهآنI مکالی تعمیم یافته است اگر و تنها اگر یکی  -ماترویدال کوهنپلی

 از شرایط زیر برقرار باشد:

 مکالی است.  -ماترویدال کوهنآل پلیایده Jالف( 

1ب( 

1
ra a

rJ p p   بعد است و همچنین برای هرهمi j،i jp p m . 

 است. 2 آل ماترویدال خالص تولید شده از درجةایده Jج( 

 توانیم یکی از نتایج اصلی خود را بیان کنیم.اکنون می

Iفرض کنیم .21قضیة  S محمل کامل و از درجةای با جملهآل یکیک ایدهd گاه برای هرباشد. آنk ،kI

sIتعمیم یافته است اگر و تنها اگرمکالی -ماترویدال کوهنپلی J m  0}که در آن, }s d  1و

1
ra a

rJ p p   

با فرض 
ia  :و یکی از شرایط زیر برقرار است 

 آل اصلی است. ایده Jالف( 

 آل ورونزه است.ایده Jب( 

1ج( 

1
ra a

rJ p p  بعد است و همچنین برای هرهمi j،i jp p m . 

 است 2 آل ماترویدال خالص تولید شده از درجةایده Jد( 

 -ماترویدال کوهنپلی Iکهاز اینتعمیم یافته باشد. مکالی -ماترویدال کوهنپلی k،kIفرض کنیم به ازای هر برهان.

sIخواهیم داشت که 21و  31 هایاز گزاره مکالی است، J m  0}که در آن, }s d وJ ماترویدال کوهنیاپلی-

آل ورونزه خالی ایده Jدهیم  اگرکند. حال کافی است که نشان می مکالی است یا در شرط )ج( و یا در شرط )د( صدق

1rکند. اگرگاه یا اصلی است یا ورونزه است یا در شرط )ج( صدق میاز مربع باشد، آن گاه، آنJ  ورونزه است. حال

1rفرض کنیم   1و

1
ra a

rJ p p   آل ورونزه خالی از مربعی باشد که اصلی نیست. همچنین فرض ایده
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,کنیم به ازای [ ]i j rای با فرضi j، داریمi jp p m . کنیمدر ادامه برای سهولت فرض میJ آل ایده

,1با متغیرهای tورونزه خالی از مربع از درجة , hx x 1باشد و( ,..., )i j fp p x x m  که در آنf h

1k.عدد طبیعی  [ داریم 1، 1.3از ]لم  گیریم.را در نظر می 

( ; ,..., ) ( ( ) ; ,..., ): ( ) ( ( )) ( ) ( ) .k k k

i j i j i j tk k k i j tk h f k k kL I p p I p p J p p I p p I           

مکالی  -ماترویدال کوهنپلی L[ داریم1، 1.2مکالی تعمیم یافته است از ]نتیجة  -ماترویدال کوهنپلی kIکهاز این

آل ورونزه خالی از مربع است. آل ورونزه یا ایدهآل اصلی یا ایدهیا ایده Lشود کهنتیجه می38است.  بنابراین از گزارة 

)گاهاصلی باشد، آن Lاگر )tk h f k fk    و لذاt hبنابراین .J آلی اصلی است که تناقض است. از ایده

1kکه طرفی از این ،L تواند ورونزه خالی از مربع باشد. در نهایت فرض کنیمنمیL گاهآل ورونزه باشد، آنایده

( )tk h f k k  1و لذاf h t   .  شود که نتیجه می [1، 1.2بنابراین از ]گزارة( )i j

S
p p Ass

J
 

 که تناقض است.

 Iدهد کههر یک از شرایط )الف(، )ب(، )ج(، یا )د( نتیجه می، 21عکس قضیه، با توجه به گزارة حال برای اثبات 

kI 𝑘[ داریم به ازای هر2، 1.1ماترویدال است. لذا از]قضیة پلی ∈ ℕ ماترویدال است. فرض کنیمپلیp m یک

𝑘آل اول و ایده ∈ ℕ ، لذاداریم 

( ) ( ( )) ( ( )) ( ).k k k kI p I p J p J p   

)گاهبرقرار باشد، آناگر )الف(  - )kI p اصلی است و لذا( )kI pمکالی است. -کوهن 

)اگر )ب( برقرار باشد، - )kI pآل ورونزه است و لذا ایده( )kI p مکالی است. -کوهن 

iکه برای هرگاه از ایناگر )ج( برقرار باشد، آن - j ،i jp p m خواهیم داشت ،( )kI p S یا برای

[ ]i r،ای( ) ikak

iI p p لذا .( )kI p مکالی است. -کوهن 

)گاهاگر )د( برقرار باشد، آن - )J p S یا( )J p شود. لذا توسط متغیرها تولید می( )kI p مکالی  -کوهن

 است.
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