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Abstract 

The mann fixed point algorithm play an importmant role in the approximation of 

fixed points of  nonexpansive operators. In this paper, by considering new conditions, 

we prove the weak convergence of mann fixed point algorithm, for finding a common 

fixed point of two nonexpansive mappings in real Hilbert spaces.This results extend 

the privious results given by Kanzow and Shehu. Finally, we give an application of 

our results, by using the John von Neumann's method. 

1.Introduction 

Let H  be a real Hilbert space with inner product  .,. and norm . , and let C be a 

nonempty, closed and convex subset of H . An operator CCT : is said to be 

nonexpansive if satisfies  

CyxyxTyTx  ,  

We denote  the set of fixed points of  T by  .)( xTxCxTF   

For a nonexpansive mapping CCT : , if C is bounded, closed and convex,then

)(TF . (see, e.g., [1]).The aim of this paper is to find a common fixed point of two 

nonexpansive mappings .:, 21 CCTT  One of the most famous fixed point method is 

the Krasnoselskii-mann iteration from [1,2]. This algorithm is defined in the following 

manner: 

 nTxxx nnnnn ,)1(1   ℕ 

where Hx 0
and  1,0n , for all n  ℕ. 

A celebrated weak convergence theorem was established by Reich [3], see also Falset et al. [4]. 

In 2001, Xu and Ori[5], proposed the following implicit Mann-like iterative process for finite 

family of nonexpansive mappings NTTT ,..., 21
 with  n  a real sequence in  1,0 and an 

initial point Cx 0 : 

(1.1) 
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,)1( 111011 xTxx    

,)1( 222122 xTxx    

                 … 

,)1(1 NNNNNN xTxx     
,)1( 11111   NNNNN xTxx   

Which can written in the following compact form: 

1)1(1   nxTxx nnnnnn 
 

Which .)mod( NnTTn   

By using above sequence, they obtained some weak convergence theorems. 

Recently, Knzow and Shehu [6] considered the sequence generated by the following 

algorithm: 

0,1  nrTxxx nnnnnn   

Where  1,0, nn   are satisfying 1 nn  , and nr  is called the residual vector. 

By considering this algorithm, they proved the following theorem. 

Theorem1.1:Let K  be a nonempty, closed and convex subset of a real Hilbert space .H  

Supose that KHT :  is a nonexpansive mapping such that its set of fixed points )(TF  

is nonempty. Let the sequence nx  in H  be generated by choosing Hx 1
 and using the 

recursion 

1,1  nrTxxx nnnnnn   

Where nr  denotes the residual vector. Here we assume that  n  and  n are real 

sequences in  1,0  such that 1 nn   for all 1n and the following conditions hold: 

(a)
;

1






n

n

n
 

(b) 
;

1




n

nr

 
(c) 

.)1(
1






n

n

n 
 

Then the sequence  nx generated by (1.3) converges weakly to a fixed point ofT . 

For the main results of this paper, we need the following useful lemmas. 

Lemma 1.2: ([7])Let E  be a uniformly convex Banach space. Let 0  be a positive 

number and let )0(B  be a closed ball of .E  There exits a continuous, strictly increasing and 

convex function     ,0,0:g  with 0)0( g such that  

)(
22222

yxabgwdzcybxadwczbyax   

for all    xExBwzyx ;)0(,,,  and  1,0,,, dcba  such that 1 dcba . 

Lemma 1.3: ([8])(Opial property)If in a Hilbert space H  the sequence  nx  is weakly 

convergent to ,0x  then for any ,0xx   

.infliminflim 0 xxxx nnnn  
 

Lemma 1.4: ([9]) Let E  be a real uniformly convex Banach space, Let C  be a nonempty, 

closed and convex subset of E  and let CCT :  be a nonexpansive mapping. Then 

TI   is demiclosed at zero,that is, xx
w

n  and 0 s

nn Txx  imply that xTx  . 

Lemma 1.5: ([10]) Let na  and  nb be two nonexpansive sequences satisfying the following 

condition: 

.1,1  nbaa nnn
 

If ,
1







n

nb  then nn alim  exists. 

(1.2) 

(1.3) 
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In section 2, at first we consider a new type of mann iterative algorithm and we prove weak 

convergence of this algorithm, for finding a common fixed point of two nonexpansive 

mappings .:, 21 CCTT   In section 3, we give an application of our main results.   

2.Main Results 

In this section, at first we give a new type of mann iterative algorithm and then we prove 

weak convergenceof this algorithm.  

Theorem 2.1:Let C be a nonempty, closed and convex subsetof a real Hilbert space .H

Suppose that CCTT :, 21
are two nonexpansive mappings with  )()( 21 TFTF .  

Let the sequence nx in H be generated as follows: 

1,2111   nrxTxTxx nnnnnnnnn 
 

Where ,0 Hx   nr denote the residual vector, and where n ,  n ,  n and n

are real sequence in[0,1] such that 1 nnnn  and 1n for all 1n ,and the 

following conditions hold: 

(a)for every  ,1,0  the function 
2TI   is surjective;   

(b) 
;

1

1

1








n n

nnn





 
(c) 

.
11 11














 n n

nn

n n

nn







  

Then the sequence nx generated by (2.1) convergence weakly to some )()( 21 TFTFx 


. 

Theorem 2.2:Let C be a nonempty, closed and convex subset of a real Hilbert space .H
Suppose that CCTT :, 21

are two nonexpansive mappings with  )()( 21 TFTF .  

Let the sequence nx in H be generated by (2.1) where ,0 Hx   nr denote the residual 

vector, and where n ,  n ,  n and n are real sequence in[0,1] such that

1 nnnn  and 1n for all 1n ,and the following conditions hold: 

(a)for every  ,1,0  the function 2TI   is surjective;   

(b) 
;

1

1

1








n n

nnn





 
(c)

.0
1

inflim,0
1

inflim 



 n

nn

n

nn







  

Then the sequence nx generated by (2.1) convergence weakly to some )()( 21 TFTFx 


. 

Corollary 2.3:Let C be a nonempty, closed and convex subsetof a real Hilbert space .H
Suppose that CCT : is a nonexpansive mapping with )(TF .  

Let the sequence nx in H be generated as follows: 

1,
111

111 









 nrxTxx n

n

n
n

n

n
n

n

n
n












 

Where ,0 Hx   nr denote the residual vector, and where n ,  n ,  n and n are real 

sequence in[0,1] such that 1 nnnn  and 1n for all 1n ,and the following 

conditions hold: 

(a)
;

1

1

1








n n

nnn



  

(b) 
.

11 11














 n n

nn

n n

nn









 

(2.1) 

(2.2) 
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Then the sequence nx generated by (2.2) convergence weakly to a )(TFx


. 

3.Application 

In this section, we give an application of our main results. 

Theorem 3.1:Let BA, be a nonempty, closed and convex subsetsof a real Hilbert space .H

Suppose that BA PP , are two (firmly)nonexpansive projection operators with  BA .  

Let the sequence nx in H be generated as follows: 

1,11   nrxPxPxx nnnBnnAnnnn 
 

Where ,0 Hx   nr denote the residual vector, and where n ,  n ,  n and n are 

real sequence in[0,1] such that 1 nnnn  and 1n for all 1n ,and the 

following conditions hold: 

(a)for every  ,1,0  the function 
BPI   is surjective;   

(b) 
;

1

1

1








n n

nnn





 
(c) 

.
11 11














 n n

nn

n n

nn







  

Then the sequence nx generated by (3.1) convergence weakly to some BAx  . 
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 برای دو نگاشت غیرانبساطی   1مان الگوریتم بازگشتیهمگرایی ضعیف 

 

 2مرادی سیروس،  1آذر محیط نجمه

     math.mohitazar@gmail.com ایران. رایانامه:اراک،  ،اراک دانشگاه علوم، دانشکده ریاضی، گروه. 1

   moradi.s@lu.ac.ir ، ايران، رايانامه:آبادخرم ،لرستان دانشگاه علوم، دانشکده رياضي،گروه  ،مسئول نویسندۀ. 2

 

 چکیده                   اطلاعات مقاله

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 

 17/07/1399 :افتیدر خیتار

 11/02/1400: بازنگری خیتار

 18/02/1400: رشیپذ خیتار

 10/10/1401: انتشار خیتار

 

 

  های کلیدی:واژه

 ،ضعیف همگرایی

  ،غیرانبساطی نگاشت

  ،هیلبرت فضای

 .مان ثابت نقطه الگوریتم

 
 

 

کند. در های غیرانبساطی ایفا مینگاشت الگوریتم نقطه ثابت مان نقش مهمی در تقریب نقطه ثابت

یافتن نقطه برای  همگرایی ضعیف الگوریتم نقطه ثابت مان،مقاله با درنظر گرفتن شرایط جدید، این 

شود. این نتایج، نتایج ثابت مشترک دو نگاشت غیرانبساطی در فضاهای هیلبرت حقیقی اثبات می

دست آمده، با استفاده از  دهد. در آخر یک کاربرد از نتایج بهرا توسیع می  3و شیهو  2مربوط به کنزو

 دهیم.را ارائه می   4نیومن -نروش جان و

 

 

 
 

 
 

های شپژوه. غیرانبساطی نگاشت دو برای بازگشتیمان الگوریتم ضعیف همگرایی(. 1401) ؛سیروس، مرادی ؛نجمه ،محیط آذر :استناد
 .198-214(، 4) 8، ریاضی

  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 

 

                                                           
1 Mann 
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3 Shehu 
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 مقدمه. 1

یک فضای هیلبرت حقیقی همراه با ضرب داخلیHفرض کنیم زیرمجموعه یک  Cباشد و فرض کنیم .و نرم .,.

CCTباشد. عملگر Hمحدب از بسته و ناتهی،  : شود هرگاه در شرط زیرگفته میغیرانبساطی 

 صدق کند:

., CyxyxTyTx  

 دهیم:نمایش می زیر صورت بهرا Tمجموعه نقاط ثابت

 .)( xTxCxTF  

CCTبرای نگاشت غیرانبساطی   :، اگرC گاه ، بسته و محدب باشد آنکراندار)(TF .)را  ]1[ مرجع

CCTTغیرانبساطی نگاشت هدف این مقاله یافتن نقطه ثابت مشترک دو  ).ببینید :,  باشد.می 21

 :شودصورت زیر معرفی می بهالگوریتم  . این]1و2[باشد های معروف نقطه ثابت، روش بازگشتی مان مییکی از روش

,)1(1 nnnnn Txxx   

Hxکه در آن 0و 1,0n  برای هرℕn. 

نیز اشاره  ]4] 2تتوان به فالس، همچنین میداده شده استتوسیع  ]3[ 1یچتوسط ر این الگوریتمهمگرایی ضعیف  ۀقضی

 کرد.

غیرانبساطی توابع ۀبرای خانواد صورت زیر روشی شبیه به روش مان به، ]5[ 4یو اور 3ژو  2001در سال  NTTT ,..., 21

که در آن  ارائه کردند nدر یک دنباله حقیقی 1,0 با  شروع از نقطهباشد و می Cx 0:داریم 

,)1( 111011 xTxx   

,)1( 222122 xTxx   

          … 

,)1(1 NNNNNN xTxx    

.)1( 11111   NNNNN xTxx  

 
                                                           

1 Reich 
2 Falset 
3 Xu   
4 Ori 

(1.1) 
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 یرانبساطیدو نگاشت غ یبرا مانیبازگشت تمیالگور فیضع ییهمگرا

 
 

204 

 :توان شکل کلی زیر را برای این الگوریتم در نظر گرفتدر واقع می
1,)1(1   nxTxx nnnnnn  

)mod(که در آن  NnTTn  ،بیان همگرایی ضعیف را  ۀقضیتوانستند چندین آنها . با استفاده از دنباله معرفی شده

 کنند.اثبات و 

 صورت زیر درنظر گرفتند: دنباله را به ]6[ اخیرا، کنزوو شیهو

1,1  nrTxxx nnnnnn  

که در آن  1,0, nn   1در شرط nn  کنند و صدق میnr نظر گرفتن این  باشد. با دربردار خطا می

 زیر را اثبات کنند. ۀقضیآنها توانستند  ،الگوریتم

نگاشت غیرانبساطی باشد.  Hبسته ومحدب از فضای هیلبرت حقیقی، زیرمجموعه ناتهییک  K: فرض کنیم1.1 ۀقضی

KHT :مجموعه نقاط ثابت کهگیریم را چنان درنظر می)(TF  .م دنبالهفرض کنیناتهی باشد  nx درH  با

Hxدرنظر گرفتن  1صورت زیر تولید شود:، به 

1,1  nrTxxx nnnnnn  

باشد. فرض کنیم بردار خطا می nrکه در آن  n و nدو دنباله از اعداد حقیقی در 1,0 برای  کهطوری باشند به

1n ،1هر  nn  :و شرایط زیر برقرار باشند 

الف( 




n

n

n
1

 ؛

ب(


1n

nr ؛ 

پ(




)1(
1

n

n

n . 

گاه دنبالهآن nx تولید شده است همگرای ضعیف به یک نقطه ثابت از (1.4)ۀ که توسط رابطT .است 

 کنیم.های مهم زیر را بیان میاین مقاله، لم اصلی برای اثبات نتایج

 Eیک گوی بسته در  B)0(یک عدد مثبت و  0،فضای باناخ محدب یکنواختیک  Eفرض کنیم :]7[.21لم 

و محدب صعودی اکیداًتابع پیوسته،  یک گاهباشد. آن    ,0,0:g 0(0با شرط( g  طوری  بهوجود دارد

 که:
)(

22222
yxabgwdzcybxadwczbyax  

برای هر    xExBwzyx و  ,,,)0(; 1,0,,, dcba 1که در آن dcba. 

(1.3) 

(1.4) 

(1.2) 
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دنباله ،Hاگر در فضای هیلبرت خاصیت اوپیال() :]8[.31لم  nx0طور ضعیف به  بهx گاه برای هر همگرا باشد آن

0xx  :داریم 

.infliminflim 0 xxxx nnnn   

و  Eفضای باناخ محدب یکنواخت حقیقی زمحدب ا بسته و ناتهی، ۀیک زیرمجموع Cفرض کنیم :]9[.41لم 

CCT : نگاشت  گاهآن.یک نگاشت غیرانبساطی باشدTI  ؛یعنی اگر ؛در صفر نیم بسته استxx
w

n  

0و  s

nn TxxگاهآنxTx . 

فرض کنید :]01[.51لم  naو nb کنندصدق میشرط زیر  که درنامنفی باشند  ۀدو دنبال: 

1.1  nbaa nnn 

اگر 





1n

nbگاهآنnn alim.موجود است 

این الگوریتم را برای  ضعیفدهیم و همگرایی در بخش دوم، ابتدا یک شکل جدید از الگوریتم بازگشتی مان را ارائه می

CCTTیافتن نقطه ثابت مشترک دو نگاشت غیرانبساطی :, کنیم. در بخش سوم یک کاربرد از نتایج اثبات می 21

 کنیم.دست آمده را بیان می به

 نتایج اصلی. 2

این الگوریتم را رایی ضعیف همگ م و سپسدهییک شکل جدید از الگوریتم بازگشتی مان را ارائه میبخش در این 

 دو قضیه زیر، نتایج اصلی این بخش است. .دهیممورد بررسی قرار می

CCTTو  باشد Hهیلبرتاز فضای ب محدبسته و ناتهی، یک زیرمجموعه  Cفرض کنیم :2.1 ۀقضی :, 21 

که طوری د بهنغیرانبساطی باشدو نگاشت  )()( 21 TFTF.  دنباله کنیمفرض nxدرHتولید صورت زیر  به

 :شود

1,2111   nrxTxTxx nnnnnnnnn  

Hxکه در آن 0، nr،دنباله کراندار از خطاها  n، n ، n و nدر  از اعداد حقیقی هاییدنباله 1,0

1در شرط 1nکه  برای هر  طوری بههستند  nnnn  1وn شرایط کنند و همچنین صدق می

 :استزیر برقرار 

الف( برای هر  1,0 2نگاشتTI  پوشاست؛ 

ب( 






1 1

1

n n

nnn




 ؛

(2.1) 
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( ج












 11 11 n n

nn

n n

nn








. 

دنباله  گاهآن nx یکبه همگرای ضعیف  ،(2.1) تولید شده توسط)()( 21 TFTFx 


 .است

کنیم دنباله ابتدا ثابت می اثبات: nx  است.کراندار)()( 21 TFTFx هر  گیریم. برای را در نظر میℕn 

 داریم: 




  xrxTxTxxx nnnnnnnnn  2111







  xrxTxTxTxTxx nnnnnnnnnnn )1()()()( 221111 

  







  xrxTxTxTxTxx nnnnnnnnnnn )1(221111   

12بودن  غیرانبساطیو  بالا ۀاز رابط ,TT  شودمینتیجه: 

.)1(11









  xrxxxxxxxx nnnnnnnnnnnn  

 :( داریم2.3) ۀبا ساده کردن رابط


















 xrxxxx

n

nnn
n

n

n
n

n

nn
n













1

)1(

11
1 















 xrxx

n

nnn
n

n

n
n

n

nn













1

)1(

11
1 

).(
1

)1(
1



 



 xrxx n

n

nnn
n




 

نظر گرفتن با در xxa nnو)(
1

)1( 



 xrb n

n

nnn
n




 بالا و با استفاده از کرانداری ۀدر رابط 

 xrn)شودنتیجه میو شرط )ب


1n

nb گیریمنتیجه می.51لم . لذا با استفاده از 



  xxnn 1lim دنباله  بنابراین .موجود است nx .کراندار است 

مانند  صعودی تابع محدب، پیوسته و اکیداً یک.21لم  استفاده ازبا     ,0,0:1gکه  طوری وجود دارد به

 :ℕnبرای هر 
2

2111

2




  xrxTxTxxx nnnnnnnnn  

(22.)  

(32.)  

(42.)  
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2

221111 )1()()()( 





  xrxTxTxTxTxx nnnnnnnnnnn 
 

2

22

2

111

2

1







  xTxTxTxTxx nnnnnn  

)(
)1(

)1( 1111

2



 


 nnnnn

nnn

n
nnn xTxgxr 




 

2
2

1

2

1







  xxxxxx nnnnnn  

).(
)1(

)1( 1111

2



 


 nnnnn

nnn

n
nnn xTxgxr 




 

 شود:( نتیجه می2.5) ۀاز رابط

2
2

11111 )1()()( 

  xxxxxTxg nnnnnnnnn  

2

)1(
)1( 


 xrn

nnn

n
nnn




 

2
2

1 )1()1( 

  xxxx nnnn  

.
)1(

)1(

2




 xrn

nnn

n
nnn




 

 :گیریمنتیجه می (2.6) ۀبا ساده کردن رابط

2
2

11111 )(
1



 


xxxxxTxg nnnn

n

nn




 

.
)1(1

1
2





 xrn

nnn

n

n

nnn








 

 گیریم:( نتیجه می2.7)از طرفین نامساوی با گرفتن

(52.)  

(62.)  

(72.)  
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2
2

0

1

1111 )(
1





 


 xxxxxTxg k

k

n

nn

n

nn




 










k

n

n

nnn

n

n

nnn xr
1

2

)1(1

1








 











k

n n

nnn Mxx
1

2

0
1

1




 

که در آن  M0 که برای هر  نتخاب شده استچنان اℕnزیر برقرار است ۀرابط: 

.
)1(

Mxrn

nnn

n 







 

با استفاده از کرانداری ) nr 1که و این
)1(


 nnn

n




شود دنباله نتیجه می 












xrn

nnn

n

)1( 


 (کراندار است.

 گیریم:( نتیجه می2.8) ۀاز طرفین رابط kبا 

 

که از این





1 1n n

nn




 گیریم:( نتیجه می2.9) ۀو با استفاده از رابط 

.0)(lim 1111   nnn xTxg 

 :شودبالا نتیجه می ۀ، از رابط1gبا استفاده از خواص تابع 

.0lim 111   nnn xTx 

صعودی اکیداًتابع محدب، پیوسته و  یک طور مشابه به    ,0,0:2gکه برای هر طوری وجود دارد بهℕn: 

2

2111

2




  xrxTxTxxx nnnnnnnnn  

(82.)  

.
1

1
)(

1 1

2

0

1

1111 









 





 n n

nnn

n

nn

n

nn MxxxTxg






 (92.)  

(102.)  

(112.)  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-1
1-

26
 ]

 

                            11 / 17

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3136-en.html


 
 1401چهارم، ، شماره هشتم دوره ،های ریاضیپژوهش        

 
209 

2

221111 )1()()()( 





  xrxTxTxTxTxx nnnnnnnnnnn 
 

2

22

2

111

2

1







  xTxTxTxTxx nnnnnn  

)(
)1(

)1( 212

2

nnnnn

nnn

n
nnn xTxgxr 


 

 



 

 
2

2

1

2

1







  xxxxxx nnnnnn  

).(
)1(

)1( 212

2

nnnnn

nnn

n
nnn xTxgxr 


 

 



 

 گیریم: با روند مشابه با حالت قبل، نتیجه می

  

 داریم: ℕnبرای هر  (2.1)ۀ رابط استفاده ازاز طرفی با 

121111   nnnnnnnnnnn xrxTxTxxx  

12111 )(   nnnnnnnnnnnnn xrxTxTx  

1)1(  nnnnn x
 

112111   nnnnnnnnn xrxxTxxT  

1)1(  nnnnn x 

112111 )1(   nnnnnnnnnnn xrxxTxxT  

1)1(  nnnn x 

))(1( 1112111   nnnnnnnnnnnn xxrxxTxxT  

(122.)  

.0lim 21  nnn xTx (132.)  
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).(
1

1
1112111  




 nnn

n

nnn
nnnnnn xxrxxTxxT




 

های که دنبالهاز این nx  و nr  0کراندار هستند و
1

1
lim 






n

nnn
n



 ( و 2.11و با استفاده از روابط )

 شود:رابطه بالا نتیجه میاز  nبا(، 2.13)

.0lim 1   nnn xx 

 داریم: ℕnبرای هر نامساوی مثلثی  حال با استفاده از

.2112 nnnnnn xTxxxxTx   

 :شود( نتیجه می2.16( و )2.13و با استفاده از روابط ) رابطه بالا درnبا

 

کنیم دنباله ثابت میدر آخر  nx دنباله  کهاز این طور ضعیف همگراست. به nx  ،یک زیردنبالهدارای کراندار است 

مانند  طور ضعیف همگرا به 
knxیک به Cx



گیریم ( نتیجه می2.17( و )2.11و روابط ) .41 . با استفاده از لمباشدمی

)()(. 21 TFTFx 


 

دهیم دنباله حال نشان می nxطور ضعیف به   به


xهمگراست. 

از  ایزیردنباله لذانباشد  کنیم این چنینفرض  (فرض خلف) nx  مانند 
kmx  که به یک  طوری به داردوجودCx  

طور ضعیف همگراست و به


 xx. 

)()(توان ثابت کرد که طور مشابه می به 21 TFTFx که . از طرفی ثابت کردیم

  xxnnlimهر برای

)()( 21 TFTFx  .دهیمقرار میوجود دارد


  xxd nnlim.  شودنتیجه می.31لم  استفاده ازبا: 















  xxxxxxxxd nnnknknn kk
liminflimlimlim

 

.liminfliminflimlim dxxxxxxxx nnmkmkmk kkk
















 

نتیجه دنباله  درفرض خلف باطل است و  بنابراینتناقض است.  این رابطه یک که nx طور ضعیف به به 


x .همگراست

 کند.این اثبات را کامل می

 متفاوت است. 2.1 ۀکنیم. شرایط این قضیه با قضیبیان و اثبات می 2.1 ۀای دیگر را شبیه به قضیه قضیهدر ادام

.0lim 2  nnn xTx

(142.)  

(152.)  

(162.)  

(172.)  

(182.)  
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CCTTباشد و  Hهیلبرتاز فضای ب بسته و محدناتهی،  ۀیک زیرمجموع Cفرض کنیم : 2.2 ۀقضی :, 21

که طوری د بهغیرانبساطی باشندو نگاشت  )()( 21 TFTF.  دنباله کنیمفرض nxدرH با استفاده از رابطه

Hxکه در آن( تولید شود 2.1) 0، nr،دنباله کراندار از خطاها n ، n ، n و nاز اعداد  هاییدنباله

1در شرط 1nبرای هر که  طوری هستند به [1،0]در  حقیقی nnnn  1وn کنند و صدق می

 :استشرایط زیر برقرار همچنین 

الف( برای هر  1,0 2نگاشتTI  پوشاست؛ 

ب( 






1 1

1

n n

nnn




 ؛

0( ج
1

inflim,0
1

inflim 



 n

nn

n

nn








. 

دنباله  گاهآن nx یکهمگرای ضعیف به  (2.1) ۀرابط تولید شده توسط)()( 21 TFTFx 


 .باشدمی 

. توجه داریم که تنها قسمتی از اثبات قضیه قبل که از باشد( میجدر قسمت ) 2.1 ۀتفاوت این قضیه با قضی) اثبات:

فقط به اشد. بنابراین در اثبات این قضیه ب( می2.13( و )2.11دست آوردن روابط ) هب ،( آن استفاده شده استجقسمت )

 (پردازیم.اثبات این روابط می

مانند  صعودی تابع محدب، پیوسته و اکیداً ،قبل ۀشبیه اثبات قضی    ,0,0:1gکهشود یافت می 

2
2

11111 )(
1



 


xxxxxTxg nnnn

n

nn




 

.
)1(1

1
2





 xrn

nnn

n

n

nnn








 

که از این

  xxnnlim ،0موجود
1

1
lim 






n

nnn
n




0و  

1
inflim 




n

nn
n




nبا، 

 :شود( نتیجه می2.19) ۀاز رابط

.0)(lim 1111   nnn xTxg 

 :داریمبالا  ۀ، از رابط1gبا استفاده از خواص تابع 

.0lim 111   nnn xTx 

(192.)  

(202.)  

(212.)  
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 شود:و حالت قبل نتیجه می 2.1 ۀبا روندی مشابه با اثبات قضی

.0lim 21  nnn xTx 

 کند.تغییر نمیاست و  2.1 ۀقضی ، شبیه اثباتاثبات ۀبقی

 کنیم.های گفته شده را بیان میدر ادامه چند نتیجه از قضیه

CCTباشد و Hهیلبرتمحدب از فضای  بسته و ،ناتهییک زیرمجموعه  Cفرض کنیم :2.3 ۀنتیج : 

کنیم دنبالهفرض  . )(TFکه طوری غیرانبساطی باشد بهیک نگاشت  nxدرHشودزیر تولید صورت  به: 

1,
111

111 









 nrxTxx n

n

n
n

n

n
n

n

n
n












 

Hxکه در آن 0 ، nr ،دنباله کراندار از خطاها n ، n ، n و n[ 1،0] در از اعداد حقیقی هاییدنباله

1در شرط  1nبرای هر که  طوری هستند به nnnn  1وn شرایط کنند و همچنین صدق می

 :استزیر برقرار 

الف( 






1 1

1

n n

nnn




 ؛

ب( 












 11 11 n n

nn

n n

nn








 . 

دنباله  گاهآن nx  یکهمگرای ضعیف به)(TFx


 .است

ITبا قرار دادن  اثبات: 2 شودنتیجه حاصل می 2.1 ۀقضیدر. 

ITتوان با قرار دادن می: .42 ۀتبصر 2 دست آورد. توجه داریم که این  به 2.3 ۀای مشابه نتیج، نتیجه2.2ۀ در قضی

 کند.را ایجاد می 1.1 ۀدیگری از قضینتایج، شکل 

 کنیم.دست آمده استفاده می برای همگرایی دنباله به 2.1دهیم و از قضیه در ادامه یک مثال ارائه می

,𝑇1های اشتنگ :.52مثال  𝑇2: ℝ → ℝهای را با ضابطهxxT 1  و
2

1

2
2 

x
xT 1وضوح گیریم. بهدر نظر میT و

2T در فضای هیلبرت غیرانبساطی  دو تابع𝐻 = ℝ  .دانیم که همچنین می هستند 1)()( 21  TFTF.  با قرار

،  0nrدادن 
n

n

1
1،

n
nn

2

1
  و

2

1

n
n  گرفتن باشد. با در نظر برقرار می 2.1ۀ تمام شرایط قضی

ℝ0x ،دنباله nx شودمیزیر تولید صورت  به : 

(2.23) 

(222.)  
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nnnnnnnnn rxTxTxx    2111 

)
2

1

2

1
(

2

1

2

1
)

1
1( 11   nnn x

n
x

n
x

n 

.
4

1

4

1
)

2

11
1( 1

n
x

n
x

nn
nn  

 

شود دنباله بازگشتی نتیجه می 2.1 ۀبا استفاده از قضی nx  1بهx باشد.همگرا می 

 . کاربرد3

 کنیم:اصلی را بیان می نتایجیک کاربرد از  این بخشدر 

 BPو  APو باشد  Hحقیقی ناتهی، بسته و محدب از فضای هیلبرت ۀدو زیرمجموع ,BAفرض کنیم  :1.3قضیه 

که  طوری به )قوی( هستند عملگرهای تصویر غیرانبساطی BA . دنباله کنیمفرض nxدرHصورت زیر  به

 :شودتولید 
1,11   nrxPxPxx nnnBnnAnnnn  

Hxکه در آن 0،nr وبردار خطا n ، n ، n و nکه  طوری هستند به [1،0]در  از اعداد حقیقی دنباله هایی

1در شرط 1nبرای هر  nnnn  1وn استشرایط زیر برقرار کنند و همچنین صدق می: 

الف( برای هر  1,0 نگاشتBPI  پوشاست؛ 

ب( 






1 1

1

n n

nnn




 ؛

پ( 












 11 11 n n

nn

n n

nn








. 

دنباله  گاهآن nx یکبه  ضعیفهمگرای  (1.3) تولید شده توسطBAx است. 

APTبا قرار دادن  اثبات: 1  وBPT 2 شود.نتیجه حاصل می 2.1 ۀو استفاده از قضی 

 قدردانی

 مقاله بهبود درجهت ارزشمندشان پیشنهادات و نظرات خاطر هب نشریه داوران و سردبیران از پیشاپیش در این قسمت

 .کنیممی تشکر

 

(3.1) 
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