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Introduction 
The theory and applications of integral equations have been the subject of 
many researches during the last decades. Fredholm integral equations have 
been widely used in applied science such as engineering and physics. In recent 
years, methods based on orthogonal basis functions, including collocation, 
Tau and Galerkin methods with Jacobi, Legendre and Chebyshev polynomials 
have attracted the attention of mathematicians. The most important advantage 
of using orthogonal basis functions is simplifying the mentioned methods by 
solving a linear/nonlinear algebraic system. But solving algebraic systems is 
time-consuming, especially in nonlinear problems. This study presents an 
efficient iterative semi-analytical method by employing the shifted Legendre 
polynomials for solving the Fredholm integral equations of the second kind. 
 
Material and Methods 
The proposed method is based on the Picard iteration method, the shifted 
Legendre polynomials, and the shifted Legendre-Gauss integration rule. 
According to the orthogonal property of Legendre polynomials, the proposed 
method uses an iterative scheme to update the coefficients of the series of 
approximate solution. Also, a vector-matrix form is introduced to increase the 
efficiency and reduce the computational time. The numerical results clearly 
indicate the feasibility and the accuracy of the proposed technique. 
 
Results and discussion 
In order to examine the validity of the proposed method, we employed it to 
find the numerical solution of several Fredholm integral equations of the 
second kind. The results for six examples are reported in this section.  Also, a 
comparison study between the proposed iterative method and other existing 
methods is provided. The obtained numerical results show the accuracy and 
efficiency of the iterative method. 
 
Conclusion 
In this paper, we presented the Legendre-Picard iteration method for the 
numerical solution of nonlinear Fredholm integral equations of the second 
kind.  To obtain this method, the Picard iteration scheme, the shifted Legendre 
polynomials and the shifted Legendre-Gauss quadrature formula play a 
fundamental role. The proposed method 
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 basically, is an iterative method, that we can implement easily and 
attain more accurate approximate solutions with higher iteration. 

 does not require integral computations, because the integration of the 
shifted Legendre polynomials is calculated analytically with an 
iterative formula when the coefficients are updated. 

 unlike spectral methods, does not require solving linear or nonlinear 
systems of algebraic equations and calculating the inverse of a 
matrix.  

 in vector-matrix form, implemented significantly faster than in the 
original iterative form. 
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 چكيده  اطلاعات مقاله

  مقاله پژوهشينوع مقاله: 
  
  
 21/7/1399 :افتيدر خيتار

  25/3/1400: بازنگري خيتار
  3/11/1401: رشيپذ خيتار
  10/12/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
، معادلات انتگرال فردهلم 

  ،هاي لژاندرايچندجمله
 گيريي انتگرالقاعده

 ،گاوس-لژاندر

  .پيكارد-روش تكرار لژاندر
  

ارائه شده است. روش پيشنهادي  در اين مقاله يك روش عددي كارا براي حل معادلات انتگرال فردهلم نوع دوم 
گاوس -گيري لژاندري انتگراليافته و قاعدههاي لژاندر انتقالايبر اساس روش تكرار پيكارد، چندجمله

ي هاي لژاندر، روش پيشنهادي از يك رابطهايبا توجه به ويژگي تعامد چندجمله يافته استوار است.انتقال
ماتريسي -چنين يك ساختار برداريكند. همجواب تقريبي استفاده مي روزرساني ضرايب بسطتكراري براي به

وضوح قابليت اجرايي و گردد. نتايج عددي بهبراي افزايش كارايي و كاهش زمان محاسباتي روش معرفي مي
  دهند.دقت روش پيشنهادي را نشان مي

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

. پيكارد براي حل عددي معادلات انتگرال فردهلم نوع دوم-روش تكرار لژاندر). 1402( قاسم، بريدلقماني؛ و محمد، حيدري ؛محمد ،تفكري بافقي :استناد
        .110 – 80)، 4( 9، هاي رياضيپژوهش

  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

ــياري از پديده ــيالات، واكنش بس ــي، مكانيك س ــيميايي و مدلهاي فيزيك، مهندس ــوهاي بيولوژيكي بههاي الكتروش رت ص
شهور  معادلات انتگرال ظاهر مي ست. در اينجا دو حالت خطي   ها، معادلهترين آنشوند. يكي از م ي انتگرال فردهلم نوع دوم ا

  گيريم:  و غيرخطي زير را در نظر مي

 خطي:حالت  -

)1(  u(x) f (x) K(x, t)u(t)dt, x [a,b],


       

  حالت غيرخطي: -

)2(   u(x) f (x) K(x, t)F u(t) dt, x [a,b],


       

fكه در آن  (x) L ( ) 2  وK(x, t) L ( ) 2.  

ل ح تحليلي برايهاي بسياري با رويكردهاي عددي و نيمه معمولاً حل اين معادلات از نظر تحليلي دشوار است. تاكنون روش  
ست؛ از قبيل روش   آن شده ا ستروم [ ها ارائه  ضيه 1هاي ني شف،  ]، موجك3]، تربيع [2دار [ي مقدار مياني وزن]، ق هاي چبي

ــر متناهي [4لژاندر و هار [ ــعاعي []، توابع پايه7پالس [-]، توابع بلاك6]، تقريب كمترين مربعات [5]، عناص ]، توابع 8اي ش
ــي [10ي آدوميان [ ]، تجزيه 9كلاهي [ ]، 14يابي [ ]، برون13]، آناليز هموتوپي [ 12]، اختلال هموتوپي [11]، تكرار وردشـ

 ] و غيره.17اسپلاين [-]، توابع اسپلاين و بي16هاي برنشتاين [اي]، چندجمله15توابع سينك [

هاي ايگالركين با چندجملهمحلي، تاو و هاي هماي متعامد، از جمله روشهاي مبتني بر توابع پايههاي اخير، روشدر ســـال
اي متعامد، ترين مزيت استفاده از توابع پايه ]. مهم18-20ژاكوبي، لژاندر و چبيشف مورد توجه رياضيدانان قرار گرفته است [   

شده به سازي روش ساده  ستگاه     هاي ذكر  ست؛ اما حل د ويژه هاي جبري بهصورت حل يك دستگاه جبري خطي/ غيرخطي ا
  بر است.، زماندر مسائل غيرخطي

ي انتگرال فردهلم نوع دوم با تركيبي از روش تكرار تحليلي براي حل معادلهي يك روش نيمههدف اصلي اين مقاله ارائه
ي گاوس است. در روش پيشنهادي براي محاسبه-گيري لژاندري انتگراليافته و قاعدههاي لژاندر انتقالايپيكارد، چندجمله

ورت يك صهاي لژاندر استفاده كرده و ضرايب بسط جواب تقريبي كه بهايه، از ويژگي تعامد چندجملهقسمت انتگرالي معادل
-شود. در ادامه براي افزايش سرعت محاسباتي روش، يك نمايش برداريروزرساني ميشده است، در هر مرحله بهسري قطع

 دهد. اي افزايش ميقابل ملاحظه قدرگردد، كه كارايي روش پيشنهادي را بهماتريسي نيز ارائه مي

يافته شرح داده هاي لژاندر انتقالايهاي چندجمله، روش تكرار پيكارد و ويژگي1شرح زير است: در بخش روند مقاله به
وري و كاهش زمان منظور افزايش بهرهگردد. بهارائه مي 2پيكارد در بخش -بندي روش تكرار لژاندرشده است. فرمول

به تحليل همگرايي روش  4دست آورده شده است. بخش به 3ماتريسي روش پيشنهادي در بخش -محاسباتي، ساختار برداري
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رسي براي نشان دادن دقت و كارايي روش پيشنهادي، چند مثال عددي بر 5پيكارد اختصاص دارد. در بخش -تكرار لژاندر
  يابد.گيري پايان ميهاي روش و نتيجهبا بيان ويژگي 6شده است. اين پژوهش در بخش 

 

 نيازهاپيش .1

مورد اين مقاله هاي بعدي بخشكنيم كه در هايي را بيان مينيازهاي رياضي، قضايا و روشدر اين بخش برخي پيش 
 . گيرندقرار مياستفاده 

   روش تكرار پيكارد 1,1

ــهورترين روش  روش تقريب   ــيل معمولي و معادلات      هاي متوالي (تكرار پيكارد)، يكي از مشـ ها براي حل معادلات ديفرانسـ
هاي صــورتترتيب بهه) ب2) و (1(ي روش تكرار پيكارد براي حل معادله انتگرال فردهلم خطي نوع دوم انتگرال اســت. دنباله

  زير است:

bi  آ)3( i

a
u (x) f (x) K(x, t)u (t)dt, i , , ,    1 1 2    

  ب)3( bi i

a
u (x) f (x) K(x, t)F u (t) dt, i , , .    1 1 2    

سب    شان داد كه با درنظر گرفتن تابع تقريبي آغازين منا u پيكارد ن (x)0، يدنباله  i

i
u (x)



0
سب به     ، شرايط منا تحت 

ي انتگرال نظير غيرخطي باشــد، محاســبه) 3( انتگرالدهلازم به ذكر اســت در صــورتي كه ]. 21[ همگرا اســت u(x)جواب 
  ].22-23[ ي برخي پژوهشگران استبر شود. از اين رو، رفع اين چالش موضوع مورد علاقهممكن است بسيار پيچيده يا زمان

 يافته انتقال لژاندر هايايچندجمله  1.2

 1رماري لژاند-هســتند كه توســط رياضــيدان فرانســوي، ادرينهاي متعامد اياي از چندجملههاي لژاندر، دســتهايچندجمله
nLها كه با ايچندجملهشدند. اين  معرفي ( ), n , , ,  0 1 شان  2 سئله شوند، جواب داده مي ن شتورم هاي م ليوويل -ي ا
  تكين  

)4(      n n nL ( ) L ( ) n(n )L ( ) , n , , , ,            21 2 1 0 01 2    

 صورتهاي ژاكوبي بهايو حالت خاصي از چندجمله

)5(  ,
n nL ( ) J ( ), n , , , , I [ , ],       00 01 2 11    

 صورت زير است:هاي لژاندر بهايفرمول رودريگز چندجمله]. 24[ هستند

                                                            
Marie Legendre‐Adrien 1  
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)6(  
n

n
n n n

d
L ( ) ( ) , n , , , .

n! d
       

21 1 0 1 22    

 دست آورد:ي بازگشتي زير نيز بهتوان از رابطهها را مياياين چندجمله

)7(  n n n

n n
L ( ) L ( ) L ( ), n , , ,

n n 

                 
1 1

2 1 1 21 1    

Lكه در آن  ( ) 0 L و 1 ( )  1.  

  كنند:هاي زير صدق ميهاي لژاندر در ويژگيايچندجمله] 24[ .1,1لم 

n   آ)8(
n(i)  L ( ) ( ) ,  1 1  

  ب)8( n n n(ii) L ( ) L ( ) L ( ) , n , , .
n         
 1 1

1 1 22 1      

nL هاي لژاندر ايچندجمله ( ), n , , ,  0 1 )wنســـبت به تابع وزن  ،I روي2 ) 1   يك دســـتگاه متعامد تشـــكيل
 دهند و داريم:مي

)9(  n m nmI
L ( )L ( )d ,

n
       

2
2 1    

b با تغيير متغير تابع دلتاي كرونكر است.  nm كه در آن a
x

b a b a


  

 
2 ،I  بهx  يابد. بر اين  يمانتقال

 كنيم:صورت زير تعريف مييافته را بههاي لژاندر انتقالاياساس، چندجمله

)10(  *
n n

b a
L (x) L x , x .

b a b a

      
2    

  آيد:دست مياي زير بهجملهي بازگشتي سهرابطه) 7( مطابق با

)11(  

*

*

* * *
n n n

L (x) ,

b a
L (x) x ,

b a b a
n b a n

L (x) x L (x) L (x), n , , .
n b a b a n 


 


    
                      

0

1

1 1

1
2

2 1 2 1 21 1

    

* ييافته  هاي لژاندر انتقال   ايي چندجمله  مجموعه 
nL (x), n , , , 01 ــبت به تابع ، روي  2 وزن نسـ w x 1   يك

 داريم: ) 10) و (9(رو با توجه به دهند. از ايندستگاه متعامد تشكيل مي

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
7-

04
 ]

 

                             6 / 31

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3140-fa.html


  
  

  1402چهارم، ، شماره نهم دوره ،هاي رياضيپژوهش

  

 

86 

)12(  * *
n m nm

b a
L (x)L (x)dx .

n

     2 1    

wf ازاي هربنابراين به (x) L ( ) 2 توان نوشت:مي 

*  آ)13(
i i

i

f (x) f L (x),





0

    

b  ب)13( *
i ia

i
f f (x)L (x)dx, i , , , .

b a

      
2 1 01 2    

 ]:64[دست آورد صورت زير بهب) را به13( توان، مييافتهگاوس انتقال-گيري لژاندري انتگرالبا استفاده از قاعده

)14(  
N

*
i j i j j

j

i
f f (x )L (x ) , i , , , N,



     
 


0

2 1 0 12    

 كه در آن

)15(  j j

b a b a
x , j , , , N,

 
    012 2    

N و
j j{ }  NL هايريشه 0 ( ) 1 .هستند N

j j{ }   :]64[ آينددست ميي زير بههاي  متناظر هستند كه از رابطهوزن 0

)16(  
 j

j N j

, j , , , N.
L ( )

   
    

22
1

2 01
1

    

fتابع  اُم-N يي مرتبهيافتهگاوس انتقال-صورت سري تقريب لژاندردر اين (x) آيد:دست ميصورت زير بهبه  

)17(  
N N

* *
N i i i j i j j

i ji

f (x) f L (x), f f (x )L (x ) , i , , , N,
 

    
 

0 0

1 0 1     

 كه در آن

)18(  i , i , , , N.
i

   

2 012 1    

 

 پيكارد-بندي روش تكرار لژاندرفرمول .2

  آوريم.دست ميبه )2) و (1(پيكارد را براي حل معادلات انتگرال فردهلم خطي و غيرخطي -در اين بخش، روش تكرار لژاندر
 حالت خطي 2.1  

 ) را در نظر بگيريد:1ي روش تكرار پيكارد براي حل (دنباله
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)19(  bi i

a
u (x) f (x) K(x, t)u (t)dt, i , , ,    1 1 2    

uكه در آن،  (x)0   ًتابع تقريب آغازين است و معمولاf (x) پيكارد، -شود. نخستين گام روش تكرار لژاندر  در نظر گرفته مي

fتقريب توابع  (x)   وK(x, t)  با استفاده از N*
r r

L (x)
0

 ) داريم:18) و (17است. با توجه به (  

  آ)20(
N N

* *
r r r j r j j

r jr

f (x) f L (x), f f (x )L (x ) , r , , , N,
 

   
 

0 0

1 0 1     

  ب)20(
N N

* *
rn r n

r n

K(x, t) k L (x)L (t),
 


0 0

    

  ج)20(
N N

* *
rn l j r l n j l j

l jr n

k K(x , t )L (x )L (t ) , r,n , , , N,
 

   
  0 0

1 0 1    

 كه در آن  

)21(  j j j

b a b a
x t , j , , , N,

 
     012 2    

و  N

j j


0
 ) داريم: 19ب) در (20آ) و (20گذاري (اند. با جاي) تعريف شده15در ( 

)22(  
N N Nbi * * * i

r r rn r na
r r n

u (x) f L (x) k L (x)L (t) u (t)dt, i , , .( ) 

  

     1

0 0 0
1 2     

i)ي هاي تقريبي در مرحله  كه تقريب آغازين و جواب   با فرض اين  )1- اُم وi- ترتيب با   اُم بهu (x)0 ،iu (x)1 وiu (x)  
 نشان داده شود، داريم:

  آ)23(
N N

* *
r r r j r j j

r jr

u (x) u L (x), u u (x )L (x ) , r , , , N,
 

   
 0 0 0 0

0 0

1 0 1     

  ب)23(
N

i i *
k k

k

u (x) u L (x), 


1 1

0
    

  ج)23(
N

i i *
k k

k

u (x) u L (x).



0
    

آوردن ضرايب  دست هدف، به Ni
k k

u
0

  را در تكرار 19ي (است كه جواب تقريبي معادله (i-گذاري كند. با جاياُم توليد مي
 ) داريم:22ج) در (23ب) و (23(
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)24(  
N N N N Nbi * * * * i *

r r r r rn r n k ka
r r r n k

u L (x) f L (x) k L (x)L (t) u L (t)dt.( ) 

    

     1

0 0 0 0 0

      

 در نتيجه

)25(  
N N N N N bi * * * i * *

r r r r rn r k n ka
r r r n k

u L (x) f L (x) k L (x) u L (t)L (t)dt.

    

     1
0 0 0 0 0

      

 ) داريم:12گي تعامد (با توجه به ويژ

)26(  
N N N N N

i * * * i
r r r r rn r k r kn

r r r n k

b a
u L (x) f L (x) k L (x) u .

    

     
 

    1

0 0 0 0 0 2
      

  سازي داريم:بعد از ساده

)27(  
N N N N

i * i *
r r r rn k k kn r

r r n k

b a
u L (x) f k u L (x).

   

          
    1

0 0 0 02
      

ضرايب   حال  Ni
k k

u
0

   ضرايب چندجمله صورت  ) به27يافته در طرفين (هاي لژاندر انتقالايمستقيماً از برابر هم قرار دادن 
 آيند:دست ميزير به

)28(  
N N

i i
r r rn k k kn

n k

b a
u f k u , r , , , N, i , , .

 

         
 

  1

0 0
01 1 22

      

 ) و تعريف تابع دلتاي كرونكر داريم:28هاي (با بسط سري

)29(  
 

N N N
i i i i
r r r k k k r k k k rN k k kN

k k k

i i i
r r r rN N N

b a
u f k u k u k u

b a
f k u k u k u , r , , , N.

  

  

  

            
 


       



 

  1 1 1
0 0 1 1

0 0 0

1 1 1
0 0 0 1 1 1

2

0 12

      

     
    

 آيد:دست ميي زير بهبندي جملات، رابطهبعد از دسته

)30(  
N

i i
r r rj j j

j

b a
u f k u , r , , , N, i , , .



        
 

 1

0
0 1 1 22

      

امُ، با يك تركيب خطي از ضرايب بسط جواب تقريبي در تكرار -iبه اين ترتيب، فرمول ضرايب بسط جواب تقريبي در تكرار   

(i )1- ــت ميامُ به ــرايب    دسـ آيد. در اين رابطه، ضـ N

r r
f

0
 و N

rj r, j
k

0
    ــرايب   ثابت اند و ضـ Ni

r r
u

0
   در هر مرحله

  يابد. معمولاً از معيار توقفكه شرط توقف معيني برآورده گردد، ادامه مياين روند تا زماني .شوندروزرساني ميبه

)31(  i i i i

x [a ,b]
u (x) u (x) max u (x) u (x) , 

 
    1 1    
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ستفاده مي  ست.  شده  ، دقت دادهشود كه در آن  ا شان  -لژاندرهاي روش تكرار گام 1الگوريتم ا پيكارد را در حالت خطي ن
  دهد.مي

شتق   -در روند روش تكرار لژاندر .1,2ملاحظه   سري تيلور، م ستگاه معادلات  پيكارد، نيازي به تقريب  گيري عددي يا حل د
ضرايب تقريب خطي/ غيرخطي نيست و تنها با يك دنباله  سرعت اجرا  ها به جواب مطلوب ميي تكراري از  سيم. بنابراين   ير

 هاي بهتر نيز درنظر گرفت. دست آوردن تقريبرا براي به Nتر توان در الگوريتم، مقادير بزرگروش، قابل قبول است و مي

كار توان براي حل دستگاه معادلات انتگرال فردهلم نيز به پيكارد را مي-با يك فرآيند مشابه، روش تكرار لژاندر  .2,2ملاحظه 
 شود.مند واگذار ميبرد. جزئيات آن به خوانندگان علاقه

  حالت غيرخطي 2.2

 صورت زير است:) به2ي انتگرال (ي پيكارد متناظر براي معادلهدنباله

)32(   bi i

a
u (x) f (x) K(x, t)F u (t) dt, i , , .    1 1 2 

 ) داريم: 32ب) در (20آ) و (20گذاري (با جاي

)33(   
N N Nbi * * * i

r r rn r na
r r n

u (x) f L (x) k L (x)L (t) F u (t) dt, i , , .( ) 

  

     1

0 0 0
1 2     

 ) داريم:33ج) در (23ب) و (23گذاري (حال با جاي
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)34(  
N N N N Nbi * * * * i *

r r r r rn r n k ka
r r r n k

u L (x) f L (x) k L (x)L (t) F L (t)dt,( ) 

    

     1

0 0 0 0 0

      

 كه در آن  

)35(   
N

i i *
r j r j j

jr

F F u (t ) L (t ) , r , , , N. 



   
 

1 1

0

1 0 1    

 در اين صورت داريم:

)36(  
N N N N N bi * * * i * *

r r r r rn r k n ka
r r r n k

u L (x) f L (x) k L (x) F L (t)L (t)dt.

    

     1
0 0 0 0 0

      

 آيد:دست ميي زير بهبندي جملات، رابطهسازي و دسته) بعد از ساده26(-)29حال مشابه با روند (

)37(  
N

i i
r r rj j j

j

b a
u f k F , r , , , N, i , , ,



        
 

 1

0
0 1 1 22

      

كه در آن ضرايب   N

rj r, j
k

0
 اند و ضرايب  ثابت Ni

j j
F 



1
0

  در هر مرحله با توجه به ضرايب Ni
r r

u 



1
0

 شوند. روزرساني ميبه

  دهد.پيكارد را در حالت غيرخطي نشان مي-هاي روش تكرار لژاندرگام 2الگوريتم 
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 ماتريسي-ساختار برداري .3
ــبهجايياز آن ــرايب چندجملهي جمله به جملهكه محاس بر هاي بزرگ قدري زمانNازاي يافته بههاي لژاندر انتقالايي ض

 دهيم. برايپيكارد ارائه مي-ماتريسي براي افزايش كارايي روش تكرار لژاندر-برداري ياست، در اين بخش يك نمايش فشرده
iuمنظور، ضرايب جواب تقريبي اين (x) گيريم:صورت برداري زير درنظر ميرا به  

)38(  Ti i i i
Nu ,u , , u .   u 0 1       

 كنيم:صورت برداري زير تعريف مي) را به15ازاي نقاط گرهي (اُم به-iچنين مقادير جواب تقريبي تكرار هم

)39(  Ti i i i
Nu (x ),u (x ), , u (x ) .   u 0 1    

jبراي . 3,1لم  , , , N01 :داريم  

n j n jL (x ) L ( ).     

  شود.آساني ثابت مي)، به10تعريف (با توجه به برهان. 

 صورت زير نوشت:توان بهرا مي iu، بردار 3,1ج) و لم 23باتوجه به (

)40(  

i * i * i *
N N

i * i * i *
i N N

i * i * i *
N N N N N

* * *
N

* * *
N

* * *
N N N N

u L (x ) u L (x ) u L (x )

u L (x ) u L (x ) u L (x )

u L (x ) u L (x ) u L (x )

L (x ) L (x ) L (x )

L (x ) L (x ) L (x )

L (x ) L (x ) L (x )

u

   
    
 
 

    



0 0 0 1 1 0 0

0 0 1 1 1 1 1

0 0 1 1

0 0 1 0 0

0 1 1 1 1

0 1

  
  


  




   


i

i

i
N

i
N

i
N

i
N N N N N

i

u

u

u

L ( ) L ( ) L ( ) u

L ( ) L ( ) L ( ) u

L ( ) L ( ) L ( ) u

,uC u

   
   
   
   
   
      
     
        
   
   

        


0

1

0 0 1 0 0 0

0 1 1 1 1 1

0 1









    




    

 كه در آن
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)41(  
N

N

N N N N

L ( ) L ( ) L ( )

L ( ) L ( ) L ( )
,

L ( ) L ( ) L ( )

uC

   
    
 
 

    

0 0 1 0 0

0 1 1 1 1

0 1




   


    

  كنيم:پيكارد را در دو حالت بررسي مي-است. حال روش تكرار لژاندر bو  aيك ماتريس ثابت و مستقل از 

  حالت خطي 3.1

 صورت زير نوشت:توان بهرا مي iu)، بردار 30بر اساس (

)42(

N N
i i

j j j j j j
j ji

N
ii

jj j ji
j

i
N N N

i
N Nj j j

j

b a
f k u k u

fu
b a

kf k uu f b a

u f
b a

f k u

 

 









            
                     
    
              

 





u

1 1
0 0 0

0 0
00

1
11 11 1

0

1

0

2

2
2

2

   


   


 



  

N
i
j j i

j

N
i

Nj j j
j

u b a
,

k u










 
 
 
 

  
  

 
 
  
 





f KGu
1

1
0

1

0

2
  



 

    

   كه در آن

)43(  

N

N

NN N N NN

f k k k

f k k k
,  ,  .

f k k k

     
                 
             

f K G

0 00 01 0 0

11 10 11 1

0 1

0 0
0 0

0 0

    
     

       
    

    

ضرايب جواب تقريبي    بدين ضرايب     iuصورت بردار  ساس بردار  iuبر ا 1 ست مي به شابه با نمايش تكراري روش  د آيد. م
  صورت شود. معيار توقف را بهتا برقراري شرايط معيني بروزرساني مي iuپيكارد، بردار ضرايب -تكرار لژاندر

)44(  i i i i
j j

j N
max u (x ) u (x ) , 

  
    u u 1 1

0
    

 يا

)45(  i i i i
j j

j N
max u u , 

  
    u u 1 1

0
       

پيكارد را  -ماتريسي روش تكرار لژاندر -هاي نمايش برداريگام 3الگوريتم  است. شده  دقت داده گيريم، كه در آن درنظر مي
  .دهددر حالت خطي نشان مي
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ضرايب  و ماتريس  fچون بردار  .3,1ملاحظه  ها را تنها يك مرتبه قبل از  توانيم آناند، ميدر هر تكرار ثابت Gو  Kهاي 

ــاختار برداريحلقه ــبه نماييم؛ بنابراين س ــريع -ي الگوريتم محاس ــباتي س ــي روش از نظر محاس  تر از نمايش تكراريماتريس
  استاندارد است.

  حالت غيرخطي 3.2

 نويسيم:صورت زير ميرا به iu) بردار 37كنيم. سپس با توجه به () عمل مي38(-)41در اين حالت نخست مشابه با روند (

)46(  

N
i

j j j
ji

N
ii

j j ji
j

i
N N

i
N Nj j j

j

b a
f k F

u
b a

f k Fu
.

u
b a

f k F













         
             
  
           







u

1
0 0

0
0

1
1 11

0

1

0

2

2

2

  


  







  

    

 سازي داريم:)، بعد از ساده42مشابه با روند (

)47(  i ib a
,

 u f KGF 1

2
      

 اند و) تعريف شده43در ( Gو  f ،Kكه در آن 

)48(    Ti i i i T i
NF , F , , F ,uF G C WF         

1 1 1 1 1 1
0 1

       
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  كه در آن
Ti i i i

NF( ), F( ), , F( ) .F u u u      
1 1 1 1

0 1  

توان مشــابه با آيد. با اين فرمول، الگوريتم حالت غيرخطي را ميدســت ميبه iuصــورت بردار ضــرايب جواب تقريبي بدين
  صورت زير نوشت.به 3الگوريتم 

  
  

  . تحليل همگرايي روش4
سري قطع   به هاي روش، نتايج همگرايي روش در گام Nي شده لژاندر مرتبه خاطر انباشتگي خطاي گرد كردن و استفاده از 

وش دهيم كه رپيكارد با روش پيكارد كلاسيك تفاوت دارد. براي حصول همگرايي روش، در اين بخش نشان مي   -تكرار لژاندر
  پيكارد تحت شرايط مناسب و كافي براي حل عددي معادلات انتگرال فردهلم غيرخطي همگرا خواهد بود.-تكرار لژاندر

 پيكارد همگراست، هرگاه-)، روش تكرار لژاندر2ي انتگرال (براي معادله .1,4قضيه 

)49(  T
b a ,

L u uC KC W
 

2
‖ ‖

      

  است. Fشيتز براي تابع ثابت ليپ Lكه در آن 

  ) داريم:48) و (47)، (40از ( برهان.
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)50(  

 

 

 

 

 

i i i i

i i

i i

T i i

T i i

i i

b a b a

b a

b a

b a

b a
,

u

u

u

u u

u u

u u C u u

C f KGF f KGF

C KG F F

C KGG C W F F

C KC W F F

Q F F

 

 

 

  

 

 

  

                 


 


 


 


 

1 1

1 2

1 2

1 1 2

1 2

1 2

2 2

2

2

2

2

 

    

  





      

 كه در آن  

)51(  T .u uQ C KC W   

  بنابراين

)52(  

 i i i i

i i

i i
k k

k N

i i
k k

k N

i i
k k

k N

i i

b a

b a

b a
max F( ) F( )

b a
max L

b a
L max

b a
L ,

u u Q F F

Q F F

Q u u

Q u u

Q u u

Q u u

  

 

 

 

 

 

 

 

 


  


 


 


 


 


 

1 1 2

1 2

1 2
0

1 2
0

1 2
0

1 2

2

2

2

2

2

2

      

  ) داريم:52است. حال با استفاده مكرر از ( Fشيتز تابع ثابت ليپ Lكه در آن 
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 )53(  

i i i i

i i

i i

i

b a
L

b a
L

b a
L

b a
L .

u u Q u u

Q u u

Q u u

Q u u

  

 

 




  

   
 

   
 



   
 

1 1 2

2
2 3

3
3 4

1
1 0

2

2

2

2



       

 نتيجهدر 

)54(  
i

i i b a
L .u u Q u u


     

 

1
1 1 0

2      

bحال اگر  a
L Q


12گاه، آن  

)55(  i i

i
lim ,


 u u 1 0      

  كند.كه برهان را كامل مي

  هاي عددي. مثال5
ــل از روش تكرار لژاندر  ــت. -در اين بخش نتايج حاصـ ــده اسـ پيكارد براي حل معادلات انتگرال فردهلم نوع دوم گزارش شـ

و هشت  اي ي چهار هستهي شخصي با پردازندهرقم بر روي رايانه 64با دقت  2016.2ܽي ها با نرم افزار ميپل نسخهالگوريتم
اند. براي ارزيابي دقت روش بيتي، بر روي چند مثال اجرا گرديده 64ي خهنســ 7ســيســتم عامل ويندوز گيگابايت رم، تحت 

  پيشنهادي، با درنظر گرفتن

ext app

ext app

L u (x) u (x) ,

L u (x) u (x) , 

 

 

2 2  

extuكه در آن   (x)  و appu (x) ــتند، نتايج به    ترتيب جواب به ــتهاي دقيق و تقريبي هسـ ديگر  هاي  آمده را با روش  دسـ
  مقايسه نموديم.

 ي انتگرال خطي زير را درنظر بگيريد:معادله .1,5مثال 

)56(  xt
u(x) f (x) u(t)dt, x ,

x


   


1

20

1 1 0 112 1    
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fكه در آن  (x) ــود تا جواب دقيق اي انتخاب ميگونهبه u(x)ش sin(x ) 1 ــت آيد. با درنظر گرفتن به Nدس  3  ،
  داريم:

. . .

. . .
,

. . .

. . .

  
   
  
 
 

uC

1 0 86114 0 61233 0 30475
1 0 33998 0 32662 0 41173
1 0 33998 0 32662 0 41173
1 0 86114 0 61233 0 30475

  

. . . .

. . . .
,

. . . .

. . . .

 

 

 

 

   
     
     
 
     

K

11 10

11 11

11 12

12 11

0 051010 0 014441 9 2500 10 1 6082 10
0 033389 0 010327 5 7000 10 6 7200 10
0 0015643 0 0042647 1 5000 10 5 2500 10
0 0021834 0 00018771 7 8750 10 1 4700 10

  

)57(  .
,

.

.

 
 
 
 
 
 

G

2 0 0 0
0 0 66667 0 0
0 0 0 40000 0
0 0 0 0 28571

   

.

.
.

.

.

 
 
 
 
  

f

1 5321
0 37771
0 036351

0 0040749

  

 آيد:دست ميصورت زير بهتكرار به 20صورت جواب تقريبي روش پيشنهادي بعد از در اين

)58(  u(x) . . x . x . x .   2 30 9998 1 0040 0 0184 0 1447    

ازاي مقادير  ايم، كه ماكزيمم خطاي مطلق روش پيشنهادي را بهرا آماده كرده 1براي بررسي كارايي روش پيشنهادي، جدول 
ــان ميNمختلف  ــه 2دهد. جدول ، نش ــباتي حلقهبه مقايس fي تكرار ي زمان محاس or مابين نمايش تكراري و برداري-

اي قدر قابل ملاحظهماتريسي روش، به-يابيم كه نمايش برداريي نتايج اين جدول در ميبا ملاحظهماتريسي اختصاص دارد. 
كنيم. خطاي مطلق  ماتريســي اجرا مي-هاي بعدي، روش پيشــنهادي را با ســاختار برداريتر اســت؛ بنابراين در مثالســريع

-SQI 1اسپلاين ( ) و روش درونياب شبه NSIطبيعي (صورت نقطه به نقطه نيز با خطاي حاصل از روش درونياب اسپلاين    به
Nازاي نمودارهاي جواب تقريبي، دقيق و خطاي مطلق نظير را به 1مقايسه شده است. شكل  3] در جدول 25) [2  و  20

    Nازاي مقادير متفاوت به 2پيكارد در شــكل -دهد. نمودار لگاريتم خطاي حاصــل از روش تكرار لژاندرنشــان مي 2510
  كند.هاي ارائه شده، دقت و كارايي روش اين پژوهش را تأييد ميها و شكلرسم شده است. جدول
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 پيكارد با شرط توقف-ماكزيمم قدر مطلق خطاي روش تكرار لژاندر .1جدول     )20تكرارها =  تعداد ( .2510

25  20  15  10  5  N 

.  338 357984 10 .  289 964571 10 .  234 0011477 10 .  143 169133 10 .  78 065189 10 L 
 

پيكارد با شرط -روش تكرار لژاندر (VMF)ماتريسي -و برداري (IF)ي زمان محاسباتي (ثانيه) نمايش تكراري مقايسه .2جدول 
توقف   2510.  

25 20 15 10 5  N 

.6234 .4828 .3437 .1 672 .0766  IF  

.0 531 .0359 .0235 .0157 .0125  VMF 
  

  

  ].25[شده در  هاي ارائهو روش تكرار 10ي روش پيشنهادي با ي خطاي مطلق نقطه به نقطهمقايسه .3جدول 

  روش پيشنهادي
N  20 

]25[ SQI2  
N  20

]25[ SQI1 

N  20
]25[ NSI  

N  20 
  
x 

.  121 839 1068 4 .  81 0 10 .  95 3 10 .  44 6 10  .0 0  

.  121 434 1060 1 .  73 1 10 .  81 2 10 .  45 5 10  .01  

.  121 266 1049 8 .  85 3 10 .  82 9 10 .  46 1 10  .02  

.  121 180 1036 3 .  71 6 10 .  84 7 10 .  46 5 10  .03  

.  121 099 1022 6 .  72 8 10 .  86 4 10 .  46 8 10  .04  

.  121 867 1007 7 .  73 0 10 .  88 0 10 .  46 8 10  .05  

.  139 423 1041 8 .  72 6 10 .  89 5 10 .  46 6 10  .06  

.  138 642 1013 2 .  71 9 10 .  71 0 10 .  46 4 10  .07  

.  136 754 1097 5 .  71 2 10 .  71 2 10 .  46 0 10  .08  

.  135 645 1094 2 .  86 6 10 .  81 3 10 .  45 6 10  .09  

.  135 149 1004 1 .  82 2 10 .  91 0 10 .  45 1 10  .10  
  

  
 

Nازاي خطاي مطلق نظير، به هاي تقريبي و دقيق، (ب)ي جواب(آ) مقايسه .1شكل    و شرط توقف 20  2510.  
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لگاريتم ماكزيمم خطاي مطلق روش پيشنهادي با شرط توقف  .2شكل   2510.  

  
  ]26[ 1ي انتگرال خطي زير موسوم به لاومعادله .5,2 لمثا

)59(   u(x) arctan(x ) arctan(x ) u(t)dt, x ,
(x t)


        

    
1

2 21

1 11 1 1 1 1    

u . جواب دقيق اين معادله  1 را درنظر بگيريد، كه در آن   (x )  ــت. با درنظر گرفتن   1 Nاسـ 5   تكرار،   20بعد از
 دهد:دست ميروش پيشنهادي جواب تقريبي زير را به

)60(

u(x) . . x . x . x . x . x .          127 2 126 3 4 126 51 000 4 476 10 0 00008731 1 891 10 0 00007964 1 487 10    

شان  4 جدول شده در اين مقاله به دهندهن ست؛ از طرفي خطاي   Nازاي مقادير مختلف ي خطاي مطلق روش ارائه  در   L2ا
  هاي ارائه شده در دهد روش پيشنهادي از روش گرديده است. اين جدول نشان مي  با خطاي چند روش كارا مقايسه   5 جدول

  دهد.را نشان مي Nازاي مقادير متفاوت نمودار لگاريتم خطا به 3 تر است. شكلدقيق] 33-27[

  

 پيكارد با شرط توقف-ماكزيمم قدر مطلق خطاي روش تكرار لژاندر .4جدول     )72تكرارها =  .(تعداد2510

20  16  12  8  4  N 

.  176 949124 10 .  148 080532 10 .  119 486453 10 .  71 138048 10 .  41 540884 10 L 

  

                                                            
Love's integral equation 1  
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 پيشنهادي با شرط توقفي خطاي مطلق روش مقايسه .5جدول     ].27-33[شده در  هاي ارائهو روش 2510

خطاي  L2  روش 

.  34 45168 10 موجك هار [27]    ( M )2 32   
.  31 89036 10 m)] 28[ توابع هار كسري  ) 64  

.  48 24901 10 M)] 29[ موجك هارمونيك  ) 32  

.  49 75676 10 N)] 30[ شبه درونيابي  , d . ) 5 0 01  

.  53 29179 10 )] 31[ موجك هار بهبوديافته  M )2 32  

.  65 16371 10 N)] 32[ نيستروم بهبوديافته  , . , h )    32 0 5 1  

.  83 05403 10 d)] 33[ اي مثلثاتي سينوسيتوابع پايه  , M , m )  16 2 8  

.  93 27617 10 N) پيكارد-تكرار لژاندر  ) 10  

.  148 08053 10 N) پيكارد-تكرار لژاندر  ) 16  

.  251 07912 10 N) پيكارد-تكرار لژاندر  ) 32  

  

  
لگاريتم ماكزيمم خطاي مطلق روش پيشنهادي با شرط توقف  .3شكل   2510.  

 ي انتگرال غيرخطيمعادله .3,5مثال 

)61(		 u(x) sin( x) cos( x) sin( t) u(t) dt, x ,      
1 3

0

1 0 15
	

u(x) صورت را كه جواب دقيق آن به sin( x) ( ) cos( x)    
1 20 3913

ست، درنظر بگيريد. با انتخاب   N ا 5  ،

  دهد:دست ميتكرار جواب تقريبي زير را به 12پيشنهادي بعد از  روش

)62(		u(x) . . x . x . x . x . x .     2 3 4 5007671 3 086 01756 7 302 4 067 01774	
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N ازاي پيكارد را به-ماكزيمم خطاي مطلق روش تكرار لژاندر 6 جدول , , , , 5 10 15 20 N ازايدهد. بهنشان مي25 10  
ــل از روش     -ي روش تكرار لژاندر به نقطه   خطاي مطلق نقطه   ]، 34[ (HPM) اختلال هموتوپي هاي پيكارد با خطاي حاصـ

ضيه ] 37[ (CM) محليهم]، 36[ (NKQ) كانتروويچ-كوادراتور نيوتن]، 35[ (HAM) آناليز هموتوپي ي مقدار مياني و ق
همراه خطاي جواب تقريبي و جواب دقيق را به 4مقايســه شــده اســت. شــكل  7 ر جدول] د38[(IMVT)  هابراي انتگرال

N ازايمطلق روش به   و 25  رســم  5 نمودار لگاريتم خطا در شــكل، Nازاي مقادير متفاوت دهد. بهنشــان مي 2010
  .يابدصورت نمايي كاهش ميخطا به، Nشود با افزايش شده است. ملاحظه مي

  
 پيكارد با شرط توقف-ماكزيمم قدر مطلق خطاي روش تكرار لژاندر .6جدول     )12تعداد تكرارها = ( .2010

20  16  12  8  4  N 

.  231 462283 10 .  221 575682 10 .  156 930992 10 .  92 048109 10 .  31 313885 10 L 

  
 ي روش پيشنهادي با شرط توقفخطاي مطلق نقطه به نقطهي مقايسه .7جدول         ].34-38[شده در  هاي ارائهو روش 2010

  روش پيشنهادي

N  20  

IMVT  ]38[  

N  25  

CM  ]37[  

N  20 

NKQ ]36[

m , N 1 20
 

HAM  ]35[  

N 15  

HPM  ]34[  

N 5 

  
x 

.  231 836510 10.  163 19 100  .0049838 .  82 561865 10.  61 189762 10.0 0 

.  231 740151 10 .  71 84 10.0047399  .  82 533099 10.  61 131531 10  .01 

.  231 765822 10 .  71 56 10.0040320  .  82 194322 10.  79 625379 10.02 

.  231 305899 10.  163 33 10.  71 14 10.0029294 .  81 455291 10.  76 993245 10.03 

.  245 111558 10 .  85 99 10.0015401  .  81 064762 10  .  73 676568 10.04 

0   .  161 11 100  .  81 840237 100  .05 

.  249 621255 10.  161 11 10.  86 90 10.0015401 .  96 849763 10.  73 676568 10.06 

.  231 851838 10 .  71 14 10.0029294  .  106 087238 10.  76 993247 10.07 

.  233 306153 10 .  71 57 10.0040320  .  93 551072 10.  79 625379 10.08 

.  233 942025 10.  163 89 10.  71 84 10.0047399 .  92 819651 10.  61 131531 10  .09 

.  221 575682 10 .  71 94 10.0049838  .  104 163761 10.  61 189762 10.10 
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Nازاي خطاي مطلق نظير، به هاي تقريبي و دقيق، (ب)ي جواب(آ) مقايسه .4شكل    و شرط توقف 25  2010.  

  
لگاريتم ماكزيمم خطاي مطلق روش پيشنهادي با شرط توقف  .5شكل   2010. 

  

  ي انتگرال غيرخطيمعادله .4,5مثال 

)63(  u(x) x ( )x xt u(t)dt, x ,       
12
0

1 2 2 1 2 0 13    

u(x)را با جواب دقيق   x  ــنهادي به    22 Nازاي درنظر بگيريد. روش پيشـ  تكرار، جواب تقريبي زير را  20بعد از   4
 دهد:مي

)64(  u(x) . . x . x . x . x .         7 2 124 3 125 42 0000 1 9431 10 1 0000 2 3132 10 9 5329 10    

ــط روش تكرار لژاندر   ماكزيمم خطاي مطلق به    ــت آمده توسـ گزارش  8در جدول   Nازاي مقادير مختلف  پيكارد را به  -دسـ
ــل از روش      ايم. همنموده حاصـ با خطاي  هار    چنين اين خطا را  ــري    ،]27،39[ (HWM) هاي موجك  هار كسـ   موجك 
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(RHWM) ]40[، ــيه ــي بهبوديافته] 38[ (IMVT) هادار براي انتگرالي مقدار مياني وزنقض  (MVIM) و تكرار وردش
شكل         9 در جدول]، 41[ ست. در  شده ا سه  شنهادي را   6مقاي جواب تقريبي، جواب دقيق و خطاي مطلق متناظر روش پي
N ازايبه   و 20  صـــورت نمايي كاهش  خطا به ،N يابيم با افزايشدرمي 7 ايم. باتوجه به شـــكلرســـم نموده 2510
  يابد.مي

  

پيكارد با شرط توقف-ماكزيمم قدر مطلق خطاي روش تكرار لژاندر .8جدول     )32تعداد تكرارها = ( .2510

20  16  12  8  4  N 

.  252 889746 10 .  216 573395 10 .  161 612499 10 .  124 644822 10 .  71 943057 10 L 
  

  
 خطاي مطلق روش پيشنهادي با شرط توقف ماكزيمم يمقايسه .9جدول     ].27،38-41[شده در  هاي ارائهو روش 2510

   38[IMVT  ]40[RHWM  ]39[HWM[    MVIM]41[   روش پيشنهادي
]27[HWM   N  

.  124 6448 10  .  53 6381 10  .  31 63 10  .  23 6 10  .  31 0 10  .  32 7 10   8  

.  216 5734 10  .  101 2796 10 .  44 09 10  .  38 8 10  .  42 6 10  .  31 1 10  16  

.  274 2529 10    .  59 94 10  .  37 1 10  .  56 6 10  .  43 7 10  32  
  

  

  
Nازاي خطاي مطلق نظير، به هاي تقريبي و دقيق، (ب)ي جواب(آ) مقايسه .6شكل    و شرط توقف 20  2510.  
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 توقفلگاريتم ماكزيمم خطاي مطلق روش پيشنهادي با شرط  .7شكل   2510.  

 ي انتگرال غير خطي زير را درنظر بگيريد:معادله .5,5مثال 

)65(   u(x) x x x t arctan u(t) dt, x .


    
12 2
0

2 1 0 116 4   

u(x) جواب دقيق اين معادله  xازايدست آيد. به به N  شرط توقف  5  و   جواب تقريبي روش پيشنهادي   ،3010
 صورت زير خواهد بود:به

)66(			
u(x) . . x . x . x

. x . x .

  

 

     

   

126 10 2 123 3

123 4 124 5

1 34 10 1 0000 1 5824 10 1 8238 10
2 2372 10 9 5068 10


	

سي كارايي روش تكرار لژاندر  شنهادي را  را تنظيم نموده 10 پيكارد، جدول-براي برر ايم، كه ماكزيمم خطاي مطلق روش پي
 HWM موجك هار هايچنين اين خطا را در مقايسه با خطاي حاصل از روشهمدهد. نشان مي، Nازاي مقادير مختلف به
نمودارهاي  ايم.گردآوري نموده 11 در جدول] 42[ SBM 1رهاي شــودو پايه] 40[ RHWM موجك هار كســري]، 27[

N ازايجواب تقريبي، دقيق و خطاي مطلق نظير به   و 25  نمودار  9 ترســيم شــده اســت. شــكل 8 در شــكل 3010
صل از روش تكرار لژاندر  شان مي  Nازاي مقادير متفاوت پيكارد را به-لگاريتم خطاي مطلق حا شكل دهد. جدولن هاي ها و 

  كند.ارائه شده، دقت و كارايي روش اين مقاله را تأييد مي

 پيكارد با شرط توقف-خطاي روش تكرار لژاندر ماكزيمم قدر مطلق .10جدول      )23تعداد تكرارها = ( .3010

25  20  15  10  5  N 

.  338 357984 10.  318 462381 10 .  243 342780 10 .  174 890859 10 .  101 582427 10 L 

                                                            
 Schauder 1  
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 خطاي مطلق روش پيشنهادي با شرط توقف ماكزيمم يمقايسه .11جدول     ].27،40،42[شده در  هاي ارائهو روش 3010

  روش پيشنهادي
N  7 

]40[RHWM   
k  7 

 ]42[SBM   ]27[HVM  

.  135 565154 10 .  78 97 10 .  62 71 10  .  53 40 10  
  

  
Nازاي خطاي مطلق نظير، به هاي تقريبي و دقيق، (ب)ي جواب(آ) مقايسه .8شكل    و شرط توقف 25  3010.  

  

  
 لگاريتم ماكزيمم خطاي مطلق روش پيشنهادي با شرط توقف .9شكل   3010.  

  

 ي انتگرال غيرخطي زير را درنظر بگيريد:معادله .6,5مثال 

)67(   tu(x) f (x) xe sin u(t) dt, x ,   
1

0

1 0 12   
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fكه در آن   (x)  ــود تا جواب دقيق  اي انتخاب مي گونه به xu(x) شـ e ــت آيد. به  به N ازايدسـ  ــرط توقف 4   و شـ
   صورت زير خواهد بود:جواب تقريبي روش پيشنهادي به، 2010

)68(  u(x) . . x . x . x . x .   2 3 41 0001 0 99849 0 51039 0 13995 0 069335   

روش را در مقايسه    L و L2 فراهم شده است، كه خطاي   12 اجرايي و دقت روش پيشنهادي، جدول براي بررسي قابليت  
شي بهبوديافته  شان مي N ازاي مقادير مختلف به]، MVIM ]41 با روش تكرار ورد شكل ن جواب نمودارهاي  10 دهد. در 

N ازايتقريبي، دقيق و خطاي مطلق نظير به   و 16  شده است. نمودار لگاريتم خطاي مطلق روش     2010 شان داده  ن
ــكل Nازاي مقادير متفاوت   پيكارد به  -تكرار لژاندر  دقت روش بالاتر رفته و خطا  ،Nكند كه با افزايش تأكيد مي 11 در شـ

  يابد.طور نمايي كاهش ميبه
  

پيكارد با شرط توقف-ماكزيمم قدر مطلق خطاي روش تكرار لژاندر .12جدول     )49تعداد تكرارها =  (.2010
  N  روش عددي  6  8 10 12  14 16

.  153 1165 10  .  137 2906 10  .  116 9346 10  .  101 1040 10  .  74 0865 10  .  52 4981 10  MVIM L2  

.  253 3696 10  .  211 4658 10  .  184 9217 10  .  141 2275 10  .  112 1580 10  .  82 4817   روش پيشنهادي  10

.  151 3322 10  .  133 1441 10  .  113 2245 10  .  115 6087 10  .  72 3116 10  .  51 6210 10  MVIM  L  

.  242 0491 10  .  218 4179 10  .  172 6494 10  .  146 1341 10  .  119 8861 10  .  71 0206   روش پيشنهادي  10
  

  

  
Nازاي خطاي مطلق نظير، به هاي تقريبي و دقيق، (ب)ي جوابمقايسه(آ)  .10شكل    و شرط توقف 20  2010.  
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روش پيشنهادي با شرط توقف Lو  L2لگاريتم خطاي  .11شكل   2010.  

  

  يريگجهيو نت يانيملاحظات پا .6
ندر    نيدر ا ئه داد  يخطريو غ يمعادلات انتگرال فردهلم نوع دوم خط  يحل عدد   يرا برا كارد يپ-مقاله روش تكرار لژا يم.  ارا
ــت آوردن روش، دنباله  به  يبرا -لژاندر  يريگانتگرال يو قاعده   افته ي لژاندر انتقال   يها ياچندجمله   كارد، يپ يتكرارها  يدسـ

روش  كيروش اساساً    نيشود. ا  يبندفرمول يشنهاد يپ يكار گرفته شد تا روش تكرار به يبه شكل مناسب   افتهيگاوس انتقال
انتگرال  مشتق و  بيبه تقر يازين ،يفيو ط يفيشبه ط  يهااست و برخلاف روش  يساز ادهيقابل پ يسادگ است كه به  يتكرار

ــتگاه اي ــتفاده از چندجمله ليدلبه نيچنهم ؛ندارد يجبر يهاحل دس و انتقال   رييبه تغ يازين افته،يلژاندر انتقال يهايااس
ساختار معادلات انتگرال ن  ارائه  يس يماتر-يساختار بردار  كي كارد،يپ-روش تكرار لژاندر ييكارا شيافزا يبرات. س يبازه در 

 كارديپ-روش تكرار لژاندر ييكارا انيپا درد. ابييم شيافزا ياروش به قدر قابل ملاحظه يكه مشاهده شد سرعت اجرا م،يداد
دقت و  يدهندهدارد، كه نشان  قيبا جواب دق يتطابق مناسب  يبيتقر جينتا شود ي. ملاحظه مميرا با حل چند مثال نشان داد 

  است. يشنهاديبودن روش پ يكاربرد
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