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Introduction  

Through this paper all algebras and linear spaces are on the complex field ℂ. Let 𝒜 

be an algebra and ℳ be an 𝒜-bimodule. The linear mapping 𝑑: 𝒜 → ℳ is called an 

anti-derivation if 𝑑(𝑥𝑦) = 𝑦𝑑(𝑥) + 𝑑(𝑦)𝑥 (𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜). Also, 𝑑 is called a derivation if 

𝑑(𝑥𝑦) = 𝑥𝑑(𝑦) + 𝑑(𝑥)𝑦 (𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜). The linear mapping 𝛿: 𝒜 → ℳ is a Jordan 

derivation if 𝑑(𝑥2) = 𝑥𝑑(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑥 (𝑥 ∈ 𝒜). Any anti-derivation and derivation is a 

Jordan derivation, but the converse is not necessarily true. Jordan in [1] has shown that 

every continuous Jordan derivation on C*-algebra 𝒜 into any Banach 𝒜-bimodule is a 

derivation. Derivations and anti-derivations are important classes of mappings on 

algebras which have been used to study of structure of algebras. We refer to [2] and the 

references there in.  

Bersar studied in [3] additive maps on prime ring contain a non-trivial idempotent 

satisfying  

𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜,     𝑥𝑦 = 0  ⟹ 𝛿(𝑥)𝑦 + 𝑥𝛿(𝑦) = 0 . 

Later, many studies have been done in this case and different results were obtained, for 

instance, see [4, 5, 6, 7, 8, 9] and the references therein. Recently [10, 11, 12, 13], the 

problem of characterizing continuous linear maps behaving like derivations or anti-

derivations at orthogonal elements for several types of orthogonality conditions on *-

algebras have been studied. In this paper we study the above problems on von Neumann 

algebra. 

Material and methods 

 In this article, the subsequent conditions on a continuous linear map 𝛿: 𝒜 → 𝒜 where 

𝒜 is a *-algebra has been considered: 
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  𝑥𝑦∗ = 0 ⟹ 𝑥𝛿(𝑦)∗ + 𝛿(𝑥)𝑦∗ = 0,      (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜); 

  𝑥𝑦∗ = 0 ⟹ 𝑥∗𝛿(𝑦) + 𝑥𝛿(𝑦)∗ = 0,        (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜). 

We consider following conditions on continuous linear map on von Neumann algebras: 

  𝑥𝑦 = 0 ⟹ 𝑦𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)𝑥 = 0,      (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜); 

  𝑥𝑦∗ = 0 ⟹ 𝑦∗𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)∗𝑥 = 0,     (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜); 

  𝑥∗𝑦 = 0 ⟹ 𝑦𝛿(𝑥)∗ + 𝛿(𝑦)𝑥∗ = 0,       (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜). 

Over methods are based on structure of von Neumann algebras and the fact that every 

derivation on von Neumann algebras is inner.  

Main Results 

The followings are the main results of our paper. 

Theorem. Let 𝒜 be a von Neumann algebra and 𝛿: 𝒜 → 𝒜 is a continuous linear map. 

Then 𝛿 satisfies 𝑦 𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)𝑥 = 0 for all 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜 with 𝑥𝑦 = 0 if only if there are 

elements 𝜇, 𝜈 ∈ 𝒜 such that 𝛿(𝑥) = 𝑥 𝜇 − 𝜈𝑥, where 𝜇 − 𝜈 ∈ 𝑍 (𝒜) and [[𝑥, 𝑦], 𝜇] +

2[𝑥, 𝑦](𝜇 − 𝜈) = 0 for all 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜. 

Theorem. Let 𝒜 be a von Neumann algebra and 𝛿: 𝒜 → 𝒜 is a continuous linear map. 

Then 𝛿 satisfies 𝑦∗𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)∗𝑥 = 0 for all 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜 with 𝑥𝑦∗ = 0 if only if there are 

elements 𝜇, 𝜈 ∈ 𝒜 such that 𝛿(𝑥) = 𝜈𝑥 − 𝜇𝑥, where Re𝜇 ∈ 𝑍 (𝒜) and  

[[𝑥, 𝑦], 𝜇] + (𝜈 − 𝜇)∗[𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦](𝜈 − 𝜇) = 0, 

for all 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜. 

Theorem. Let 𝒜 be a von Neumann algebra and 𝛿: 𝒜 → 𝒜 is a continuous linear map. 

Then 𝛿 satisfies 𝛿(y)𝑥∗ + 𝑦𝛿(𝑥)∗ = 0 for all 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜 with 𝑥∗y = 0 if only if there are 

elements 𝜇, 𝜈 ∈ 𝒜 such that 𝛿(𝑥) = 𝑥𝜇 − 𝜈𝑥, where Re𝜇 ∈ 𝑍 (𝒜) and  

[[𝑥, 𝑦], 𝜇] + [𝑥, 𝑦](𝜇 − 𝜈)∗ + (𝜇 − 𝜈)[𝑥, 𝑦] = 0, 

for all 𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜. 

Conclusion 

Let 𝒜 be a von Neumann algebra and 𝛿: 𝒜 → 𝒜 be a continuous linear map. Let 

𝛿 be anti-derivation at orthogonal elements. We characterized the structure of 𝛿 

according to the   )generalized) inner derivation.  

We guess that the results obtained can also be proved on standard operator 

algebras. 

How to cite: Gharamani, H., Fadaee, B., Fallahi, K.; (2022). Linear maps on von-Neumann algebras behaving like 

anti-derivations at orthogonal elements. Mathematical Researches, 8 (1), 224-234 
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𝛿: 𝒜نویمان و  -جبری فون  𝒜فرض کنید   → 𝒜    باشد. همچنین فرض نگاشت خطی پیوسته 

 در یکی از شرایط زیر صدق کند:  𝛿کنید 

  𝑥𝑦 = 0 ⟹ 𝑦𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)𝑥 = 0,         (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜); 

  𝑥𝑦∗ = 0 ⟹ 𝑦∗𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)∗𝑥 = 0,      (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜); 

𝑥∗𝑦 = 0 ⟹ 𝑦𝛿(𝑥)∗ + 𝛿(𝑦)𝑥∗ = 0,     (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜). 

 کنیم.سازی میرا مشخصه 𝛿های ذکر شده ساختار  در این مقاله در هر یک از حالت
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 227 1401ۀ اول، ، شمارهشتم   دورۀ ، های ریاضیپژوهش                                                                                                     

 مقدمه . 1

شوند. فرض کنید  در نظر گرفته می  ℂهمه جبرها و فضاهای برداری روی میدان اعداد مختلط    این مقاله   در سرتاسر

𝒜    جبر وℳ    یک𝒜-  .نگاشت خطی  دومدول باشد𝑑: 𝒜 → ℳ  نامیم هرگاه  می  "پادمشتق" را𝑑(𝑥𝑦) = 𝑦𝑑(𝑥) +

𝑑(𝑦)𝑥  (𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜)  همچنین .𝑑  هرگاه    نامیم را مشتق می𝑑(𝑥𝑦) = 𝑥𝑑(𝑦) + 𝑑(𝑥)𝑦  (𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜)  .  نگاشت خطی

𝛿: 𝒜 → ℳ  شود هرگاه  یک مشتق جردن نامیده می𝑑(𝑥2) = 𝑥𝑑(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑥  (𝑥 ∈ 𝒜)  .  هر پادمشتق و هر

مشتق جردن [ نشان داده است که هر  1در ] 1مشتق یک مشتق جردن است اما عکس آن لزوماً برقرار نیست. جانسون 

های مهم  ها از ردهها و پادمشتقباشد. مشتقدومدول، یک مشتق می-𝒜به توی هر باناخ    𝒜جبر  -∗𝐶پیوسته از یک  

عنوان [ و منابع  2]   برای جزئیات بیشتردارای اهمیت هستند.  ها  باشند که در مطالعه ساختار آنها روی جبرها مینگاشت

 . نماییمشده در آن را پیشنهاد می

سال آندر  تحت  که  موضعی  شرایطی  مورد  در  زیادی  مطالعات  اخیر  نگاشتهای  )باناخ(  ها  جبرهای  روی  های 

های  هایی که مانند نگاشتنگاشتسازی توان به مشخصهاست. از میان این مطالعات می سازی شوند، انجام شده مشخصه 

کنند، اشاره کرد. در این  خاصی عمل میهای  ضرب اصلها، مرکزسازها( در حها، پادمشتقها، مشتقریختیخاص )مثلاً هم

[ در  بریسار  ابتدا  است.  شده  انجام  زیادی  مطالعات  نگاشت3راستا  حلقه[  روی  جمعی  خودتوان های  دارای  اول  های 

 کنند، مطالعه کرد: غیربدیهی را که در شرط زیر صدق می

  𝑥𝑦 = 0  ⟹ 𝛿(𝑥)𝑦 + 𝑥 𝛿(𝑦) = 0,            (𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜) 

:𝛿دارای خودتوان غیربدیهی است و حلقه اول  𝒜که  𝒜 → 𝒜  های نگاشت جمعی است. در ادامه روی جبرها و حلقه

اخیراً دهیم. ها ارجاع می[ و منابع داخل آن9، 8، 7، 6،  5، 4مطالعه شد که به ] هامشتقمختلفی این شرط موضعی برای 

ها  ناند و ساختار آه[ مدنظر قرار گرفت11،  10نند در ]کهای خطی که در عناصر متعامد مانند مشتق عمل مینگاشت

:𝛿و  جبر-∗یک   𝒜تر، فرض کنید  ست. به طور دقیقتعیین شده ا 𝒜 → 𝒜   یک نگاشت خطی باشد که 

  𝑥𝑦∗ = 0 ⟹ 𝑥𝛿(𝑦)∗ + 𝛿(𝑥)𝑦∗ = 0,      (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜); 

  𝑥𝑦∗ = 0 ⟹ 𝑥∗𝛿(𝑦) + 𝑥𝛿(𝑦)∗ = 0,        (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜). 

]-∗روی    𝛿ساختار   در  است.  شده  تعیین  با-∗روی    𝛿ساختار    [12جبرها  شده  تعیین  صفر    جبرهای  حاصلضرب 

 [ را ببینید. 10سازی شده است. همچنین نتایج ]ها مشخصه جبر-∗𝐶روی    𝛿[ ساختار  13سازی شده است و در ]صه مشخ

-جبرهای فونهای خطی پیوسته روی  مقاله نگاشت  ها، در این حال با توجه به مطالب ذکر شده و با ایده گرفتن از آن    

را در نظر می :𝛿  نویمان و -فونجبر    𝒜کنیم  تر، فرض میگیریم. به طور دقیقنویمان در عناصر متعامد  𝒜 → 𝒜  

 کند: میدر یکی از شرایط زیر صدق  نگاشت خطی پیوسته باشد که 

  𝑥𝑦 = 0 ⟹ 𝑦𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)𝑥 = 0,      (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜); 

  𝑥𝑦∗ = 0 ⟹ 𝑦∗𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)∗𝑥 = 0,     (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜); 
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 228                                                                                                 ...ریبا مقاد مانینو-فون یجبرها یرو وستهیپ یخط  یهانگاشت   

  𝑥∗𝑦 = 0 ⟹ 𝑦𝛿(𝑥)∗ + 𝛿(𝑦)𝑥∗ = 0,       (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜). 

 کنیم. می توصیفرا  𝛿ساختار  ها این حالتدر هر یک از 

, 𝑥  برای هر  و  𝑍(𝒜)را با    𝒜جبر    مرکز     𝑦 ∈ 𝒜   ضرب لی آنها را با  [𝑥, 𝑦] = 𝑥𝑦 − 𝑦𝑥  فرض  دهیمنمایش می .

در   باشد.  𝐵(ℋ) ی اززیرجبر -∗𝐶یک 𝒜  و  ℋفضای عملگرهای خطی کراندار روی  𝐵(ℋ)فضای هیلبرت و   ℋکنید  

شود. هر  نویمان نامیده می-یک جبر فون 𝒜بسته باشد، آنگاه   (𝑆𝑂𝑇)تحت توپولوژی عملگری قوی  𝒜اگر   این صورت

:𝑑پیوسته    مشتق  [ هر4.  1.  6، قضیه  14یکدار است و همچنین بنابر ]نویمان  -جبر فون 𝒜 → 𝒜    که𝒜  جبر فون-

𝑑(𝑥)است، به صورت  ویمان  ن = 𝑥 𝜇 − 𝜇𝑥  باشد که  می𝜇 ∈ 𝒜  . د. پس  نشوهایی مشتق درونی نامیده میچنین مشتق

 نویمان، مشتق درونی است. -در واقع هر مشتق پیوسته روی جبری فون

 نتایج . 2

ها از آن استفاده خواهیم  کنیم که در اثباتزیر را بیان میدهیم. ابتدا لم  در این بخش نتایج اصلی این مقاله را ارائه می

 کرد.  

:𝜙  فضای باناخ و  𝒳  ،جبر-∗𝐶یک    𝒜فرض کنید    [(. 4)]  1.  2لم   𝒜 × 𝒜 → 𝒳    پیوسته باشد به  نگاشت دوخطی

,𝑥  برای هرطوری که   𝑦 ∈ 𝒜  که  𝑥𝑦 = ,𝜙(𝑥  ، مقدار0 𝑦) = ,𝜙(𝑥𝑦در این صورت  باشد.    0 𝑧) = 𝜙(𝑥, 𝑦𝑧)    به

,𝑥ازای هر   𝑦, 𝑧 ∈ 𝒜ویژه اگر  . به𝒜  ،𝐶∗-  گاه به ازای هر  باشد، آن  1جبر یکدار با همانی𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜    داریم𝜙(𝑥, 𝑦) =

𝜙(𝑥𝑦, 1) = 𝜙(1, 𝑥𝑦). 

 کنیم.  های صفر را تعیین مینویمان در حاصلضرب-وی جبرهای فونها ردر قضیه زیر پادمشتق

:𝛿و  نویمان  -جبر فون   𝒜فرض کنید    .2.  2  ۀقضی 𝒜 → 𝒜  .برای هر    در این صورت  نگاشت خطی پیوسته باشد𝑥, 𝑦 ∈

𝒜    که𝑥𝑦 = 𝑦 𝛿(𝑥)رابطه    0 + 𝛿(𝑦)𝑥 = اگربرقرار است    0 تنها  ,𝜇  عناصر  اگر و  𝜈 ∈ 𝑍(𝒜)    به باشند  موجود 

𝛿(𝑥)طوری که   = 𝑥 𝜇 − 𝜈𝑥   و[[𝑥, 𝑦], 𝜇] + 2[𝑥, 𝑦](𝜇 − 𝜈) =  باشد.  0

:𝜙در شرایط داده شده صدق کند. نگاشت دوخطی    𝛿فرض کنیم     اثبات. 𝒜 × 𝒜 → 𝒜    را با𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝑦𝛿(𝑥) +

𝛿(𝑦)𝑥    کنیم. در این صورت با توجه فرض قضیه اگر  میتعریف𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜  ،𝑥𝑦 = ,𝜙(𝑥گاه  نآ،  0 𝑦) = .  2. بنابر لم  0

1  ،𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥𝑦, ,𝑥به ازای هر  (1 𝑦 ∈ 𝒜 (1   عضو همانی𝒜  در این صورت .)است 

𝛿(𝑥𝑦) + 𝛿(1)𝑥𝑦 = 𝑦 𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)𝑥 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜دهیم  . قرار می𝜂 = 𝛿(1) بنابراین ، 

𝛿(𝑥𝑦) = 𝑦𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)𝑥 − 𝜂𝑥𝑦                                    (2 .1)  

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜 1. 2. دوباره بنابر لم  ،𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝜙(1, 𝑥𝑦)  به ازای هر𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜 در این صورت . 

𝛿(𝑥𝑦) + 𝑥𝑦𝛿(1) = 𝑦 𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)𝑥 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
6-

27
 ]

 

                             5 / 11

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3147-en.html


 
 229 1401ۀ اول، ، شمارهشتم   دورۀ ، های ریاضیپژوهش                                                                                                     

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜  پس . 

𝛿(𝑥𝑦) = 𝑦𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)𝑥 − 𝑥𝑦𝜂                                    (2 .2)  

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜( داریم  2. 2( و )1.  2. با مقایسه روابط )𝜂𝑥𝑦 = 𝑥𝑦𝜂  به ازای هر𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜  فرض کنیم .𝑦 =

𝜂، لذا  1 ∈ 𝑍(𝒜) . 

:𝑑نگاشت خطی پیوسته  𝒜 → 𝒜   را با𝑑(𝑥) = 𝛿(𝑥) − 𝜂𝑥 که  ( و این1. 2) ۀبا توجه به رابطکنیم. تعریف می𝜂 ∈

𝑍(𝒜) داریم 

𝑑(𝑥2) = 𝛿(𝑥2) − 𝜂𝑥2 

= 𝑥𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑥)𝑥 − 𝜂𝑥2 − 𝜂𝑥2 

= 𝑥(𝛿(𝑥) − 𝜂𝑥) + ( 𝛿(𝑥) − 𝜂𝑥)𝑥 

= 𝑥𝑑(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑥 

𝑥به ازای هر  ∈ 𝒜  لذا .𝑑  یک مشتق جردن پیوسته روی𝒜 [ یک مشتق می1است و بنابر ]که باشد. با توجه به این

𝑑(𝑥)شود که  درونی است، نتیجه می 𝒜هر مشتق پیوسته روی   = 𝑥𝜇 − 𝜇𝑥  به ازای هر𝑥 ∈ 𝒜   که𝜇 ∈ 𝒜  قرار .

𝜈دهیم  می = 𝜇 − 𝜂  بنابراین . 

𝛿(𝑥) = 𝑑(𝑥) + 𝜂𝑥 

= 𝑥𝜇 − 𝜇𝑥 + 𝜂𝑥 

= 𝑥𝜇 − 𝜈𝑥 

𝑥به ازای هر  ∈ 𝒜   که𝜇 − 𝜈 ∈ 𝑍(𝒜)( و این2. 2. حال بنابر )  که𝑑  مشتق است داریم 

𝛿(𝑥𝑦) + 𝑥𝑦𝜂 = 𝑦𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)𝑥 

= 𝑦𝑑(𝑥) + 𝑦𝜂𝑥 + 𝑑(𝑦)𝑥 + 𝜂𝑦𝑥 

= 𝑑(𝑦𝑥) + 2𝑦𝑥𝜂 

= 𝛿(𝑦𝑥) + 𝑦𝑥𝜂 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜  بنابراین . 

𝑥𝑦 𝜇 − 𝜈𝑥𝑦 + 𝑥𝑦 𝜂 = 𝑦𝑥𝜇 − 𝜈𝑦𝑥 + 𝑦𝑥𝜂, 

 لذا  

𝑥𝑦𝜇 − 𝜇𝑥𝑦 + 2𝑥𝑦𝜂 = 𝑦𝑥𝜇 − 𝜇𝑦𝑥 + 2𝑦𝑥𝜂 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜  بنابراین . 

[[𝑥, 𝑦], 𝜇] + 2[𝑥, 𝑦](𝜇 − 𝜈) = 0 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜  . 
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,𝜇فرض کنیم اعضای  برعکس،       𝜈 ∈ 𝒜   موجود باشند به طوری که𝛿(𝑥) = 𝑥𝜇 − 𝜈𝑥 به ازای هر ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜   که

𝜇 − 𝜈 ∈ 𝑍(𝒜)   و 

[[𝑥, 𝑦], 𝜇] + 2[𝑥, 𝑦](𝜇 − 𝜈) = 0 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜  بنابر تساوی بالا، اگر .𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜   و𝑥𝑦 =  ، داریم0

𝑦𝑥𝜇 − 𝜇𝑦𝑥 + 2𝑦𝑥(𝜇 − 𝜈) = 0. 

𝜇  چون − 𝜈 ∈ 𝑍(𝒜)شود که  ، نتیجه می 

0 = 𝑦𝑥𝜇 − 𝜇𝑦𝑥 + 2(𝜇 − 𝜈)𝑦𝑥 = 𝑦𝑥𝜇 + 𝜇𝑦𝑥 − 2𝜈𝑦𝑥. 

 بنابراین 

𝑦𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)𝑥 = 𝑦𝑥𝜇 − 𝜈𝑦𝑥 + 𝑦 (𝜇 − 𝜈)𝑥 

= 𝑦𝑥𝜇 − 𝜈𝑦𝑥 + (𝜇 − 𝜈)𝑦𝑥 

= 𝑦𝑥𝜇 + 𝜇𝑦𝑥 − 2 𝜈𝑦𝑥 = 0 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜   که𝑥𝑦 =  ◼شود. . لذا اثبات کامل می0

:𝑑جبر باشد. نگاشت -∗یک  𝒜 فر ض کنید 𝒜 → 𝒜 ،∗-هرگاه شود نامیده می نگاشت𝑑(𝑥∗) = 𝑑(𝑥)∗   به ازای هر

𝑥 ∈ 𝒜  . 

:𝑑و    جبر- ∗یک    𝒜فر ض کنید  .  3.  2تذکر   𝒜 → 𝒜    یک مشتق درونی باشد که𝑑(𝑥) = 𝑥𝜇 − 𝜇𝑥    به ازای هر

𝑥 ∈ 𝒜    که در آن𝜇 ∈ 𝒜  باشد. اگر  می𝑑    مشتق درونی باشد، آنگاه -∗یک  𝑥∗𝜇 − 𝜇𝑥∗ = 𝜇∗𝑥∗ − 𝑥∗𝜇∗   به ازای

𝑥هر   ∈ 𝒜  .  بنابراین𝑅𝑒 𝜇 =
1

2
(𝜇 + 𝜇∗) ∈ 𝑍(𝒜)  برعکس، به ازای .𝜇 ∈ 𝒜    با𝑅𝑒 𝜇 ∈ 𝑍(𝒜)  نگاشت ،𝑑: 𝒜 →

𝒜   تعریف شده با𝑑(𝑥) = 𝑥𝜇 − 𝜇𝑥  مشتق درونی است.  -∗یک 

 کنیم.  متعامد تعیین مینویمان را در عناصر -ها روی جبرهای فوندر قضایای بعدی پادمشتق

:𝛿نویمان و  -جبر فون   𝒜  فرض کنید .  4.  2ۀقضی 𝒜 → 𝒜    .در این صورت  نگاشت خطی پیوسته باشد𝛿  ر در شرایط زی

 کند صدق می

  𝑥𝑦∗ = 0 ⟹ 𝑦∗𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)∗𝑥 = 0,     (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜) 

,𝜇اگر و تنها اگر اعضای   𝜈 ∈ 𝒜  موجود باشند به طوری که𝛿(𝑥) = 𝜈𝑥 − 𝜇𝑥   به ازای هر𝑥 ∈ 𝒜، 

𝑅𝑒 𝜇 ∈ 𝑍(𝒜)  و 

[[𝑥, 𝑦], 𝜇] + (𝜈 − 𝜇)∗[𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦](𝜈 − 𝜇) = 0 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜. 

پیوسته  اثبات.   خطی  نگاشت  کنیم  :𝛿فرض  𝒜 → 𝒜    ،شده ذکر  شرایط  پیوسته  در  دوخطی  نگاشت  کند.  صدق 

𝜙: 𝒜 × 𝒜 → 𝒜    با ,𝜙(𝑥را  𝑦) = 𝛿(𝑦∗)∗𝑥 + 𝑦 𝛿(𝑥)  می اگر  تعریف  ,𝑥کنیم.  𝑦 ∈ 𝒜    که𝑥𝑦 = آن0 گاه  ، 

𝑥(𝑦∗)∗ = ,𝜙(𝑥شود و با توجه به فرض نتیجه می 0 𝑦) =  ، داریم  1. 2. بنابر لم 0
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𝜙(𝑥, 𝑦) = 𝜙(𝑥𝑦, 1) = 𝜙(1, 𝑥𝑦) 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜دهیم  . قرار می𝜂 = 𝛿(1) بنابراین . 

𝛿(𝑥𝑦) = 𝑦𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦∗)∗𝑥 − 𝜂∗𝑥𝑦                                    (2 .3)  

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜 همچنین . 

𝛿(𝑦∗𝑥∗)∗ + 𝑥𝑦𝜂 = 𝛿(𝑦∗)∗𝑥 + 𝑦𝛿(𝑥) 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜. شود از این رابطه نتیجه می 

𝛿(𝑦∗𝑥∗) + 𝜂∗𝑦∗𝑥∗ = 𝑥∗𝛿(𝑦∗) + 𝛿(𝑥)∗𝑦∗                                    (2 .4)  

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜 . با قرار دادن𝑦 =  ( خواهیم داشت4. 2) ۀدر رابط 1

𝛿(𝑥∗) + 𝜂∗𝑥∗ = 𝑥∗𝜂 + 𝛿(𝑥)∗ 

 بنابراین   

𝛿(𝑥∗) − 𝑥∗𝜂 = (𝛿(𝑥) − 𝑥𝜂)∗                                    (2 .5)  

𝑥به ازای هر   ∈ 𝒜  .  حال، نگاشت خطی پیوسته𝑑: 𝒜 → 𝒜    را با𝑑(𝑥) = 𝛿(𝑥) − 𝑥𝜂  2)  ۀاز رابطکنیم.  تعریف می .

𝑑(𝑥∗)نگاشت است؛ یعنی  -∗یک    𝑑شود که  ( نتیجه می5 = 𝑑(𝑥)∗    به ازای هر𝑥 ∈ 𝒜  .(،  3.  2)  ۀبا استفاده از رابط

 داریم 

𝑑(𝑥2) = 𝛿(𝑥2) − 𝑥2𝜂 

= 𝑥𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑥∗)∗𝑥 − 𝜂∗𝑥2 − 𝑥2𝜂 

= 𝑥(𝛿(𝑥) − 𝑥𝜂) + (𝛿(𝑥∗)∗ − (𝑥∗𝜂)∗)𝑥 

= 𝑥𝑑(𝑥) + (𝑑(𝑥∗)∗)𝑥 

= 𝑥𝑑(𝑥) + 𝑑(𝑥)𝑥 

ازای هر   𝑥به  ∈ 𝒜  .  پس𝑑  [ بنابر  و  است  پیوسته  و  -∗یک    𝑑  [1یک مشتق جردن  است  پیوسته  𝛿(𝑥)مشتق  =

𝑑(𝑥) + 𝑥𝜂    به ازای هر𝑥 ∈ 𝒜  .  [  4.  1.  6، قضیه  14]بنابر  ،𝑑    عضو  3.  2درونی است و بنابر تذکر    مشتق-∗یک ،

𝜇 ∈ 𝒜   با𝑅𝑒 𝜇 ∈ 𝒜  وجود دارد که𝑑(𝑥) = 𝑥𝜇 − 𝜇𝑥   به ازای هر𝑥 ∈ 𝒜 . 

 است، خواهیم داشت مشتق-∗یک  𝑑( و این واقعیت که  3. 2بنابر )    

𝛿(𝑥𝑦) + 𝜂∗𝑥𝑦 = 𝛿(𝑦𝑥) + 𝜂∗𝑦𝑥 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜.   از طرفی دیگر 

𝛿(𝑥) = 𝑑(𝑥) + 𝑥𝜂 = 𝑥𝜇 − 𝜇𝑥 + 𝑥𝜂 

𝑥به ازای هر  ∈ 𝒜 . با توجه به این روابط داریم 

𝑥𝑦𝜇 − 𝜇𝑥𝑦 + 𝑥𝑦𝜂 + 𝜂∗𝑥𝑦 = 𝑦𝑥𝜇 − 𝜇𝑦𝑥 + 𝑦𝑥𝜂 + 𝜂∗𝑦𝑥 
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,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜. رو از این 

[[𝑥, 𝑦], 𝜇] + 𝜂∗[𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦]𝜂 = 0 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜.   اگر قرار دهیم𝜈 = 𝜇 + 𝜂  آنگاه ،𝛿(𝑥) = 𝑥𝜈 − 𝜇𝑥  به ازای هر𝑥 ∈ 𝒜  ،𝑅𝑒 𝜇 ∈ 𝑍(𝒜)   و 

[[𝑥, 𝑦], 𝜇] + (𝜈 − 𝜇)∗[𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦](𝜈 − 𝜇) = 0 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜. 

,𝜇برعکس، فرض کنیم   𝜈 ∈ 𝒜   موجود باشند که𝛿 (𝑥) = 𝑥𝜈 − 𝜇𝑥  به ازای هر𝑥 ∈ 𝒜  ،𝑅𝑒 𝜇 ∈ 𝑍(𝒜)   و 

[[𝑥, 𝑦], 𝜇] + (𝜈 − 𝜇)∗[𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦](𝜈 − 𝜇) = 0 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜.  به ازای هر با توجه به رابطه بالا، به ازای هر𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜   با𝑥𝑦∗ =  ، داریم 0

−𝜇𝑦∗𝑥 + 𝜈∗𝑦∗𝑥 − 𝜇∗𝑦∗𝑥 + 𝑦∗𝑥𝜈 = 0. 

𝑅𝑒 𝜇با بکارگیری  ∈ 𝑍(𝒜)بینیم که  ، می 

𝑦∗𝛿(𝑥) + 𝛿(𝑦)∗𝑥 = 𝑦∗𝑥𝜈 + 𝜈∗𝑦∗𝑥 − 𝑦∗(𝜇 + 𝜇∗)𝑥 

= 𝑦∗𝑥𝜈 + 𝑣∗𝑦∗𝑥 − 𝜇𝑦∗𝑥 − 𝜇∗𝑦∗𝑥 = 0 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜   که𝑥𝑦∗ =  ◼. لذا اثبات کامل است. 0

 

:𝛿نویمان و  -جبر فون  𝒜  فرض کنید   .5.  2  ۀقضی 𝒜 → 𝒜    پیوسته باشد. در این صورت در    𝛿یک نگاشت خطی 

 کند  شرایط زیر صدق می

  𝑥∗𝑦 = 0 ⟹ 𝛿(y)𝑥∗ + 𝑦𝛿(𝑥)∗ = 0,      (𝑥 , 𝑦 ∈ 𝒜) 

,𝜇اگر و تنها اگر اعضای   𝜈 ∈ 𝒜  موجود باشند به طوری که𝛿(𝑥) = 𝑥𝜇 − 𝜈𝑥   به ازای هر𝑥 ∈ 𝒜، 

𝑅𝑒 𝜇 ∈ 𝑍(𝒜)  و 

[[𝑥, 𝑦], 𝜇] + [𝑥, 𝑦](𝜇 − 𝜈)∗ + (𝜇 − 𝜈)[𝑥, 𝑦] = 0 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜. 

:𝛿فرض کنیم  اثبات.   𝒜 → 𝒜    پیوسته :𝜏در شرایط داده شده صدق کند. نگاشت خطی  𝒜 → 𝒜    با 𝜏(𝑥)را  =

𝛿(𝑥∗)∗ شود که  کنیم. به سادگی دیده میتعریف می 

𝑥, 𝑦 ∈ 𝒜,   𝑥𝑦∗ = 0   ⟹ 𝜏(𝑦)∗ + 𝑦∗𝜏(𝑥) = 0, 

 

,𝜇1کند. بنابراین ، صدق می4.  2در شرایط قضیه    𝜏یعنی  𝜈1 ∈ 𝒜    وجود دارند که𝜏(𝑥) = 𝑥𝜈1 −  𝜇1𝑥    به ازای هر

𝑥 ∈ 𝒜  که𝑅𝑒 𝜇1 ∈ 𝑍(𝒜)  و 

[[𝑥, 𝑦], 𝜇1] + (𝜈1 − 𝜇1)∗[𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦](𝜈1 −  𝜇1) = 0 
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,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜. دهیم  قرار می𝜈 =  −𝜈1
𝜇و   ∗ =  −𝜇1

 ، پس  ∗

𝛿(𝑥∗) = 𝜏(𝑥)∗ 

= (𝑥𝜈1 − 𝜇1𝑥)∗ 

= 𝜈1
∗𝑥∗ − 𝑥∗𝜇1

∗ 

= 𝑥∗𝜇 − 𝜈𝑥∗ 

𝑥به ازای هر  ∈ 𝒜   که𝑅𝑒 𝜇 ∈ 𝑍(𝒜) و 

[[𝑥, 𝑦], 𝜇] + [𝑥, 𝑦](𝜇 − 𝜈)∗ + (𝜇 − 𝜈)[𝑥, 𝑦] = 0 

,𝑥به ازای هر  𝑦 ∈ 𝒜. 

 ◼شود. ، ثابت می4. 2عکس قضیه با روندی مشابه با اثبات عکس قضیه     

𝜈، لزوماً  4.  2توجه شود که در قضیه   − 𝜇 ∈ 𝑍(𝒜)  باشد. برای مثال فرض کنید  نمی𝜂 ∈ 𝒜    طوری باشد که𝜂 ∉

𝑍(𝒜)    و𝜂∗[𝑥, 𝑦] + [𝑥, 𝑦]𝜂 = :𝛿. نگاشت خطی پیوسته  0 𝒜 → 𝒜    را با𝛿(𝑥) = 𝑥𝜂  کنیم. در این  تعریف می

𝜈کند، اما اگر قرار دهیم  صدق می  4.  2در شرایط قضیه    𝛿صورت   = 𝜂    و𝜇 = 𝛿(𝑥)گاه  ، آن0 = 𝑥𝜈 − 𝜇𝑥  (𝑥 ∈ 𝒜) 

𝜈و   − 𝜇 = 𝜂 ∉ 𝑍(𝒜) نیز لزوماً   5. 2. همچنین در قضیه𝜇 − 𝜈 ∈ 𝑍(𝒜) توان با روندی مشابه بالا،  و می باشدنمی

 مثالی آورد.  
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