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Introduction 

  Stochastic equation are one of the most important and applied topics in 

today,s world. It arises in modelling of different problems in science such 

as mathematics, finance, physics, mechanics, biology and so on. In many 

cases they have no explicit form of the solution, so numerical methods 

come to solve the problem and find an appropriate approximation. 

Different basis functions have been used to find an approximation such as block 

pulse functions, hat functions, hybrid functions, wavelet methods and so on. 

We use both modified hat functions (MHFs) and improved hat functions 

(IHFS) and their operational matrices to find approximations for the 

original equation: 

𝑋(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫ 𝜇(𝑠, 𝑡)𝑋(𝑠)𝑑𝑠   + ∑ ∫ 𝜎𝑗(𝑠, 𝑡)𝑋(𝑠)𝑑𝐵𝑗(𝑠),
𝑡

0

𝑛

𝑗=1

                   
𝑡

0

 

where 𝑠, 𝑡 ∈ 𝐷 = [0,1), 𝑋, 𝑓, 𝜇, 𝜎𝑗 , 𝑗 = 1, … , 𝑛  are the stochastic 

processes defined on the same probability space (Ω, 𝐹, 𝑃) and X is 

unknown. Also∫ 𝜇(𝑠, 𝑡)𝑋(𝑠)𝑑𝑠 ,
𝑡

0
 ∫ 𝜎𝑗(𝑠, 𝑡)𝑋(𝑠)𝑑𝐵𝑗(𝑠)

t

0
 , 𝑗 = 1, … , 𝑛 are 

Ito integrals and 𝐵(𝑡) is a Brownian motion. 
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Material and methods 

In this scheme, we expand all known and unknown functions in terms of 

basis functions and replace in the original equation. The operational 

matrices of both bases are calculated and embedded in the equation to 

achieve a linear system of equations which give the expansion coefficients 

of the solution. 

Results and discussion 

We consider some examples to show the accuracy and simplicity of these 

two methods, then compare the proposed method with other methods. 

Moreover, according to error analysis and reported results, we conclude 

that the proposed method were in a good agreement with the exact solution. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 The approximate solution can be easily calculated by solving a 

linear system of equations and using Matlab ۷ . 

 Convergence and error analysis show the reliability and accuracy 

of these methods. 

 
How to cite: Momenzadeh, N., Vahidi, A., Babolian, E. (2023). A numerical method for solving stochastic Ito-Volterra 

integral equation with multi stochastic terms by modified hat functions and improved hat functions. 

Mathematical Researches, 9 (1), 222-245. 
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با استفاده از توابع  یبا چند جمله تصادف یتصادف یولترا تویمعادله انتگرال ا یحل عدد
 افتهیاصلاح شده و بهبود یکلاه ۀیپا
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 چکیده                  اطلاعات مقاله

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 09/09/1399 :افتیدر خیتار

 22/04/1400: بازنگری خیتار

 12/05/1400: رشیپذ خیتار

 30/03/1402: انتشار خیتار

 

  های کلیدی:واژه

  ،ادفیمعادله انتگرال تص

  ،یحرکت براون

  ،شده لاحاص یکلاه ۀیتوابع پا

 ، افتهیبهبود یکلاه ۀیتوابع پا

 ،یاتیعمل سیماتر

 

 

 
 

ۀ یافته برای یافتن جواب تقریبی معادلاصلالالالاح شلالالاده و بهبود هیپایه کلا در این مقاله از توابع

گذاری بردارها و . با جایشلالالاودی اسلالالاتهاده میتصلالالاادفچندجمله با  انتگرال ایتو ولترای تصلالالاادفی

های دو پایه، ویژگیو اسلالالاتهاده از معادله های عملیاتی در و ماتریسهای ضلالالارایس بسلالالا  ماتریس

لاواب آن با نرمست میده دستگاه معادلاتی ب لا لا راحتی قابل افزارهای محاسباتی ریاضی به آید که ج

سبه خواهد بود. هم شده با محا ست مرتبه خطای این روش با دو پایه ذکر  شده ا شان داده  چنین ن

بوده و کارآیی و دقت آن را با حل دو مثال  𝑜(ℎ4)و  𝑜(ℎ3)در نظر گرفتن چند شلالارب به ترتیس 

 نمائیم.لاک پالس و توابع کلاهی بررسی میو مقایسه با روش توابع ب

 

 

 یۀبا استهاده از توابع پا یبا چند جمله تصادف یتصادف یولترا تویمعادله انتگرال ا یحل عدد (.1402)؛ لیاسمع، انیبابل ؛رضایعل، یدیوح ؛ندا، زادهمؤمن: استناد

 .222-245(، 1) 9، های ریاضیپژوهش .افتهیاصلاح شده و بهبود یکلاه
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

[ 2،3،4،5،6] ت. مباحثی در ریاضیا[1شود ]بندی بسیاری از مسائل به معادلات تصادفی ختم میدر دنیای امروز، مدل

فتن جواب یاو... از این قبیل هستند و  [15،16]شناسی زیست [14]، مکانیک [11،12،13]، فیزیک [7،8،9،10] اقتصاد

این ید. یکی از آمی شمارای برای دانشمندان به ی در برخی از آنها، دغدغهود جواب قطعبا توجه به عدم وجتقریبی مناسب 

، [2،17]ع پایه بلاک پالس اند. توابدهبرای این امر به کار گرفته ش مختلفی ۀباشد. توابع پایاستفاده از توابع پایه می اهروش

 .ای از این توابع هستندنمونه [21،22]، موجک ها [19،20]، توابع پایه ترکیبی  [18]کلاهی ۀتوابع پای

انتگرال ایتو  ۀادلجواب مع برای یافتن تقریبهای آنها اصلاح شده و بهبودیافته و ویژگی از توابع پایه کلاهی در این مقاله     

 وع معادله بهکرده و ضمن مقایسه و بررسی خطای این دو روش در حل این نتصادفی استفاده  ۀولترای تصادفی با چند جمل

          .  شد کلاهی در حل عددی دو مثال پرداخته خواهد ۀپایآنها با دو روش توابع پایه بلاک پالس و توابع  ۀمقایس

 :شکل کلی این معادله به صورت زیر است

(1) 

𝑋(𝑡) = 𝑓(𝑡) + ∫ 𝜇(𝑠, 𝑡)𝑋(𝑠)𝑑𝑠   +∑∫ 𝜎𝑗(𝑠, 𝑡)𝑋(𝑠)𝑑𝐵𝑗(𝑠),
𝑡

0

𝑛

𝑗=1

                   
𝑡

0

 

,𝑠 ه در آنک 𝑡 ∈ 𝐷 = 𝑗و  𝜎jو  ،  𝑓،  و   (0,1] = 1, 2, … , 𝑛  فرآیندهای تصادفی تعریف شـده بر روی فضای احتمال ،

,Ω)ان یکس 𝐹, 𝑃)  و𝑋 د. باشنامعلوم می∫ σj
t

0
(s, t)X(s)dBj(s)  و𝑗 = 1, 2, … , 𝑛  ادفی از نوع ایتــو بوده انتگرال تص

𝑗و  𝐵𝑗(𝑡)و = 1, 2, … , 𝑛 .فرآیندهای حرکت براونی هستند 

. در بخش انددهشمعرفی های آنها و ویژگییافته مقاله، توابع پایه کلاهی اصلاح شده و بهبوددوم و سوم این  هایدر بخش

های عددی المثطا و پردازیم. برآورد خ( می1) ادلهاز این توابع پایه برای یافتن جواب تقریبی معچهارم، به روش استفاده 

این روش نیز  مربوط به استفاده از گیرینتیجهگیرند. ی قرار میمباحثی هستند که در بخش های پنجم و ششم مورد بررس

 .در بخش هفتم آمده است

 کلاهی اصلاح شده ۀتوابع پای

مین است. ها نیز هگذاری آنل نامباشند و دلیپایه به شکل کلاه یا مثلث در هر بازه از افراز می ای از توابعتوابع کلاهی دسته

های ارتباطی، انتقال سیگنال های دیجیتال و یافتن تقریب ی سیستمسال و مهندی زیادی در پردازش سیگنااین توابع کاربرده

 .نماییماستفاده میاصلاح درجات بالاتر  از تردقیق هایجوابخاطر پیدا کردن واب معادلات دیفرانسیل و... دارند و به ج

𝑚فرض این که  با ≥ ℎو  2 =
𝑇

𝑚
,0]  ۀ، باز 𝑇) اوی هایی با طول مسرا به زیربازه[𝑖ℎ, (𝑖 + 2)ℎ] و 𝑖 = 0, 2, … , (𝑚 − افراز  (2

نامیم. با توجه به این های این افراز میدوم و محـدود به زیربازه ۀهای از درجایرا مجموعه تمام چنـــدجمله 𝑋𝑚کنیم. می
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𝑚)با مقادیرش در  𝑋𝑚نکته که هر عضو  + 𝑖و  𝑖ℎنقطه  (1 = 0, 1, … ,𝑚 ود، شمشخص می𝑋𝑚  دارای بعد(𝑚 + 1) 

𝑚)است.  + 𝜒از   𝑓باشند و هر تابع به شکل زیر میتابع کلاهی اصلاح شده  (1 = 𝑐3(𝐷) ها تقریب توان با بسط آنرا می

 [24،23زد ]

ℎ0(𝑡) = {

1

2ℎ2
(𝑡 − ℎ)(𝑡 − 2ℎ)      0 ≤ 𝑡 ≤ 2ℎ

بقیه جاها                                             0
  

1فرد و  𝑖چه چنان ≤ 𝑖 ≤ (𝑚 −  باشد، (1

ℎ𝑖(𝑡) = {

−1

ℎ2
(𝑡 − (𝑖 − 1)ℎ)(𝑡 − (𝑖 + 1)ℎ)        (𝑖 − 1)ℎ ≤ 𝑡 ≤ (𝑖 + 1)ℎ

بقیه جاها                                                                              0
  

2زوج و  𝑖چه چنان ≤ 𝑖 ≤ (𝑚 −  باشد، (2

ℎ𝑖(𝑡) =

{
 
 

 
 

1

2ℎ2
(𝑡 − (𝑖 − 1)ℎ)(𝑡 − (𝑖 − 2)ℎ)        (𝑖 − 2)ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑖ℎ

1

2ℎ2
(𝑡 − (𝑖 + 1)ℎ)(𝑡 − (𝑖 + 2)ℎ)        𝑖ℎ ≤ 𝑡 ≤ (𝑖 + 2)ℎ

بقیه جاها                                                                              0

  

 و در نهایت

ℎ𝑚(𝑡) = {

1

2ℎ2
(𝑡 − (𝑇 − ℎ))(𝑡 − (𝑇 − 2ℎ))       𝑇 − 2ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

بقیه جاها                                                                              0
  

 های عملیاتی آنماتریسهای توابع کلاهی اصلاح شده و ویژگی

 ل خطی هستند.توابعی پیوسته و مستق (1

2) ℎi(𝑗ℎ) = {
1        𝑖 = 𝑗
0       𝑖 ≠ 𝑗

 

3) ℎi(𝑡)ℎ𝑗(t) = {
, 𝑖 زوج     0 |𝑖 − 𝑗| ≥ 3

, 𝑖 فرد       0 |𝑖 − 𝑗| ≥ 2
 

4) ∑ ℎ𝑖(𝑡) = 1
𝑚
𝑖=0 

𝐻(𝑡)با فرض  (5 = [ℎ0(𝑡), ℎ1(𝑡), … , ℎ𝑚(𝑡)]
T   داریم 

𝐻(𝑡)𝐻𝑇(𝑡) ≅ (

ℎ0(𝑡)        0            ⋯       0    

0       ℎ1(𝑡)          ⋯         0 
⋮            ⋮            ⋱           ⋮

        0           0             0           ℎ𝑚(𝑡) 

) 
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m)برداری ستونی با  𝑉چه چنان (6 +  مولفه باشد  (1

𝐻(𝑡)𝐻𝑇(𝑡)𝑉 ≅ 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑉)𝐻(𝑡). 

𝑚)ماتریسی  𝐴این که با فرض  (7 + 1) × (𝑚 +  داریمباشد،   (1

𝐻(𝑡)𝑇𝐴𝐻(𝑡) ≅ 𝐻(𝑡)𝑇�̃�,  

𝑚)برداری ستونی با  �̃�که در آن  +  است. 𝐴مولفه قطری ماتریس  (1

 [23] بر حسب توابع پایه کلاهی اصلاح شده به شکل زیر است از  𝑓سط تابع حقیقی ب

(2) 

𝑓(𝑡) ≅ ∑𝑓𝑖ℎ𝑖(𝑡) = 𝐹𝑇𝐻(𝑡)  = 𝐻(𝑡)𝑇𝐹

𝑚

𝑖=0

,     

𝐹که در آن  = [𝑓0, 𝑓1, … , 𝑓𝑚]
𝑇  و𝑓𝑖 = 𝑓(𝑖ℎ)  و𝑖 = 0, 1, … ,𝑚  .به شکل مشابه تابع دو متغیره 𝑔  از𝑐3(D × D)  را می

 توان به شکل زیر بر حسب این توابع پایه نوشت

(3) 

𝑔(𝑠, 𝑡) ≅ 𝐻(𝑠)𝑇𝐺𝐻(𝑡),       

𝑚) ماتریسی 𝐺که  + 1) × (𝑚 + 𝐺ij با درایه های  (1 = 𝑔(𝑖ℎ, 𝑗ℎ)  و𝑖, 𝑗 = 0, 1, … , 𝑚  باشد.می 

 داریم 𝐻(𝑡)گیری از بردار با انتگرال

∫ 𝐻(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑃 𝐻(𝑡)
t

0

, 

𝑃، (𝑚که در آن + 1) × (𝑚 +  [23] باشدمی شده و به شکل زیرگیری نامیده و ماتریس عملیاتی انتگرال (1

(4) 

𝑝 =
ℎ

12

(

 
 
 
 
 

0 5 4 4 4 … 4 4 4 4
0 8 16 16 16 … 16 16 16 16
0 −1 4 9 8 … 8 8 8 8
   ⋱ ⋱ ⋱ ⋱    
   ⋱ ⋱ ⋱ ⋱    
0 0 0 0 0 … −1 4 9 8
0 0 0 0 0 … 0 0 8 16
0 0 0 0 0 … 0 0 −1 4 )
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 داریم 𝐻(𝑡)گیری تصادفی از بردار ا انتگرالب

∫ 𝐻(𝜏)𝑑𝐵(𝜏) = 𝑃𝑠 𝐻(𝑡)
t

0
,  

𝑃s، (𝑚که در آن  + 1) × (𝑚 +  استگیری تصادفی نامیده شده و به شکل زیر و ماتریس عملیاتی انتگرال (1

 (5) 

𝑃𝑠 =

(

 
 
 
 
 
 

0 α1 α2 α2 α2 … α2 α2 α2 α2 

0 𝐵(ℎ) + 𝛽
1,1 

𝛽
2,1

𝛽
2,1

𝛽
2,1

… 𝛽
2,1

𝛽
2,1

𝛽
2,1

𝛽
2,1

0 𝛾
1,2

𝐵(2ℎ) + 𝛾
2,2 

𝛾
3,2

 𝛾
4,2

…  𝛾
4,2

 𝛾
4,2

 𝛾
4,2

 𝛾
4,2

   ⋱ ⋱ ⋱ ⋱    

   ⋱ ⋱ ⋱ ⋱    

0 0 0 0 0 … γ
1,m−2

𝐵(𝑇 − 2ℎ) + 𝛾
2,𝑚−2

𝛾
3,𝑚−2

𝛾
4,𝑚−2

0 0 0 0 0 … 0 0 𝐵(𝑇 − ℎ) + 𝛽
1,𝑚−1

𝛽
2,𝑚−1

0 0 0 0 0 … 0 0 𝛾
1,𝑚 

𝐵(𝑇) + 𝛾
2,𝑚)

 
 
 
 
 
 

           

 و

𝛼1 = −∫
1

2ℎ2
(2𝜏 − 3ℎ)𝐵(𝜏)𝑑𝜏

ℎ

0
, 

𝛼2 = −∫
1

2ℎ2
(2𝜏 − 3ℎ)𝐵(𝜏)𝑑𝜏

2ℎ

0

, 

𝛽1,𝑖 = ∫
1

ℎ2
(2𝜏− 2𝑖ℎ)𝐵(𝜏)𝑑𝜏,

𝑖ℎ

(𝑖−1)ℎ

 

𝛽2,𝑖 = ∫
1

ℎ2
(2𝜏 − 2𝑖ℎ)𝐵(𝜏)𝑑𝜏,

(𝑖+1)ℎ

(𝑖−1)ℎ

 

𝛾1,i = −∫
1

2ℎ2
(2𝜏 − (2𝑖 − 3)ℎ)𝐵(𝜏)𝑑𝜏,

(𝑖−1)ℎ

(𝑖−2)ℎ

 

𝛾2,i = −∫
1

2ℎ2
(2𝜏 − (2𝑖 − 3)ℎ)𝐵(𝜏)𝑑𝜏

𝑖ℎ

(𝑖−2)ℎ

, 

𝛾3,i = −∫

1

2ℎ2
(2𝜏 − (2𝑖 − 3)ℎ)𝐵(𝜏)𝑑𝜏 − ∫

1

2ℎ2
(2𝜏 − (2𝑖 + 3)ℎ)𝐵(𝜏)𝑑𝜏,

(𝑖+1)ℎ

𝑖ℎ

𝑖ℎ

(𝑖−2)ℎ

 

𝛾4,i = −∫
1

2ℎ2
(2𝜏 − (2𝑖 − 3)ℎ)𝐵(𝜏)𝑑𝜏 − ∫

1

2ℎ2
(2𝜏 − (2𝑖 + 3)ℎ)𝐵(𝜏)𝑑𝜏

(𝑖+2)ℎ

𝑖ℎ

𝑖ℎ

(𝑖−2)ℎ
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 یافتهکلاهی بهبود ۀتوابع پای

,𝑖ℎ]های روی زیربازه سوم بوده و بر ۀاین دسته از توابع از درج (𝑖 + 3)ℎ]  و𝑖 = 0, 3, … , (𝑚 − شوند. تعریف می (3

𝑚بوده و  3ضریبی از  𝑚فرض این که  با ≥ 3  ،(𝑚 +  شوندمی تابع پایه کلاهی بهبودیافته به صورت زیر تعریف (1

[24،25] 

 

𝑧0(𝑡) = {

−1

6ℎ3
(𝑡 − ℎ)(𝑡 − 2ℎ)(𝑡 − 3ℎ)      0 ≤ 𝑡 ≤ 3ℎ

بقیه جاها                                                             0
 

 

𝑖اگر  = 3𝑘 − 1و  2 ≤ 𝑘 ≤
𝑚

3
، 

𝑧𝑖(𝑡) = {

1

2ℎ3
(𝑡 − (𝑖 − 1)ℎ)(𝑡 − (𝑖 + 1)ℎ)(𝑡 − (𝑖 + 2)ℎ)       (𝑖 − 1)ℎ ≤ 𝑡 ≤ (𝑖 + 2)ℎ

بقیه جاها                                                                                            0
 

 

𝑖چه چنان = 3𝑘 − 1و  1 ≤ 𝑘 ≤
𝑚

3
، 

𝑧𝑖(𝑡) = {

−1

2ℎ3
(𝑡 − (𝑖 − 2)ℎ)(𝑡 − (𝑖 − 1)ℎ)(𝑡 − (𝑖 + 1)ℎ)       (𝑖 − 2)ℎ ≤ 𝑡 ≤ (𝑖 + 1)ℎ

بقیه جاها                                                                                            0
 

 

𝑖اگر  = 3𝑘  1و ≤ 𝑘 ≤
𝑚

3
− 1، 

𝑧𝑖(𝑡) =

{
 
 

 
 
1

6ℎ3
(𝑡 − (𝑖 − 3)ℎ)(𝑡 − (𝑖 − 2)ℎ)(𝑡 − (𝑖 − 1)ℎ        (𝑖 − 3)ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑖ℎ

−1

6ℎ3
(𝑡 − (𝑖 + 1)ℎ)(𝑡 − (𝑖 + 2)ℎ)(𝑡 − (𝑖 + 3)ℎ        𝑖ℎ ≤ 𝑡 ≤ (𝑖 + 3)ℎ

بقیه جاها                                                                                           0
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𝑚) و +  امین پایه به شکل زیر است (1

𝑧𝑚(𝑡) = {

1

6ℎ3
(𝑡 − (𝑇 − ℎ))(𝑡 − (𝑇 − 2ℎ))(𝑡 − (𝑇 − 3ℎ))      𝑇 − 3ℎ ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

بقیه جاها                                                                                               0
 

 های عملیاتی آنیافته و ماتریسهای توابع کلاهی بهبودویژگی

 ند.توابعی پیوسته و مستقل خطی هست (1

2) zi(𝑗ℎ) = {
1        𝑖 = 𝑗
0       𝑖 ≠ 𝑗

 

3) ∑ zi(𝑡) = 1
𝑚
𝑖=0 

𝑍(𝑡)با فرض (4 = [𝑧0(𝑡), 𝑧1(𝑡), … , 𝑧𝑚(𝑡)]
T   داریم 

𝑍(𝑡)𝑍𝑇(𝑡) ≅ (

𝑧0(𝑡)        0            ⋯       0    

0       𝑧1(𝑡)          ⋯         0 
⋮            ⋮            ⋱           ⋮

        0           0             0           𝑧𝑚(𝑡) 

) 

m)برداری با  𝑉چه چنان (5 +  مولفه باشد  (1

𝑍(𝑡)𝑍𝑇(𝑡)𝑉 ≅ 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑉)𝑍(𝑡). 

𝑚)ماتریسی  𝐾با فرض این که  (6 + 1) × (𝑚 +  داریمباشد،   (1

𝑍(𝑡)𝑇𝐾𝑍(𝑡) ≅ 𝑍(𝑡)𝑇𝐾,  

𝑚)برداری ستونی با  �̃�در آن که   +  است. 𝐾مولفه قطری ماتریس  (1

 [25] بر حسب توابع پایه کلاهی بهبود یافته به شکل زیر است 𝐷بر روی  𝑝بسط تابع حقیقی 

(6) 

𝑝(𝑡) ≅ ∑𝑝𝑖𝑧𝑖(𝑡) = 𝑃𝑇𝑍(𝑡) = 𝑍(𝑡)𝑇𝑃,

𝑚

𝑖=0

 

𝑃که در آن  = [𝑝0, 𝑝1, … , 𝑝𝑚]
𝑇  و𝑝𝑖 = 𝑝(𝑖ℎ)  و𝑖 = 0, 1, … ,𝑚  .به شکل مشابه تابع دو متغیره 𝑘(𝑠, 𝑡)  ازD ×

D  نوشتبه صورت زیر را می توان بر حسب این توابع پایه 

(7) 
𝑘(𝑠, 𝑡) ≅ 𝑍(𝑠)𝑇𝐾𝑍(𝑡) ,  

𝑚) ماتریسی 𝐾 که در آن + 1) × (𝑚 + 𝐾ij هایبا درایه  (1 = 𝑘(𝑖ℎ, 𝑗ℎ)  و𝑖, 𝑗 = 0, 1, … , 𝑚 باشد.می 
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 [25] آیدمی دسته که در رابطه زیر صدق می کند ب ′𝑃گیری ، ماتریس عملیاتی  انتگرال 𝑍(𝑡)گیری از بردار با انتگرال

∫ 𝑍(𝜏)𝑑𝜏 = 𝑃′ 𝑍(𝑡)
t

0
, 

 و

(8) 

𝑃′ =
ℎ

24

(

 
 
 
 
 

 0   𝑞1
′ 𝑞2

′ 𝑞2
′ 𝑞2

′ … 𝑞2
′ 

 0  
 0  
  0   
0 
⋮
0

 

𝑝1
′

0  
0  
0 
⋮
0

𝑝2
′

𝑝1
′

0 
0 
⋮
0

𝑝3
′

𝑝2
′

𝑝1
′

0 
⋮
0

𝑝3
′

𝑝3
′

𝑝2
′

𝑝1
′

⋮
0

…
……
…

⋱
0

𝑝3
′ 

𝑝3
′ 

𝑝3
′ 

𝑝3
′ 
⋮
𝑝1
′ )

 
 
 
 
 

               

 که در آن

𝑞1
′ = 𝑞2و  (  9   8   9)

′ = 𝑝1  و(9   9   9 )
′ = (

19    32    27 
−5    8    27  
1     0      9

) , 𝑝2
′ = ( 

27    27    27  
27    27     27  
18    17    18  

) 

 𝑝3
′ = ( 

27    27    27  
27    27     27  
18    18    18  

ــا توجــ ₀و  ( ــب ـــفر ه محــه ب 3ل قرارگرفتنش مــاتریس ص × ـــفر  و یــا بردار 3 3ص × 1                

 باشد.می

𝑝𝑠گیری تصادفی، ماتریس عملیاتی انتگــــرال
به صورت زیر  آیددست میه ب 𝑍(𝑡)ادفی از بردار که از گرفتن انتگرال تص ′

 [25]است 

∫ 𝑍(𝜏)𝑑𝐵(𝜏) = 𝑃𝑠
′ 𝑍(𝑡)

t

0
, 

 و

(9) 

𝑃𝑠
′ =

(

 
 
 
 
 

 0 𝑞𝑠1
′ 𝑞𝑠2

′ 𝑞𝑠2
′ 𝑞𝑠2

′ … 𝑞𝑠2
′

 0 
  0 

 

 0
 0
 ⋮
 0

𝑝𝑠1
′

 0 
 0 
 0
 ⋮
 0

𝑝𝑠2
′

𝑝𝑠1
′

0
 0
 ⋮
 0

𝑝𝑠3
′

𝑝𝑠2
′

𝑝𝑠1
′

 0
 ⋮
 0

𝑝𝑠3
′

𝑝𝑠3
′

𝑝𝑠2
′

𝑝𝑠1
′

 
⋮
 0

…
……
…

 ⋱
0

𝑝𝑠3
′

𝑝𝑠3
′

𝑝𝑠3
′

𝑝𝑠3
′

⋮
𝑝𝑠1

′)
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 که در آن

𝑞𝑠1 = (α0,1  α0,2   α0,3)  و𝑞𝑠2 = (α0,3  α0,3   α0,3) 

𝑝𝑠1
′ = (

𝐵(𝑖ℎ) + 𝛼𝑖,𝑖
𝛽𝑖,𝑖−1
γ𝑖,𝑖−2

α𝑖,𝑖+1
𝐵(𝑖ℎ) + 𝛽𝑖,𝑖
γ𝑖,𝑖−1

α𝑖,𝑖+2
𝛽𝑖,𝑖+1

𝐵(𝑖ℎ) + 𝛾𝑖,𝑖

𝑝𝑠2و  (
′ = (

𝛼𝑖,𝑖+2
𝛽𝑖,𝑖+1
γ𝑖,𝑖+1

𝛼𝑖,𝑖+2
𝛽𝑖,𝑖+1
γ𝑖,𝑖+2

α𝑖,𝑖+2
𝛽𝑖,𝑖+1
𝛾𝑖,𝑖+3

𝑝𝑠3و  (
′ =

(

𝛼𝑖,𝑖+2
𝛽𝑖,𝑖+1
γ𝑖,𝑖+3

𝛼𝑖,𝑖+2
𝛽𝑖,𝑖+1
γ𝑖,𝑖+3

α𝑖,𝑖+2
𝛽𝑖,𝑖+1
𝛾𝑖,𝑖+3

 و (

𝛼0,j(ℎ) =
1

6ℎ3
∫ (3𝜏2 − 12𝜏ℎ + 11ℎ2)𝐵(𝜏)𝑑𝜏 , 𝑗 = 1, 2, 3
𝑗ℎ

0

 

𝑖اگر  = 3𝑘 − 1و  2 ≤ 𝑘 ≤
𝑚

3
𝑗و   = 𝑖, 𝑖 + 1, 𝑖 + 2 ، 

𝛼𝑖,𝑗(ℎ) =
−1

2ℎ3
∫ (3𝜏2 − (6𝑖 + 4)ℎ𝜏 + (3𝑖2 + 4𝑖 − 1)ℎ2)𝐵(𝜏)𝑑𝜏
𝑗ℎ

(𝑖−1)ℎ

, 

 

𝑖چه چنان = 3𝑘 − 1و  1 ≤ 𝑘 ≤
𝑚

3
𝑗و   = 𝑖 − 1, 𝑖, 𝑖 + 1 ، 

𝛽𝑖,𝑗(ℎ) =
1

2ℎ3
∫ (3𝜏2 − (6𝑖 − 4)ℎ𝜏 + (3𝑖2 − 4𝑖 − 1)ℎ2)𝐵(𝜏)𝑑𝜏
𝑗ℎ

(𝑖−2)ℎ

, 

𝑖اگر  = 3𝑘  1و ≤ 𝑘 ≤
𝑚

3
− 𝑗و  1 = 𝑖 − 2, 𝑖 − 1, 𝑖  

𝛾𝑖,𝑗(ℎ) =
−1

6ℎ3
∫ (3𝜏2 − (6𝑖 − 12)ℎ𝜏 + (3𝑖2 − 12𝑖 + 11)ℎ2)𝐵(𝜏)𝑑𝜏
𝑗ℎ

(𝑖−3)ℎ

, 

𝑗 و برای = 𝑖 + 1, 𝑖 + 2, 𝑖 + 3 

𝛾𝑖,𝑗(ℎ) =
−1

6ℎ3
∫ (3𝜏2 − (6𝑖 − 12)ℎ𝜏 + (3𝑖2 − 12𝑖 + 11)ℎ2)𝐵(𝜏)𝑑𝜏    
𝑖ℎ

(𝑖−3)ℎ

−∫ (3𝜏2 − (6𝑖 + 12)ℎ𝜏 + (3𝑖2 + 12𝑖 + 11)ℎ2)𝐵(𝜏)𝑑𝜏
𝑗ℎ

𝑖ℎ

, 

3صفر  با توجه به محل قرارگرفتنش در آن ماتریس ₀و  × 3صفر  و یا بردار 3 ×   باشد.می 1
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 عددیروش 

 زیر را که درصدد یافتن جواب تقریبی برای آن هستیم را در نظر بگیرید ۀمعادل

 

X(t) = f(t) + ∫ μ(s, t)X(s)ds + ∑ ∫ σj(s, t)X(s)dBj(s),   t ∈ D
t

0
n
j=1   

t

0
  

 

( و 2ه توضیح آن در )کلاهی اصلاح شده ک ۀدست آمده بر حسب توابع پایه را با تقریب ب فوقتمام توابع موجود در معادله 

 نمائیم.( آمده است، جایگزین می3)

(10) 
X(t) ≅ XTH(t) = H(t)TX,   

(11) 

f(t) ≅ FTH(t) = H(t)TF ,      
(12) 

μ(s, t) ≅ H(t)TμTH(s) = H(s)Tμ H(t),  
(13) 

σj(s, t) ≅ H(t)
T∆j

TH(s) = H(s)T∆j H(t),     j = 1, 2, … , n.                              

 آیددست میه در معادله ب (10)-(13های )گذاری تقریبپس از جایتقریب زیر 

H(t)TX ≅ H(t)TF + (∫ H(t)TμTH(s)H(s)TXds
t

0
)  

     +∑ (∫ H(t)T∆j
TH(s)H(s)TXdBj(s)

t

0
) ,n

j=1    

 اند.آمدهست ده (، ب7) ۀهای عملیاتی و ویژگی شمار(، جایگذاری ماتریس6) ۀبا استفاده از ویژگی شمارروابط زیر 

(14) 
H(t)TX ≅ H(t)TF + H(t)TμTdiag(X)(∫ H(s)ds)  

t

0
  

   +∑ H(t)T∆j
Tdiag(X)(∫ H(s)dBj(s)) ,

t

0
n
j=1  

(15) 

H(t)TX ≅ H(t)TF + H(t)TμTdiag(X)PH(t)  

    + ∑ H(t)T∆j
Tdiag(X)PsH(t) ,   

n
j=1  

(16) 

H(t)TX ≅ H(t)TF + H(t)TÃ + ∑ H(t)TBj̃,
n
j=1  
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A(، 16) ۀکه در معادل = μTdiag(X)P  وBj = ∆j
Tdiag(X)Ps   وj = 1, 2, … , n تقلال خطی ما را قادر به . ویژگی اس

که جواب آن ضرایب بسط  آیددست میه به = دستگاه معادلات خطی زیر ب و با تغییر  بالا کرده ۀاز رابط H(t)Tحذف

X(t) باشد.سبه میافزارهای ریاضی به راحتی قابل محابرحسب توابع پایه کلاهی اصلاح شده بوده و با نرم 

X = F + Ã + ∑ Bj̃
n
j=1, 

ی است بردار توابع کلاهی بهبود یافته مانند توابع کلاهی اصلاح شده بوده و کاف ۀروش پیدا کردن تقریب جواب با توابع پای

Psو ′Z(t)  ، Pهای عملیاتی را به پایه و ماتریس
 تغییر دهیم. ′

 بررسی خطا

رای تصادفی با چند جمله تلیز خطای هر دو روش مطرح شده برای حل معادله انتگرال ایتو ولدر این قسمت به بررسی و آنا

.∥  پردازیم. منظور ازمی تصادفی  شودمی به شکل زیر تعریف 𝑓نرمی است که برای تابع پیوسته  ∥

∥ 𝑓 ∥= sup
𝑡∈𝐷

|𝑓(𝑡)|. 

𝑡𝑗فرض کنید [26] :1 ۀقضی = 𝑗ℎ  و𝑗 = 0, 1, … ,𝑚  و𝑓 ∈ 𝜒  و𝑓𝑚  بسط تابع𝑓 اصلاح شده  بر حسب توابع پایه کلاهی

𝑓𝑚باشد که به صورت  = ∑ 𝑓(𝑡𝑗)ℎ𝑗(𝑡)
𝑚
𝑗=0  چنین و هم دست می آیدهب𝑒𝑚(𝑡)  را برای𝑡 ∈ 𝐷  برابر𝑓(𝑡) − 𝑓𝑚(𝑡)  در نظر

 گاه بگیرید. آن

∥ 𝑒𝑚 ∥≤
ℎ3

9√3
∥ 𝑓(3) ∥ . 

 فرض کنید[ 26] :2ۀیقض

 𝑠𝑗 = 𝑡j = 𝑗ℎ  و𝑗 = 0, 1, … ,𝑚 و𝜇 ∈ 𝑐3(𝐷 × 𝐷)   و𝜇𝑚(𝑠, 𝑡) = ∑ ∑ 𝜇(𝑠𝑖 , 𝑡𝑗)
𝑚
𝑗=0

𝑚
𝑖=0 ℎ𝑖(𝑠)ℎ𝑗(𝑡)  

,𝑒𝑚(𝑠چنین فرض کنید هم .بر حسب توابع پایه کلاهی اصلاح شده باشد 𝜇بسط تابع  𝑡) = 𝜇(𝑠, 𝑡) − 𝜇𝑚(𝑠, 𝑡) گاهآن 

∥ 𝑒𝑚 ∥≤
ℎ3

9√3
(∥ 𝜇𝑠

(3) ∥ +∥ 𝜇𝑡
(3) ∥) +

ℎ6

243
∥ 𝜇s,t

(3+3) ∥ . 
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𝑡𝑗فرض کنید  [25] :3 ۀقضی = 𝑗ℎ  و𝑗 = 0, 1, … ,𝑚  و𝑔 ∈ 𝑐4(𝐷)  و𝑔m  بسط تابع𝑔  بر حسب توابع پایه کلاهی

𝑔𝑚یافته باشد که به صورت بهبود = ∑ 𝑔(𝑡𝑗)𝑧𝑗(𝑡)
𝑚
𝑗=0  چنین آید و همدست میه ب𝑒𝑚(𝑡)  را برای𝑡 ∈ 𝐷  برابر

𝑔(𝑡) − 𝑔𝑚(𝑡) گاه در نظر بگیرید. آن 

∥ 𝑒𝑚 ∥≤
3ℎ4

128
∥ 𝑓(4) ∥ . 

 فرض کنید [25] :4 ۀقضی

𝑠𝑗 = 𝑡j = 𝑗ℎ  و𝑗 = 0, 1, … ,𝑚  و𝑟 ∈ 𝑐4(𝐷 × 𝐷)  و𝑟𝑚(𝑠, 𝑡) = ∑ ∑ 𝑟(𝑠𝑖 , 𝑡𝑗)
𝑚
𝑗=0

𝑚
𝑖=0 𝑧𝑖(𝑠)𝑧𝑗(𝑡) 

 .یافته باشدبر حسب توابع پایه کلاهی بهبود 𝑟بسط تابع 

,𝑒𝑚(𝑠رض کنید فن چنیهم 𝑡) = 𝑟(𝑠, 𝑡) − 𝑟𝑚(𝑠, 𝑡)  گاه آن 

∥ 𝑒𝑚 ∥≤
3ℎ4

128
(∥ 𝑟𝑠

(4) ∥ +∥ 𝑟𝑡
(4) ∥) +

9ℎ8

16384
∥ 𝑟s,t

(4+4) ∥ . 

 ط آن بر حسب توابع پایه کلاهی اصلاح شده باشد وبس 𝑋𝑚( و 1) ۀجواب معادل 𝑋فرض کنید  :5 ۀقضی

1) ∥ 𝑋 ∥≤ 𝜌, 
2) ∥ 𝜇 ∥≤ 𝐾, 
3) ∥ 𝜎𝑗 ∥≤ 𝑀𝑗 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛, 

4)(𝐾 + 𝛾(ℎ))𝑇 +∑(𝑀𝑗 + 𝜆𝑗(ℎ)) ∥ 𝐵𝑗 ∥< 1

𝑛

𝑗=1

, 

 گاهآن

∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥  ≤
Γ(ℎ) + 𝜌𝛾(ℎ) + 𝜌∑ 𝜆𝑗(ℎ) ∥ 𝐵𝑗 ∥

𝑛
𝑗=1

1 − (𝑇(𝐾 + 𝛾(ℎ)) + ∑ (𝑀𝑗 + 𝜆𝑗(ℎ)) ∥ 𝐵𝑗 ∥)
𝑛
𝑗=1

  , 

∥و در نتیجه  𝑋 − 𝑋𝑚 ∥= 𝑜(ℎ3) که در آن 

Γ(ℎ) =
ℎ3

9√3
∥ 𝑓(3) ∥ , 

𝛾(ℎ) =
ℎ3

9√3
(∥ 𝜇𝑠

(3) ∥ +∥ 𝜇𝑡
(3) ∥) +

ℎ6

243
∥ 𝜇s,t

(3+3) ∥ , 

𝜆𝑗(ℎ) =
ℎ3

9√3
(∥ 𝜎𝑗𝑠

(3) ∥ +∥ 𝜎𝑗𝑡
(3) ∥) +

ℎ6

243
∥ 𝜎𝑗s,t

(3+3) ∥ , 
𝑗 = 1, 2, … , 𝑛. 
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 ( داریم1) ۀبا توجه به معادل برهان:

(17) 

𝑋(𝑡) − 𝑋𝑚(𝑡) = 𝑓(𝑡) − 𝑓𝑚(𝑡)   + ∫ (𝜇(𝑠, 𝑡)𝑋(𝑠)𝑑𝑠 − 𝜇𝑚(𝑠, 𝑡)𝑋𝑚(𝑠))𝑑𝑠
𝑡

0

 

+∑∫ (𝜎𝑗(𝑠, 𝑡)𝑋(𝑠)𝑑𝑠 − 𝜎𝑗𝑚
(𝑠, 𝑡)𝑋𝑚(𝑠)) 𝑑𝐵𝑗(𝑠),        

𝑡

0

𝑛

𝑗=1

 

 و با فرض 

𝑁 = sup
𝑠,𝑡∈𝐷

|𝜇(𝑠, 𝑡)𝑋(𝑠) − 𝜇𝑚(𝑠, 𝑡)𝑋𝑚(𝑠)| , 

 و
𝑁𝑗 = sup

𝑠,𝑡∈𝐷
|𝜎𝑗(𝑠, 𝑡)𝑋(𝑠) − 𝜎𝑗𝑚

(𝑠, 𝑡)𝑋𝑚(𝑠)| , 

 ( خواهیم داشت17) ۀو در نظر گرفتن معادل

(18) 

|𝑋(𝑡) − 𝑋𝑚(𝑡)| ≤ |𝑓(𝑡) − 𝑓𝑚(𝑡)| + 𝑡𝑁 +∑|𝐵𝑗(𝑡)|𝑁𝑗 ,  

𝑛

𝑗=1

 

 

 آینددست میه به شکل زیر ب 𝑁𝑗و  𝑁،کران بالا برای  5 ۀهای قضیفرضو  2و  1با استفاده از قضایای 

𝑁 ≤∥ 𝜇 ∥∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥ +∥ 𝜇 − 𝜇𝑚 ∥ (∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥ +∥ 𝑋 ∥) 

≤∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥ (𝐾 + 𝛾(ℎ)) + 𝛾(ℎ)𝜌, 

 و

𝑁𝑗 ≤∥ 𝜎𝑗 ∥∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥ +∥ 𝜎𝑗 − 𝜎𝑗𝑚 ∥ (∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥ +∥ 𝑋 ∥) 

    ≤∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥ (𝑀𝑗 + 𝜆𝑗(ℎ)) + 𝜆𝑗(ℎ)𝜌 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛, 

 ( خواهیم داشت18) ۀها در رابطبا جایگذاری آن که

∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥ ≤ Γ(ℎ) + 𝑇( (𝐾 + 𝛾(ℎ)) ∥ 𝑋 − 𝑋𝑚  ∥ +𝜌𝛾(ℎ))                           

  +∑ ∥ 𝐵𝑗 ∥

𝑛

𝑗=1

((𝑀𝑗 + 𝜆𝑗(ℎ)) ∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥ +𝜆𝑗(ℎ)𝜌), 
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  رسیمزیرکه در صدد اثبات آن بودیم، می ۀجایی جملات مشابه، به رابطبا جابه

∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥   ≤
Γ(ℎ) + 𝜌𝛾(ℎ) + 𝜌∑ 𝜆𝑗(ℎ) ∥ 𝐵𝑗 ∥

𝑛
𝑗=1

1 − (𝑇(𝐾 + 𝛾(ℎ)) + ∑ (𝑀𝑗 + 𝜆𝑗(ℎ)) ∥ 𝐵𝑗 ∥)
𝑛
𝑗=1

 , 

𝜆𝑗(ℎ), 𝑗و  Γ(ℎ)  ،𝛾(ℎ)در تمام جملات  ℎ3و با توجه به این که = 1, 2, … , 𝑛  ه گرفت که توان نتیجمشترک است، می

∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥= 𝑜(ℎ3). 

 یافته باشد وکلاهی بهبود ۀط آن بر حسب توابع پایبس 𝑋𝑚( و 1) ۀجواب معادل 𝑋فرض کنید  :6 ۀقضی

1) ∥ 𝑋 ∥≤ 𝛼, 

2) ∥ 𝜇 ∥≤ 𝛽, 
3) ∥ 𝜎𝑗 ∥≤ 𝐿𝑗 , 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛, 

4) 𝑇(𝛽 + 𝜌(ℎ)) +∑(𝐿𝑗 + 𝜂𝑗(ℎ)) ∥ 𝐵𝑗 ∥< 1

𝑛

𝑗=1

, 

 گاهآن

∥ 𝑋 − 𝑋𝑚 ∥    ≤
Γ(ℎ) + 𝛼𝜌(ℎ) + 𝛼∑ 𝜂𝑗(ℎ) ∥ 𝐵𝑗 ∥

𝑛
𝑗=1

1 − (𝑇(𝛽 + 𝜌(ℎ)) + ∑ (𝐿𝑗 + 𝜂𝑗(ℎ)) ∥ 𝐵𝑗 ∥)
𝑛
𝑗=1

 , 

∥و در نتیجه  𝑋 − 𝑋𝑚 ∥= 𝑜(ℎ4) که در آن 

Γ(ℎ) =
3ℎ4

128
∥ 𝑓(4) ∥ , 

𝜌(ℎ) =
3ℎ4

128
(∥ 𝜇𝑠

(4) ∥ +∥ 𝜇𝑡
(4) ∥) +

9ℎ8

16384
∥ 𝜇s,t

(4+4) ∥ , 

𝜂𝑗(ℎ) =
3ℎ4

128
(∥ 𝜎𝑗𝑠

(4) ∥ +∥ 𝜎𝑗𝑡
(4) ∥) +

9ℎ8

16384
∥ 𝜎𝑗s,t

(4+4) ∥ , 
𝑗 = 1, 2, … , 𝑛. 

 شود.استفاده می 4و 3بوده با این تفاوت که در آن از قضایای  5 ۀقضی اثباتاثبات شبیه به برهان: 

 های عددیمثال
ـــان دادن  کاربردی بوبرای نش ثال میدن دقت و همچنین  به حل دو م ـــافزار مورد اپردازیم. نرمروش  فادهس  و روش ت

 باشد.می [27]و منبع  7نویسی، متلببرنامه

 فرض کنید :1مثال 
𝑋(𝑡) = 𝑋0 + ∫ 𝑟𝑋(𝑠)𝑑𝑠 + ∑ ∫ 𝛼𝑗𝑋(𝑠)𝑑𝐵𝑗(𝑠) , 𝑠, 𝑡 ∈ [0,1)

𝑡

0
𝑛
𝑗=1

𝑡

0
, 

 له تصادفی باشد. جواب دقیق این معادله برابر با انتگرال ایتو ولترای تصادفی با چند جم ۀمعادل

𝑋(𝑡) = 𝑋0𝑒
(𝑟−

1

2
∑ 𝛼𝑗

2)𝑡+∑ 𝛼𝑗𝐵𝑗(𝑡)
𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑗=1 , 
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ـــد که درآن می ـــای 𝑋باش ـــده بر روی فض ـــادفی تعریف ش ,𝛺)احتمال فرآیند تص 𝐹, 𝑃)  بوده و𝐵𝑗(𝑡) و𝑗 = 1, 2, … , 𝑛   

𝑋0ونی هســتند. خطای عددی موجود در مثال فوق برای فرآیندهای حرکت برا =
1

200
𝑟و    =

1

20
  ،𝛼1 =

1

50
𝛼2و   =

2

50
و  

𝛼3 =
4

50
𝛼4و   =

9

50
  آمده است. 2و  1 ۀدر جداول شمار 

𝑚، خطای روش اول را به ازای 1 ۀجدول شمار = 𝑚و  10 = روش دوم  طایگر خ، بیان2 ۀدول شماردهد. جنشان می 40

𝑚به ازای  = 𝑚و  15 = گر نشان 4-1 ۀهای شماردو جدول تعداد تکرار بوده و شکل در هر  𝑘می باشد. منظور از  30

 باشد.دست آمده از دو روش به ازای تعداد مختلف پایه میه های بجواب
 

 

 

 
 

 

 مده با روشآبدست   جواب __ جواب دقیق و  .  _.  _: 1شکل

 m=10اصلاح شده برای مثال اول و به ازای توابع کلاهی

 

 
 

 س

 

 

 

 دست آمده با روشه جــــواب ب __  جواب دقیق و .  _.  _:  2شکل

 m=40توابع کلاهی اصلاح شده برای مثال اول و به ازای

 
 

 

 

 
 

 

 دست آمده با روشه جــــواب ب __  جواب دقیق و .  _.  _:  3شکل

 m=15برای مثال اول و به ازای توابع کلاهی بهبود یافته
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 دست آمده با روشه جــــواب ب  __  جواب دقیق و  . _.  _:  4شکل

 m=30توابع کلاهی بهبود یافته برای مثال اول و به ازای
 

 برای روش توابع پایه کلاهی اصلاح شده 1نتایج عددی مثال: 1جدول شماره
k=15 

 نقاط

m=40 m=10 
خطای روش 

لاهی توابع ک

 اصلاح شده

خطای روش 

 توابع کلاهی

خطای روش 

توابع بلاک 

 پالس

خطای روش 

توابع کلاهی 

 اصلاح شده

خطای روش 

 توابع کلاهی

خطای روش 

توابع بلاک 

 پالس

0 0 3.6e-5 0 0 7.9e-5 0 

1.0e-5 1.3e-5 1.6e-5 8.9e-6 1.6e-5 5.4e-5 0.1 

2.2e-5 3.4e-5 6.6e-5 1.5e-5 3.9e-5 1.4e-4 0.2 

3.8e-5 8.2e-5 1.7e-6 3.8e-5 9.1e-5 1.1e-5 0.3 

5.1e-5 1.2e-4 7.4e-5 3.7e-5 1.3e-4 1.9e-4 0.4 

6.5e-5 1.7e-4 8.9e-5 6.7e-5 1.9e-4 7.2e-5 0.5 

7.9e-5 2.5e-4 4.8e-5 6.2e-5 2.7e-4 7.1e-5 0.6 

9.6e-5 3.2e-4 4.8e-5 9.0e-5 3.5e-4 1.0e-4 0.7 

1.0e-4 2.5e-4 1.2e-4 8.2e-5 2.9e-4 9.7e-5 0.8 

1.1e-4 2.4e-5 5.2e-5 1.0e-4 2.8e-4 5.7e-5 0.9 

1.1e-4 1.9e-4 5.1e-3 9.4e-5 2.3e-4 1.0e-4 1 

 

 برای روش توابع پایه کلاهی بهبود یافته 1نتایج عددی مثال: 2 ۀجدول شمار
k=20 

 نقاط

m=30 m=15 
خطای روش 

توابع کلاهی 

 یافتهبهبود

خطای روش 

 توابع کلاهی

خطای روش 

توابع بلاک 

 پالس

خطای روش 

توابع کلاهی 

 یافتهبهبود

خطای روش 

 توابع کلاهی

خطای روش 

توابع بلاک 

 پالس

0 0 4.4e-6 0 0 1.6e-5 0 

9.4e-6 1.3e-5 1.8e-5 2.5e-6 3.0e-7 1.1e-5 0.1 

1.9e-5 3.1e-5 6.7e-5 2.1e-5 3.4e-5 1.0e-4 0.2 

3.0e-5 7.3e-5 9.2e-6 2.2e-5 5.6e-5 3.1e-5 0.3 

4.1e-5 1.1e-4 7.1e-5 4.3e-5 1.2e-4 1.1e-4 0.4 

5.3e-5 1.5e-4 9.1e-5 5.1e-5 1.5e-4 5.3e-5 0.5 

6.3e-5 2.1e-4 9.4e-5 6.5e-5 2.2e-4 8.3e-5 0.6 

7.4e-5 2.7e-4 5.7e-5 2.7e-5 2.2e-4 7.5e-5 0.7 

8.7e-5 2.4e-4 1.1e-4 8.8e-5 2.5e-4 1.2e-4 0.8 

9.8e-5 2.4e-4 4.9e-5 5.5e-5 1.9e-4 9.7e-5 0.9 

1.0e-4 2.0e-4 7.3e-5 1.0e-4 2.2e-4 1.0e-4 1 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-0
3-

09
 ]

 

                            18 / 24

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3156-en.html


 
 1402اول،  ، شمارهنهم دوره ،های ریاضیپژوهش         

 
 

240 

 فرض کنید :2مثال 

𝑋(𝑡) = 𝑋0 + ∫ 𝑟(𝑠)𝑋(𝑠)𝑑𝑠 + ∑ ∫
 

𝛼𝑗(𝑠)𝑋(𝑠)𝑑𝐵𝑗(𝑠)
𝑡

0
𝑛
𝑗=1

𝑡

0
 ,  

,𝑠 و  𝑡 ∈  دفی با چند جمله تصادفی باشد. جواب دقیق این معادله برابر با انتگرال ایتو ولترای تصا ۀ، معادل(0,1]

𝑋(𝑡) = 𝑋0𝑒
(∫ 𝑟
𝑡
0 (𝑠)−

1

2
∑ 𝛼𝑗

2(𝑠)𝑑𝑠+∑ ∫ 𝛼𝑗(𝑠)𝑑
𝑡
0 𝐵𝑗(𝑠))

𝑛
𝑗=1

𝑛
𝑗=1  

,𝛺)فرآیند تصادفی تعریف شده بر روی فضای احتمال 𝑋است که در آن  𝐹, 𝑃)  بوده و𝐵𝑗(𝑡) و𝑗 = 1, 2, … , 𝑛    فرآیندهای

𝑋0حرکت براونی هستند. خطای عددی موجود در این مثال برای  =
1

12
𝑟و    =

1

30
 ،𝛼1 =

1

10
 𝛼2(𝑠) = 𝑠2  و𝛼3(𝑠) =

𝑠𝑖𝑛 (𝑠)

3
𝑚، خطای روش اول را به ازای 3 ۀآمده است. جدول شمار 4و 3در جداول   = 𝑚و  10 = ، 4 ۀمارو جدول ش 40

𝑚خطای روش دوم را به ازای  = 𝑚و  15 = های دو جدول تعداد تکرار بوده و شکل در هر 𝑘دهد. منظور از نشان می 30

 باشد.دست آمده از هر دو روش به ازای تعداد مختلف پایه میه گر جواب های بنمایان 8-5 ۀشمار

 

 
 روشدست آمده با ه جــــواب ب__  جواب دقیق و .  _.  _: 5شکل

 m=10توابع کلاهی اصلاح شده برای مثال دوم و به ازای

 
 

 

 جــــواب بدست آمده با روش__  . جواب دقیق و _.  _: 6شکل
 m=40توابع کلاهی اصلاح شده برای مثال دوم و به ازای
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 جــــواب بدست آمده با روش __. جواب دقیق و  _.  _: 7شکل

 m=15دوم و به ازای یافته برای مثالتوابع کلاهی بهبود

 

 
 
 

 

 

 

 
 جـــواب بدست آمده با روش __. جواب دقیق و  _.  _:  8شکل

 m=30یافته برای مثال دوم و به ازایتوابع کلاهی بهبود

 

 

 برای روش توابع پایه کلاهی اصلاح شده 2نتایج عددی مثال: 3جدول شماره
k=15 

 نقاط

m=40 m=10 
خطای روش 

توابع کلاهی 

 اصلاح شده

ای روش خط

 توابع کلاهی

خطای 

روش توابع 

 بلاک پالس

خطای روش 

توابع کلاهی 

 اصلاح شده

خطای روش 

 توابع کلاهی

خطای روش 

توابع بلاک 

 پالس

0 0 1.0e-4 0 0 4.3e-4 0 

1.3e-4 1.2e-4 3.3e-4 1.8e-4 1.2e-4 7.5e-4 0.1 

4.3e-5 2.2e-4 4.1e-4 1.7e-4 3.2e-4 9.5e-5 0.2 

1.0e-4 4.7e-4 3.1e-4 4.4e-4 7.6e-4 9.5e-4 0.3 

5.1e-4 2.6e-3 9.7e-4 1.2e-3 5.6e-3 3.7e-3 0.4 

8.0e-4 1.1e-2 1.6e-3 2.2e-3 3.4e-2 4.2e-3 0.5 

1.4e-3 1.5e-1 8.3e-4 3.1e-3 5.3e-3 1.1e-3 0.6 

2.1e-3 3.5e-2 1.5e-3 3.9e-3 5.7e-2 1.5e-3 0.7 

5.2e-3 2.6e-2 8.2e-3 9.3e-3 6.5e-3 4.2e-4 0.8 

5.0e-3 1.0e-2 1.0e-2 8.8e-3 2.9e-2 2.4e-2 0.9 

1.1e-2 6.3e-1 1.1e-2 1.6e-2 6.9e-2 1.6e-2 1 
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 یافتهبرای روش توابع پایه کلاهی بهبود 2نتایج عددی مثال: 4جدول شماره
k=20 

 نقاط

m=30 m=15 
خطای روش 

توابع کلاهی 

 بهبود یافته

خطای روش 

 توابع کلاهی

وش خطای ر

توابع بلاک 

 پالس

خطای روش 

توابع کلاهی 

 بهبود یافته

خطای روش 

 توابع کلاهی

خطای روش 

توابع بلاک 

 پالس

0 0 2.5e-4 0 0 2.6e-5 0 

3.4e-5 1.2e-4 6.0e-5 3.3e-4 4.3e-4 8.3e-2 0.1 

1.6e-6 8.0e-5 4.3e-4 7.5e-5 4.8e-5 1.0e-3 0.2 

1.2e-4 5.6e-4 1.7e-4 1.1e-4 6.8e-4 8.4e-2 0.3 

3.4e-4 2.0e-3 7.3e-4 3.9e-4 2.8e-3 2.2e-3 0.4 

7.7e-4 9.3e-3 2.1e-3 1.3e-3 1.8e-2 8.6e-2 0.5 

1.4e-3 5.9e-2 1.0e-3 1.8e-3 1.6e-2 4.3e-4 0.6 

1.9e-3 5.5e-2 3.0e-3 3.3e-3 4.1e-3 8.0e-2 0.7 

4.8e-3 2.1e-2 7.2e-3 6.1e-3 1.4e-2 4.5e-3 0.8 

5.4e-3 6.3e-3 1.0e-2 1.0e-2 2.9e-3 7.3e-2 0.9 

1.2e-2 4.0e-2 8.3e-2 1.4e-2 6.3e-2 8.3e-2 1 

 

 گیرینتیجه

قریبی با دقت های تادفی وجود ندارد، لذا یافتن جواببا توجه به این نکته که جواب دقیقی برای بسیاری از معادلات تص

دو روش عــــددی برای یافتن یافته کلاهی اصلاح شده و بهبود ۀپای ای برخوردار هستند. استفاده از توابعبالا از اهمیت ویژه

دست ه های عملیاتی دو پایه به سادگی بای ضرایب و ماتریسهتوجه به این که بردارها و ماتریسهای تقریبی بوده که با جواب

آیند. با مسائل به شمار می های جوابروش عددی مناسبی جهت یافتن تقریب ،روندآمده و در محاسبات عددی به کار می

و توابع کلاهی  𝑜(ℎ3) ۀتوجه به آنالیز خطایی که برای این دو روش بحث شد، توابع کلاهی اصلاح شده دارای خطایی از مرتب

 گر دقت بالای این دو روش است.هستند که هر دو نمایان 𝑜(ℎ4) ۀیافته دارای خطایی از مرتببهبود
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