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Introduction 
For many numerical methods for solving ordinary differential equations, 
the stability function is a Padé approximation to function exp. The 
numerical method is A -stable if the corresponding stability function is an
A -function which is defined as follows. 

Definition. A rational function R  is an A -function if 1( )R z £  

whenever 0Re( ) .z £  

Theorem. A rational function R  is an A -function if and only if  
 all poles are in the left half-plane, 

 1( )R y £i  for all y Î  where i  is the imaginary unit. 

Order stars and order arrows 

    Let us consider the behavior of the function R  given by 

( ) e ( ).zR z R z-=  The functions R  and R  have the same poles and, 

furthermore, ( ) ( )R y R y= i i . Hence the basic criterion applies equally 

to R  as toR . 

The “relative stability function” R  was used as the basis for the theory of 
order stars. It is also the starting point of the theory of order arrows. Order 
stars have become a fundamental tool for the understanding of order and 
stability properties of numerical methods for ordinary differential 
equations. Order arrows were originally proposed to complement the use 
of order stars. This paper discusses their properties together with their 
applications in proving some order barriers for some class of the numerical 
methods with A -stability property. 
Definition. The order star of R   is the set of point in the complex plane 

for which 1( )R z > . 

Definition. The order arrows of R  are the lines made up from points in 

the complex plane for which ( )R z  is real and positive. 

Order arrows for some Padé approximation of the form 
( )

( )
( )

N z
R z

D z
=  

with deg( ( ))N z n=  and deg( ( ))D z d=  are presented in Figure 1. 

For order arrows of a Padé approximation to function exp, an up-arrow 
emanating from zero follows a path in the complex plane which either 
terminates at a pole or diverges to -¥ . Similarly a down-arrow 
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terminates at a zero or diverges to +¥ . Also, there are 1p +  up-arrows 

and 1p +  down-arrows emanating, alternately, from the origin. The 

angle between each up-arrow and the next down-arrow emanating from 

origin is 
1p

p
+

. A necessary condition for ( )R z  to be A -function is 

that up-arrows emanating from zero cannot be tangential to the imaginary 
axis, and cannot cross from the right half-plane to the left half-plane. Add 
to these restrictions, the fact that an up-arrow from zero that terminates at 
a pole, cannot leave zero in a negative direction. Furthermore, for the 
approximation w  with 0( , )w zF =  where ( , )w zF  is the stability 

function of a numerical method, the same behavior of the order arrows of 
w  is necessary condition for w  to be A -function.  
 

 
Figure 1: Order arrows for Padé approximation of the form 

( )
( )

( )

N z
R z

D z
=  with 

deg( ( ))N z n=  and deg( ( ))D z d=  for: 1n =  and 2d =  (top-left), 

0n =  and 3d =  (top-right), 5n =  and 5d =  (bottom-left), 0n =  and 

10d =  (bottom-right). 
 

Some applications of order arrows 
Here, we use order arrows to obtain simpler and more illuminating proof 
for some well-known order barriers for some numerical methods to be A
-stable. 
Theorem. An A -stable linear multistep method cannot has order greater 
than 2. 

Theorem. An A -stable k -step Obrechkoff method using the first d  

derivatives of y  defined by cannot has order greater than 2d . 
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Conclusion 

In this paper, by studying the properties of order arrows as a complement 
to order stars, the differential equations of both concepts for the Padé 
approximation to the exponential function were obtained. Then, some 
applications of order arrows were presented for establishing order barriers 
for A -stable numerical methods within some special classes. A similar 
discussion can be done for each numerical method in different classes 
which can be very useful in constructing and analyzing numerical 
methods. 
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 چكيده   اطلاعات مقاله
  مقاله پژوهشينوع مقاله: 

  
  
 29/10/1399 :افتيدر خيتار

  12/5/1400 :رشيپذ خيتار
  12/9/1402 :انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
معادلات ديفرانسيل سخت، 

  دار،هاي مرتبهستاره
  دار،مسيرهاي مرتبه

  كوتا،-رانگهاي روش
چندگامي خطي، هاي روش
  هاي خطي عمومي،روش
  هاي مشتق دوم، روش

   موانع مرتبه
  

هاي عددي براي حل معادلات دار به عنوان ابزاري اساسي براي درك مرتبه و خواص پايداري روشهاي مرتبهستاره
خصوص ارتباط بين و نتايج معروف در ها ستوان برخي حدديفرانسيل معمولي معرفي شدند كه با استفاده از آنها مي

هاي دار براي تكميل استفاده ستارههاي عددي را  اثبات نمود. همچنين مسيرهاي مرتبهداري روشمرتبه و خواص پاي
با  هاي عدديتر را براي موانع مرتبه روشتر و جذابهايي سادهتوان اثباتدار معرفي شدند كه با استفاده از آنها ميمرتبه
 دار پيچيده است، ارائههاي مرتبهص پايداري مطلوب، كه اثبات آنها به صورت كلاسيك و حتي با استفاده از ستارهخوا

هاي دست آوردن معادلات ديفرانسيل مربوط به هركدام از ستارهنمود. در اين مقاله، به بررسي اين مفاهيم پرداخته و با به
شود. همچنين كاربردهايي يي جذاب و در عين حال ساده براي رسم آنها ارائه ميدار، راهكارهادار و مسيرهاي مرتبهمرتبه

هاي عددي براي حل معادلات ديفرانسيل معمولي، ارائه دار، در اثبات برخي نتايج معروف در روشاز مسيرهاي مرتبه
  شود.شوند و اثباتي ساده و كوتاه براي قضية مانع دوم دالكوئيست، ارائه ميمي

  

  .30-15)، 2( 9، هاي رياضيپژوهش. هاي عددي در معادلات ديفرانسيل معموليو پايداري روش دارمسيرهاي مرتبه). 1402( ؛علي، عبدي: استناد
                   

  
  نويسندگان. ©                                                    دانشگاه خوارزميناشر: 
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  مقدمه .1

  هاي خطي عمومي براي حل عددي معادلات ديفرانسيل معمولي با شرط اوليهروش

 
( ) ( ( )), [ , ],

( )
( ) ,

y x f y x x x X

y x y

¢ = Î
=

1

 

 

:كه در آن  m mf    وm عد دستگاه است، به صورتب  

[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

( ) , , ,..., ,

( )
( ) , , ,..., ,

s r
n n n

i ij i ij j
j j
s r

n n n
i ij i ij j

j j

Y h a f Y u y i s

y h b f Y v y i r

-

= =

-

= =

= + =

= + =

å å

å å

1

1 1

1

1 1

1 2
2

1 2
 

]اي طول گام، مقادير مرحله hشوند. در اينجا تعريف مي ]n

i
Y ،, ,...,i s= به  q، تقريبي از مرتبه 12

( )
n i

y x c h- ]و مقادير ورودي  1+ ]n

i
y ]و  1- ]n

i
y ،, ,...,i r= براي  p، خروجي به ترتيب تقريبي از مرتبه 12

( )( )
p

j j

ij n
j

h y xa -
=
å 1

0

)و   )( )
p

j j

ij n
j

h y xa
=
å

0

با پارامترهاي  
ij

a سازي اين مربوط به روش هستند. ساخت و پياده

ها در اند. همچنين كدهايي عملي مبتني بر اين روش] مطالعه و بررسي شده22،17،13طور مفصل در [ها بهروش
  هايي دارد.مشابه برتري] طراحي شده است كه نسبت به كدهاي موجود 21،14،10[

-كوتا، چندگامي خطي، پيشگو-هاي متعارف رانگهاي عددي هستند كه روشها خانواده بزرگي از روشاين روش
ها شامل ها هستند. با اين حال، اين خانواده بزرگ از روشاصلاحگر، پيوندي و ... به عنوان حالاتي خاص از اين روش

هاي خطي عمومي ها به روشرو، اين روششود؛ از اينكنند، نميب استفاده ميهاي عددي كه از مشتق دوم جواروش
  مشتق دوم كه به صورت

[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]

( ) ( ) , , ,..., ,

( )
( ) ( ) , , ,..., ,

s s r
n n n n

i ij i ij i ij j
j j j
s s r

n n n n

i ij i ij i ij j
j j j

Y h a f Y h a g Y u y i s

y h b f Y h b g Y v y i r

-

= = =

-

= = =

= + + =

= + + =

å å å

å å å

2 1

1 1 1

2 1

1 1 1

1 2
3

1 2
  

()با  () ()
f

g f
y

¶
⋅ = ⋅ ⋅

¶
هاي مختلف آن  در ها در دستهسازي اين روش، توسعه داده شدند. ساخت و پيادهشوندتعريف مي 

] طراحي شده است كه 6ها در [اند. همچنين يك كد عملي مبتني بر اين روش] بررسي شده16،9،8،7،3،2،1مقالات [
 هاي خاصي دارد. افزار متلب برترياز نرم ode15sنسبت به كدهاي موجود از جمله 

هاي خطي عمومي هاي عددي براي حل معادلات ديفرانسيل معمولي، براي بررسي پايداري خطي روشيگر روشمشابه د
y) كافي است آنها را روي مسأله آزمون دالكوئيست 1( yx¢   اعمال كنيم، كه در اين صورت خواهيم داشت =
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[ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ]

,

,

n n n

n n n

Y zAY Uy

y zBY Vy

-

-

= +

= +

1

1 

z:كه در آن  hx= ،[ ]nY هاي اي با مولفهبردار متشكل از مقادير مرحله[ ]n

i
Y  و[ ]ny ]و  1- ]ny ترتيب بردارهاي به

] هايورودي و خروجي با مولفه ]n

i
y ]و  1- ]n

i
y دست آوردن هستند. حال، با به[ ]nY صورت از معادله اول به

[ ] [ ]( )n n

s
Y I zA Uy- -= - 1 ، با 1

s
I  عدبردار هماني از بsو جايگذاري آن در معادله دوم خواهيم داشت ،  

[ ] [ ]( ) , ( )n ny M z y -= 1 4 

)كه در آن  ) : ( )
s

M z V zB I zA U-= + - طور مشابه، ماتريس شود. به) ناميده مي2ماتريس پايداري روش ( 1
)) به صورت 3پايداري روش خطي عمومي با مشتق دوم ( ) : ( )( )

s
M z V zB z B I zA z A U-= + + - -2 2 1 

  شود.تعريف مي

zروش به ازاي  .1تعريف  Î  شود هرگاه مقادير ويژه ماتريس پايداري طور مطلق پايدار گفته ميداده شده، به
( )M z اي مشخصه ماتريس پايداري تعريف شده با هاي چندجملهطور معادل ريشهروش، يا به  

( , ) det( ( )),
r

w z wI M zF = - 

هايي كه روي دايره واحد قرار دارند، دايره واحد قرار بگيرند و ريشهشود، داخل و يا روي كه تابع پايداري روش ناميده مي
  هايي ساده باشند.ريشه

zمتشكل از تمام نقاط  Sناحيه پايداري مطلق روش مجموعه  .2تعريف  Î طور است كه روش به ازاي آن نقاط به
صفحه چپ شود هرگاه ناحيه پايداري مطلق روش شامل نيمپايدار گفته مي-Aمطلق پايدار است. همچنين روش 

 .صفحه مختلط باشد

صيت پايداري )) روشي با خا3طور مشابه روش خطي عمومي با مشتق دوم () (يا به2روش خطي عمومي ( .3تعريف 
) ماتريس پايداري تنها يك مقدار ويژهشود هرگاه كوتا گفته مي-رانگ )M z  غير صفر باشد و يا به عبارتي ديگر، هرگاه

  شكل خاص  روش تابع پايداري

( , ) ( ( )),rw z w w R z-F = -1
 

  .را داشته باشد

)، تابع 3در تعريف  )R z  كه تقريبي (در مواردي تقريبي پاده) براي تابع نماييze  از مرتبهp  ،(مرتبه روش) است
پايدار است -Aكوتا -يداري رانگاست. بنابراين يك روش با خاصيت پاp كوتا از مرتبه -همان تابع پايداري روش رانگ

zهرگاه به ازاي هر  -Î  داشته باشيم( )R z £ ). تابع 1 )R z  با اين خاصيتA-شود و براي تابع گفته مي
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)هاي ضمني به صورت گوياي روش )

( )

N z

D z
اي معروف است، محكي جالب و چندجمله-Eاست. قضيه زير كه به قضيه  

)تابع بودن تابع داده شده -Aجذاب براي بررسي  )R z .است  

)]. تابع گوياي 13[ 1قضيه  )
( )

( )

N z
R z

D z
  تابع است اگر و فقط اگر-Aيك =

 اي هتمام قطب( )R z هايتمام ريشهطور معادل (يا به( )D z (؛ي راست قرار گيرندصفحهدر نيم 

  به ازاي هر عدد حقيقيy  داشته باشيم( )R y £ 1i  كه در آن i  .واحد موهومي است  

  همواره تعارضي بين سه هدف اصلي:

 هاي مرتبه بالا،دقت مطلوب روش با استفاده از روش 

 ويژه خاصيت خواص پايداري مطلوب روش، بهA،پايداري 

  صرفه بودن روش از نقطه نظر هزينه محاسباتي،بهمقرون  

عددي براي معادلات ديفرانسيل وجود دارد. در اين مقاله، تعارض بين مرتبه بالا و پايداري  در طراحي و ساخت يك روش
ار دبعدي با بررسي مسيرهاي مرتبه دار، بحث خواهد شد. در بخشمطلوب يك روش عددي، با استفاده از مسيرهاي مرتبه

)تابع بودن تابع داده شده -Aبراي توابع گويا به عنوان تقريبي از تابع نمايي، محكي جديد براي  )R z شود. معرفي مي
 دار يك تقريب پاده به تابع نماييدار و مسيرهاي مرتبههاي مرتبهمربوط به هركدام از ستاره همچنين، معادله ديفرانسيل

-Aهاي عددي دار در اثبات موانع مرتبه روش، كاربردهايي از مسيرهاي مرتبه4آوريم. سپس در بخش دست ميرا به

كند حداكثر مرتبه يك روش ب براي مانع دوم دالكوئيست كه بيان ميپايدار ارائه شده و همچنين اثباتي ساده و جذا
  شود.پايدار دو بوده و روش مورد نظر بايد ضمني باشد، ارائه مي-Aچندگامي خطي 

  

 دارمسيرهاي مرتبه .2

 تعريف شده با R تابعشدند.  معرفي دارهاي مرتبهستارهتكميل استفاده از براي دار مسيرهاي مرتبه

( ) ( ),zR z e R z-= 

yحقيقي  عدد هاي يكساني هستند و همچنين به ازاي هرداراي قطبR و R را در نظر بگيريد. واضح است كه توابع 

) داريم ، ) ( )R y R y= i iبراي  1 . بنابراين محك اساسي معرفي شده در قضيهA-تابع بودن R توان براي را مي
به عنوان  Rصدق كند. تابع  1 در شرايط قضيه Rاست اگر و فقط اگر تابع -Aيك  Rكار برد، يعني، تابع به Rتابع 
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22
دار است كه در شروع براي مسيرهاي مرتبه شود. همچنين اين تابع نقطهدار استفاده ميهاي مرتبهستاره اساس نظريه

  مطالعه خواهيم كرد. ادامه اين بخش
  تعريف شده باA  مجموعه R دارمرتبه ستاره]. 24،20[ 4تعريف 

{ }: ( ) ,z R zA = Î > 1 

  است. cAيعني  A ، متمم مجموعهRدار مرتبه ستاره گاناست. دو

Aبا شرط R براي تابع 1 شرط دوم در قضيه =Æ i معادل است. بنابراين A-تابع بودن تابع R  معادل با اين
دار آن با محور موهومي اشتراكي مرتبه راست قرار گيرند و ثانياً ستاره در نيم صفحه R هاياست كه اولاَ تمامي قطب

)دار براي چهار تقريب پاده هاي مرتبه، ستاره1. در شكل نداشته باشد )
( )

( )

N z
R z

D z
به تابع نمايي به ازاي مقادير  =

)degمختلفي از  )N n=  وdeg( )D d= هاي تابع اند. در اين شكل، قطبرسم شدهR  ر و صفرهايبا دواير توپ
تقريب پاده به تابع نمايي به ازاي يابيم،  اند. همچنانكه از اين شكل درميآن با دواير توخالي نشان داده شده

 ( , ) ( , )n d =  )و 1 , ) ( , )n d = 1 2 ،A-كه به ازاي تابع بوده در حالي ( , ) ( , )n d =  )و 3 , ) ( , )n d = 4 7 ،
A-.تابع نيست  

  
)دار (نواحي سفيد) براي تقريبات پاده هاي مرتبهدار (نواحي خاكستري) و دوگاه ستارههاي مرتبه: ستاره1شكل  )

( )
( )

N z
R z

D z
به تابع نمايي  =
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n با  =  وd = n چپ)، -(بالا 1 =  وd = n راست)، -(بالا 3 = dو 1 = n چپ)، -(پايين 2 = dو 4 = 7 
  راست).-(پايين

)درصفحه مختلط است كه به ازاي آنها  zنقاط  مجموعه R دارمرتبه]. مسير 15،12،11[ 5تعريف  )R z  حقيقي و
  مثبت است.

)دار براي تابع پايداري در شكل كلي دار و مسير مرتبهدر ادامه ستاره مرتبه , )w zF  تعريف 1بيان شده در تعريف ،
  شود.مي

)، با w دار براي تقريبمرتبه ستاره]. 5،4[ 6تعريف  , )w zF = هايزوج مرتب ، مجموعه ( , )w z صادق در 
( , )zwe zF =   به طوري كه| |w > |دار) يا مرتبه (ستاره 1 |w < . همچنين است ،دار)مرتبه ستاره گان(دو 1
)هاي زوج مرتب دار براي چنين تقريبي، مجموعهمسيرهاي مرتبه , )w z  صادق در( , )zwe zF =   به طوري است

  حقيقي و مثبت باشد. wكه 

است. مسير نشأت گرفته از مبدأ  و مسيرهاي افزايشي دار، مسيرهاي كاهشيمسيرهاي مرتبه از اساسي در استفاده ايده
) با، -zwe كه در آن مقدار , )w zF =  ، ،شود. ناميده مي مسير كاهشي (يا افزايشي)كاهشي (يا افزايشي) باشد

نظر روري بهض -zwe دار، اضافه كردن نوك پيكان براي نشان دادن افزايشبنابراين، در نمايش تصويري مسيرهاي مرتبه
 .رسدمي

)، با pاز مرتبه  wدار براي تقريب خواص زير از مسيرهاي مرتبه , )w zF =  براي تابع نمايي ،ze اند:اثبات شده  

  تعدادp+1 ب طور متناومسير افزايشي و با همان تعداد مسير كاهشي نشأت گرفته از مبدأ وجود دارند كه به
 شوند، وجد دارد؛و يك در ميان ظاهر مي

  زاويه بين هر مسير افزايشي و مسير كاهشي بعديp

p +  است؛ 1

 يابند؛خاتمه مي¥- ها يا در مسيرهاي افزايشي در قطب 

   يابند؛خاتمه مي¥+ مسيرهاي كاهشي در صفرها يا در 

 توانند همديگر را قطع كنند، هر قطب و هر صفر گرفته از مبدأ نمي چون مسيرهاي افزايشي و كاهشي نشأت
  در انتهاي يك مسير قرار دارد.

)دار متناظر با تقريب پاده در ادامه معادله ديفرانسيل مربوط به مسير مرتبه )
( )

( )

N z
R z

D z
دست به تابع نمايي را به =

 در w ه مختلط است كه مقدارحدر صف zمقاديري از  چون هدف يافتنآوريم: مي
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24

( ) ( ) , ( )zwD z e N z- = 5

twدهيم قرار مي )5(است، لذا در  +تابعي پوشا براي  teحقيقي و مثبت باشد و با توجه به اينكه  e=  و خواهيم
  داشت

( ) ( ) , ( )z te D z N z+ - = 6

  خواهيم داشت )6(گيري از دست آوريم. با مشتقبه t به عنوان تابعي از zديفرانسيلي براي  توانيم معادلهحال مي

( ( )( ( ) ( )) ( )) ( ) ( ) , ( )z te z t D z D z D z z t N z+ ¢ ¢ ¢ ¢+ + - = 7 

zبا حذف  te  ديفرانسيل معادله )،7(و   )6(از  +

), ( )( ) ( ) (z t F N z D z¢ = 8
 آيد، كه در آن دست ميبه

( ) ( ) ( ) )( ) ( ) ( ). (F D z N z D z N z D z N z¢ ¢= - - 9
 ثابت خطا باشد به طوري كه  نشان دهنده C، فرض كنيد Fبراي ساده كردن عبارت 

) ( )( ) ( ) ( ,z p pe D z N z Cz O z+ += + +1 2 10

)مرتبه تقريب پاده  pدر آن  كه )
( )

( )

N z
R z

D z
)degبوده و برابر با  = ) deg( )N D+  گيري با مشتقاست. اكنون

 خواهيم داشت

( ( ) ( )) ( ) ( )( () ).z p pe D z D z N z p Cz O z +¢ ¢+ = + + + 11 11 

)با جايگذاري  )D z  و( ) '( )D z D z+ خواهيم داشت)9(در  )11(و ) 10(ترتيب از به ، 

( )( ) ( ),p pF p Cz O z += - + + 11 12 

) است، جمله pحداكثر  اي از درجهيك چندجمله F اما با توجه به اينكه )pO z توان حذف كرد و را مي )12(در  1+
 ر نتيجه داريمد

( ) ,pF p Cz=- + 1 

 ييابد، مقداراز صفر در جهت مثبت (مسير افزايشي) يا در جهت منفي (مسير كاهشي) انتقال مي tبنابراين، زماني كه 
 ديفرانسيل كند در معادلهكه يك مسير را مشخص مي z از

( ) ( ) ( ), ( )p dzC p z N z D z
dt

+ =-1 13 
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zبايستي توجه شود كه چون نقطه  كند.صدق مي =  دار براي تقريب پاده به تابع نمايي از هر از مسير مرتبه اينقطه
) در اين نقطه تكين است. بنابراين براي حل اين معادله در همسايگي 13يابيم معادله ديفرانسيل (اي است، درميمرتبه
z =   از تغيير متغيرpZ z += ptو  1 u +=  ترتيب براي مشخص كردن نقاط روي (علامت مثبت و منفي به 1

teكنيم. همچنين، با توجه به اينكه تابع شود) استفاده ميمسيرهاي افزايشي و كاهشي در نظر گرفته مي i  پوشا تابعي
دار در معادله در فوق، نقاط مرزي ستاره مرتبهطور مشابه با روند انجام شده ، بهاست مجموعه نقاط روي دايره واحدبراي 

 ديفرانسيل

( ) ( ) ( ),p dzC p z N z D z
dt

+ = -1 i  

  كنند.صدق مي

)، در حالت تقريب گويا، 1قضيه كنيم. بنا به تابع بررسي مي-A حال رفتار مسيرها را در يك )R z يك A- تابع
)روي محور موهومي  z مقادير است هرگاه براي )R z £ چپ صفحه مختلط  باشد و هيچ قطبي در نيم صفحه 1

)در  -zeضرب  با توجه به اينكهنداشته باشد.  )R z كران آن روي محور موهومي ندارد و هيچ قطبي ، هيچ تأثيري در
)تابع بودن -Aشرط لازم براي  يكتوان نتيجه گرفت كه مي ،كنداز آن را حذف يا اضافه نمي )R z  اين است كه

حقيقي  yزيرا در غير اين صورت به ازاي ( مسيرهاي افزايشي نشأت گرفته از مبدأ مماس به محور موهومي نباشند
)كوچكي  )R y > 1i چون دوباره به ازاي ( چپ عبور نكنند راست به نيم صفحه و از نيم صفحه )خواهد بودy  حقيقي

)كوچكي  )R y > 1i ود، ششرط اينكه يك مسير افزايشي نشأت گرفته از مبدأ كه به يك قطب ختم مي. )خواهد بود
؛ زيرا در غير اين تابع بودن اضافه كنيد-Aهاي قبلي براي نتواند در يك جهت منفي از مبدأ دور شود را به محدوديت

 چپ قرار خواهد داشت يا اين مسير افزايشي با قطع كردن محور موهومي به نيم صفحه صورت يا اين قطب در نيم صفحه
همچنين با توجه به  شود.تابع بودن، نقض مي-Aراست برخواهد گشت كه دوباره رفتار لازم روي محور موهومي براي 

)، با w تقريباينكه، در  , )w zF =  ،هاي يكي از ريشهw ،در نزديكي مبدأ تقريبي از مرتبه p  بهze  است، همين
)، با w تقريب دارِ رفتارها براي مسيرهاي مرتبه , )w zF =  ، شرايط لازم براي نيزA- تابع بودن آنها است.  

)دار براي چهار تقريب پاده ، مسيرهاي مرتبه2در شكل  )
( )

( )

N z
R z

D z
به تابع نمايي به ازاي مقادير مختلفي از  =

deg( )N n=  وdeg( )D d= هاي تابع اند. در اين شكل قطبرسم شدهR  ر و صفرهاي آن با دوايربا دواير توپ
) ، تقريب پاده به تابع نمايي يابيماند. همچنانكه از اين شكل نيز درميتوخالي نشان داده شده , ) ( , )n d =  و 3
( , ) ( , )n d =  1 ،A-.تابع نيست  

هاي عددي براي حل دار در اثبات برخي موانع مرتبه براي روشدر بخش بعدي، كاربردهايي جذاب از مسيرهاي مرتبه
  شوند.پايداري، ارائه و معرقي مي-Aمعادلات ديفرانسيل معمولي با خاصيت 
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)دار براي تقريبات پاده هاي مرتبهمسير :1شكل  )

( )
( )

N z
R z

D z
n به تابع نمايي با  = = dو 1 = n چپ)، -(بالا 2 =  و

d = n راست)، -(بالا 3 = dو 5 = n چپ)، -(پايين 5 =  وd = 1 راست).-(پايين  

  
 داركاربردهايي از مسيرهاي مرتبه .3

هاي عددي حل معادلات دار در اثبات برخي موانع مرتبه براي روشدر اين بخش، كاربردهايي از مسيرهاي مرتبه
  شوند.معرفي ميخصوص مانع دوم دالكوئيست، ارائه و ديفرانسيل معمولي، به

 گامي خطي -kروش 

( ) , ( )
k k

n k j n j j n j
j j

y h f y yb a+ + +
= =

= -å å 14
 

aبا  b+ ¹  2 ) در نظر بگيريد. واضح است كه روش به ازاي 1، را براي حل عددي (2
k

b =   روشي صريح و به
ازاي 

k
b ¹  ها در حل عددي دستگاه معادلات ديفرانسيل سخت روشي ضمني است. محدوديت استفاده از اين روش
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 27 هاي عددي در معادلات ديفرانسيل معموليو پايداري روش دارمسيرهاي مرتبه  

دار ثابت كند كه در ادامه اين قضيه بيان شده و با استفاده از مسيرهاي مرتبهخوبي روشن ميرا مانع دوم دالكوئيست به
  شود. مي

تواند از دو تجاوز كند و روش مورد پايدار نمي-Aخطي (مانع دوم دالكوئيست): مرتبه يك روش چندگامي  2قضيه 
  نظر بايد ضمني باشد.

y) روي مسأله آزمون دالكوئيست 14گامي خطي (-kبرهان. با اعمال روش  yx¢  ، خواهيم داشت=

( ) ( ) ( ) ( ) .
k n k k k n k n n

z y z y z y z yb a b a b a b+ - - + - +- + - + + - + - =  1 1 1 1 1 11 

  صورتبنابراين، تابع پايداري روش به

( , ) : ( ) ( ) ( ) ( ),k k

k k k
w z z w z w z w zb a b a b a b-

- -
F = - + - + + - + -1

1 1 1 11    

جاروب شده توسط دو مسير افزايشي  كنيم كه زاويهتوجه ميپايدار باشد. ابتدا -Aفرض كنيد روش مورد نظر  است.

 همسايه برابر
p

p +
2

)با w تابع بودن -A است و بنا به فرض 1 , )w zF =  مسير افزايشي نشأت گرفته از مبدأ ،

)از  wواضح است كه تنها قطب ريشه كه قاطع يا مماس به محور موهومي باشد، وجود ندارد.  , )w zF =  ِصفر ،
اي چندجمله

k
zb-1  ضريب)kw  در( , )w zF .فرض كنيم تعداد) استk d£ )d =   براي روش صريح و

d = مسير جاروب شده توسط  زاويهبنابراين، با توجه به ختم شوند.  مسير افزايشي به قطب )براي روش ضمني 1
  داشته باشيم دبايمجاور، دو مسير افزايشي افزايشي مختوم به قطب و 

( )
,

p

p k
p

+
<

+
2 1

1
 

  در نتيجهو 

( )
,

p

p d
p

+
<

+
2 1

1
 

  كندايجاب ميكه 

.p d£ 2  

d بنابراين حداكثر مرتبه روش چندگامي خطي برابر دو (به ازاي =   ▪) است و روش بايد ضمني باشد.1

پايدار چندگامي -Aهاي در قضيه بعدي تعميمي از مانع دوم دالكوئيست را كه در خصوص حداكثر مرتبه روش
 ]23اُبرِشكف) تعريف شده با [ هايچندمشتقي (روش

( ) , ( )
d k k

i i

n k ij n j j n j
i j j

y h y yb a+ + +
= = =

= -å å å
1

15
 
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 كنيم.كنند، است، بيان و ثابت ميكه از مشتقات بالاتر جواب در روش استفاده مي 

  تجاوز كند. d2تواند از )، نمي15پايدار تعريف شده با (-Aمرتبه يك روش اُبرِشكف  .3قضيه 

y) روي مسأله آزمون دالكوئيست 15برهان. با اعمال روش ( yx¢  ، خواهيم داشت=

,
( ) ( ) ( ) ( ) .

d d d d
i i i i
ik n k k i k n k i n i n

i i i i

z y z y z y z yb a b a b a b+ - - + - +
= = = =

- + - + + - + - =å å å å1 1 1 1 1 1
1 1 1 1

1    

  صورتبنابراين، تابع پايداري روش به

,
( , ) : ( ) ( ) ( ) ( ),

d d d d
i k i k i i
ik k i k i i

i i i i

w z z w z w z w zb a b a b a b-
- -

= = = =

F = - + - + + - + -å å å å1
1 1 1 1

1 1 1 1
1    

)از  wهاي ريشه پايدار باشد. واضح است كه قطب-A) 15فرض كنيد روش مورد نظر در شكل ( است. , )w zF = 

اي همان صفرهاي چندجمله
d

i

ik
i

z b
=

-å
1

dkفرض كنيم تعدادهستند.  1 ختم شوند. ها مسير افزايشي به قطب £

مجاور و همچنين دو مسير افزايشي ها و مسيرهاي افزايشي مختوم به قطبجاروب شده توسط  زاويهبنابراين، با توجه به 
  داشته باشيم دبايپايداري روش، -Aفرض 

( )
,

p

p k
p

+
<

+
2 1

1
 

  در نتيجهو 

( )
,

d

p

p
p

+
<

+
2 1

1
 

  كندايجاب ميكه 

.p d£ 2  

  ▪است. d2) برابر با 15پايدار (-Aبنابراين حداكثر مرتبه روش 

 هاي چندگامي خطي مشتق دوم در شكل كلي شود كه حداكثر مرتبه روش، مشخص مي3با استفاده از قضيه  .1نتيجه 

( ) ( ) , ( )
k k k

n k j n j j n j j n j
j j j

y h f y h g y yb g a+ + + +
= = =

= + -å å å2 16
  

  

 تعريف شده با ]SDBDF ]19هاي پايداري، برابر چهار است. لازم به اشاره است كه چون روش-Aبا خاصيت 
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( ) ( ) ,
k

n k k n k k n k j n j
j

y h f y h g y yb g a+ + + +
=

= + -å2



  

 ] به صورت18هاي معرفي شده توسط انرايت [و روش

( ) ( ) ,
k

n k j n j k n k n k
j

y h f y h g y yb g+ + + + -
=

= + +å 2
1



  

پايداري، برابر چهار -Aها با خاصيت يابيم حداكثر مرتبه اين روش) هستند، درمي16هاي (هاي خاصي از روشحالت
   است.

  
 گيريبحث و نتيجه .4

دار، معادله هاي مرتبهدار به عنوان ابزاري تكميل كننده براي ستارهدر اين مقاله، با مطالعه خواص مسيرهاي مرتبه
دست آمدند. سپس، با استفاده از خواص مطالعه ديفرانسيل مربوط به هر دو مفهوم براي تقريبات پاده به تابع نمايي به

دست آوردن نتايج جديد در خصوص موانع مرتبه اثبات نتايج قبلي و يا بهدار در شده، كاربردهايي از مسيرهاي مرتبه
پايداري ارائه و معرفي شدند. بحث مشابه در اين مقاله، براي هر -Aهاي عددي با خاصيت هاي خاصي روشبراي دسته

  .ها باشدبسيار مفيد در ساخت و آناليز روشتواند هاي مختلفي نيز قابل انجام است كه ميروش عددي در دسته

  

References   
1. A. Abdi, Construction of high-order quadratically stable second-derivative general linear 

methods for the numerical integration of stiff ODEs, J. Comput. Appl. Math., 303 (2016), 
218–228. 

2. A. Abdi and B. Behzad, Efficient Nordsieck second derivative general linear methods: 
construction and implementation, Calcolo, 55 (2018), 1–16. 

3. A. Abdi, M. Braś and G.  Hojjati, On the construction of second derivative diagonally 
implicit multistage integration methods, Appl. Numer. Math., 76 (2014), 1–18. 

4. A. Abdi and J. C. Butcher, Order bounds for second derivative approximations, BIT, 52 
(2012), 273–281.  

5. A. Abdi, and J. C. Butcher, Applications of order arrows, Appl. Numer. Math., 62 (2012), 
556–566. 

6. A. Abdi and D. Cone, Implementation of second derivative general linear methods, 
Calcolo, 57 (2020), 1–29. 

7. A. Abdi and G. Hojjati, An extension of general linear methods, Numer. Algorithms, 57 
(2011), 149–167.  

8. A. Abdi and G. Hojjati, Implementation of Nordsieck second derivative methods for stiff 
ODEs, Appl. Numer. Math., 94 (2015), 241–253. 

9. A. Abdi and G. Hojjati, Maximal order for second derivative general linear methods with 
Runge–Kutta stability, Appl. Numer. Math. 61 (2011), 1046–1058. 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-1
1-

26
 ]

 

                            15 / 16

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3165-en.html


  
  

  1402دوم،  ، شمارهنهم دوره ،هاي رياضيپژوهش

  

30
10. A. Abdi and Z. Jackiewicz, Towards a code for nonstiff differential systems based on 

general linear methods with inherent Runge–Kutta stability, Appl. Numer. Math., 136 
(2019), 103–121. 

11. J. C. Butcher, The A–stability of methods with Padé and generalized Padé stability 
functions, Numer. Algorithms, 31 (2002), 47–58. 

12. J. C. Butcher, Order and stability of generalized Padé approximations, Appl. Numer. 
Math. 59 (2009), 558–567. 

13. J. C. Butcher, Numerical Methods for Ordinary Differential Equations, Wiley, New York 
2016. 

14. J. C. Butcher, P. Chartierand Z. Jackiewicz, Experiments with a variable-order type 1 
DIMSIM code, Numer. Algorithms, 22 (1999), 237–261. 

15. J. C. Butcher and F. H. Chipman, Generalized Padé approximations to the exponential 
function, BIT 32 (1992), 118–130. 

16. J. C. Butcher and G. Hojjati, Second derivative methods with RK stability, Numer. 
Algorithms, 40 (2005), 415–429. 

17. J. C. Butcher and Z. Jackiewicz, Implementation of diagonally implicit multistage 
integration methods for ordinary differential equations, SIAM J. Numer. Anal., 34 
(1997), 2119–2141. 

18. W. H. Enright, Second derivative multistep methods for stiff ordinary differential 
equations, SIAM J. Numer. Anal., 11 (1974), 321–331. 

19. E. Hairer and G. Wanner, Solving Ordinary Differential Equations II: Stiff and 
Differential–Algebraic Problems”. Springer, Berlin, 2010. 

20. A. Iserles and S. P. Nørsett, Order Stars, Chapman & Hall, London, 1991. 
21. Z. Jackiewicz, Implementation of DIMSIMs for stiff differential systems, Appl. Numer. 

Math., 42 (2002), 251–267. 
22. Z. Jackiewicz, General Linear Methods for Ordinary Differential Equations, Wiley, New 

Jersey, 2009. 
23. J. D. Lambert, Computational Methods in Ordinary Differential Equations, Wiley, 

London, 1973. 
24. G. Wanner, E. Hairer and S. P. Nørsett, Order stars and stability theorems, BIT, 18 

(1978), 475–489. 

  

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-1
1-

26
 ]

 

Powered by TCPDF (www.tcpdf.org)

                            16 / 16

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3165-en.html
http://www.tcpdf.org

