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Introduction 

In this paper G is considered to be a finite group. We denote the set of elements 

order and the set of prime divisors of order G by 𝜋𝑒(𝐺) 𝑎𝑛𝑑 𝜋(𝐺), respectively. The 

largest element order of G is denoted by 𝑘1(G), and the prime graph of G is denoted by 

Γ(𝐺), where two vertices u and v are adjacent if uv ∈ 𝜋𝑒(𝐺). After classification of 

finite simple groups, the problem that came to the researchers’ attention was the 

problem of recognizing a group with a specific characteristic. Properties such as 

elements order, the set of elements with the same order, graphs, etc. In fact we say the 

group G by property M is recognizable, whenever by isomorphic G be the only group 

by property M. The other methods are group recognition by using the order of the group 

and the largest element order. In other words, we say the group G is recognizably by 

using the order of the G and the largest element order whenever there exists group H 

so that ∣ 𝐺 ∣=∣H∣ and 𝑘1(𝐺) = 𝑘1(H) then  𝐺 ≅  H. It is known that some of groups are 

recognizable by this method. In this paper, we prove that the Stienberg group 𝐷4 
3 (2𝑛), 

where 24𝑛 − 22𝑛 + 1 is a prime number are recognizable by using the order of the 

group and the largest element order. In other words, we have the following main 

theorem. 

Main Theorem   

Let G be a group with the Steinberg group 𝐷4 
3 (2𝑛), where24𝑛 − 22𝑛 + 1 is a prime 

number such that ∣ 𝐺 ∣=∣ 𝐷4 
3 (2𝑛)∣ and 𝑘1(𝐺) = 𝑘1( 𝐷4 

3 (2𝑛)), then 𝐺 ≅  𝐷4 
3 (2𝑛). 

Material and methods 

In this research we prove that Steinberg group 𝐷4 
3 (2𝑛), where 24𝑛 − 22𝑛 + 1 is a prime 

number by using the order of the group and the largest element order. In order to prove 

the main theorem, we used Lemmas 4.2, 7.2 of the reference [18]. 

 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
5-

18
 ]

 

                             1 / 11

https://orcid.org/000000000000000
https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3166-fa.html


Results and discussion 

In this section we prove the main result of this article. For simplicity the Steinberg 

simple group and prime number are denoted by D and p respectively.  As mentioned 

in the previous section to prove the main result of this article we use the Lemma 4.2 of 

[18]. We prove p is an isolated vertex of prime graph. Using Lemma 4.2 we prove that 

G neither a Frobenius nor 2-Frobenius group. And for the case c this Lemma is 

satisfied. In other words, G has a normal series such that H and G/K   and K/H are non-

abelian simple groups. Moreover, H is a nilpotent group. Every odd components of 

prime is an odd component of the prime graph.  In the next step, by using Lemma 7.2, 

since (5, ∣G∣)=1, we consider the groups of this Lemma. We also prove that 

isomorphism K/H≇ 𝐿2(q) , 𝐿3(q), 𝑈3(𝑞) , 𝐺2(𝑞), 𝐺2 
2 (𝑞), are  a contradiction. Finally 

we have K/H ≅ 𝐷4 
3 (2𝑛). The proof be completed. 

Conclusion 

We conclude that in addition to a previously known criterion(test) for Steinberg groups 

recognition by their 2-sylow subgroups(ANTHONY HUGHES, CHARACTERIZATION 

OF 3D4 (q3), q = 2n  BY ITS SYLOW 2-SUBGROUP, Proceedings of the Conference on 

Finite Groups,1976, Pages 103-105) and also the same order components (Guiyun Chen, 

Characterization of 3D4(q), Southeast Asian Bulletin of Mathematics, 25, pages 389–

401,2002). Next, in this paper we can recognize them by the order of the group and the 

largest element order of the group. 
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 چکیده                  اطلاعات مقاله

 

 مقاله پژوهشینوع مقاله: 

 

 

 99/11/1399 :افتیدر خیتار

 11/19/1011: بازنگری خیتار

 11/10/1011: رشیپذ خیتار

 31/13/1019: انتشار خیتار

 

 

  های کلیدی:واژه

  ،عناصر مرتبۀ

  ،عناصر مرتبۀ ترینبزرگ

 .استینبرگ هایگروه

 

 

قرارگرفت،   انمهمی که مورد بحث محققی لئمسا از متناهی،  یکیۀ های سادبندی گروهبعد از رده

قابل شناسایی 𝑀 خاصیت با 𝐺 گروه واقع است، در خاص ویژگی یک با گروه یک شناسایی مسئلۀ

های زیادی برای روش تا کنون .باشد 𝑀 خاصیت با گروهی تنها ریختییک تحت 𝐺 گروه است؛ هرگاه

عناصر،  ۀمرتب از استفاده با شناسایی مثال: عنوان ارائه شده است. به انها ، توسط محققشناسایی گروه

و... مورد بررسی قرار گرفته است.   هاعناصر، انواع مختلف گرافۀمرتب ترینبزرگمرتبه، هم عناصر تعداد

 𝐷4) استینبرگ هایکنیم که گروهثابت میاین مقاله،  در
3 (2𝑛24 که درآن𝑛 − 22𝑛 + عددی   1

 .قابل شناسایی است ،عناصرگروهۀ ترین مرتببزرگ گروه و ۀاستفاده از مرتب با، اول است

 

 

 .111-111(، 1) 9، های ریاضیپژوهش. متناهی سادۀ های¬ازگروه بعضی جدید مشخصۀ (.1019) ؛احمد، خاکساری: استناد
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 :مقدمه. 2
ۀ های اول مرتبمقسوم علیه ۀدر این صورت مجموع ؛باشد یک گروه متناهی 𝐺 که کنیمفرض می، این مقاله ررأسس در

نشان   𝑘1(𝐺) با را 𝐺 عناصر ۀترین مرتبو بزرگ 𝜋𝑒(𝐺)عناصر آن را با  ۀمرتب ۀ، مجموع𝜋(𝐺)را با نماد  𝐺 گروه

را که  𝐺 مانند هگرویک  گراف اول باشد. 𝜋(𝐺) ،n ۀهرگاه مرتب نامیم،گروه می-𝐾𝑛را  𝐺یک گروه متناهی  ؛دهیممی

تنها  و اگر ؛مجاورند 𝑞و𝑝  رأس دوو  رئوس آن ۀوعمجم  𝜋(𝐺)که کنندتعریف میگرافی  ،دهیمنشان می Γ(𝐺)نماد  با

𝑝𝑞اگر ∈ 𝜋𝑒(𝐺) .گروه بندی گراف اول های هممؤلفهد تعدا𝐺  را با𝑡(𝐺)  با را بندی هم ۀمؤلفو هر𝜋𝑖، 𝑖 =

1, 2, 3, … , 𝑡(𝐺)  ۀکه مرتب حالتی دردهیم. بنشان 𝐺 2 :کنیمما همیشه فرض می ،زوج باشد ∈ 𝜋1.  

 ۀترین مرتببا استفاده از بزرگگروه  شناسایی ،که در این مقاله مورد بحث است هاشناسایی گروههای این روش یکی از

 با 𝐿2(𝑞) هایهثابت کردند که گرو، ]8[ در  2111سال در،  2وچن 1هی در این زمینه ؛باشدمی گروه مرتبۀو  عناصر

نمایش  𝑘2(𝐺) که با نماد 𝜋𝑒(𝐺)بزرگ  دومین عنصر، 𝑘1(𝐺) یعنی 𝜋𝑒(𝐺)عضو ترین زرگبو  روهگ مرتبۀاستفاده از 

 هایچنین شناسایی همهستند.  قابل شناسایی، دهیمنشان می 𝑘3(𝐺)که با  𝜋𝑒(𝐺)سومین عنصر بزرگ  ودهیم می

، ی سادههاگروه-𝐾3 در آنها که توان دیدمی ، [17 , 12، 11 ،11، 9 ، 7، 4، 3[ در همین روشبا استفاده از دیگری 

𝐾4-های خطیپراکنده، گروه ۀهای ساد، گروهی سادههاگروه   𝐿2(𝑞)و𝐿3(𝑞) که در آن ،𝑞 ≤  انیهای یکگروه  8

𝑞  که در آن 𝑈3(𝑞)خاص تصویری  ≤  نوع از های سادهگروه–𝑃𝐺𝐿2(𝑞) ،𝐾4، گروه های خطی عام تصویری 11

𝐿2(𝑝)  که𝑝  2عددی اول وn − انجام  𝑘1(𝐺)گروه و  مرتبۀبا استفاده از  𝑆𝑧(𝑞)های سوزوکی گروهو  اول نیست، 1

 𝐷4 استینبرگ هایدهیم که گروهنشان می ما، در این مقاله .شده است
3 (2𝑛) 24 که در آن𝑛 − 22𝑛 +  اولددی ع 1

 است.قابل شناسایی  𝑘1(𝐺) گروه و مرتبۀ استفاده از با فردیه منحصر بطور به  است

 :اصلی این مقاله ۀقضی

𝐷)و یک گروه  𝐺فرض کنیم  :اصلی ۀقضی = 𝐷4 
3 (2𝑛 24 به طوری که𝑛 − 22𝑛 + در این  .عددی اول است 1

𝑘1(𝐺) صورت = 𝑘1(𝐷) و|D| = |𝐺| ر اگ تنها و اگر𝐺 ≅ 𝐷. 

 :مقدماتی تعاریف وقضایای .1
 . کنیمبیان می ،کنیم اصلی از آنها استفاده می ۀی لم و تعریف راکه در اثبات قضیدتعدا ،این بخش در

 گاه:آن،  باشد 𝐻 و متمم 𝐾 ۀهست یک گروه فروبنیوس با 𝐺  یمکنمی فرض (.[6]) 2. 1لم 

1   ) ،𝑡(𝐺) = 2 𝜋(𝐻)و  𝜋(𝐾) د بنی همهامؤلفهΓ(𝐺) هستند. 

2 )|𝐻| عدد |𝐾| −  .کندعاد می را 1

3  )𝐾  پوچ توان است. 

1مانند  دارای یک سری نرمال هرگاه ، گوییممیفروبنیوس -𝐺 ،2  ه. یک گرو 1. 1تعریف ⊴H⊴ 𝐾 ⊴ 𝐺 به  ؛باشد

 طوری که
𝐺

𝐻
 ۀهست گروه های فروبنیوس با 𝐾و 

𝐾

𝐻
 .باشند 𝐻و 

 

                                                           
1He                                                                                   
2Chen 
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 :این صورت در ،زوج باشد مرتبۀ فروبنیوس از-2ه گرو 𝐺  :فرض کنیم .(] 1[)  3. 1لم

1 ) 𝑡(𝐺) = 2 ، 𝜋 (
𝐾

𝐻
) = 𝜋2   و𝜋(𝐻) ∪ 𝜋 (

𝐺

𝐻
) = 𝜋1. 

2 )
𝐺

𝐾
و  

𝐾

𝐻
)Aut مرتبۀ،  𝐺/𝐾 ی مرتبۀ و های دوری هستندگروه  

𝐾

𝐻
 کند.عاد می را (

𝑡(𝐺)یک گروه متناهی با 𝐺 :مکنیمیفرض  .(]21[) 0. 1لم ≥  این صورت یکی از شرایط زیر برقرار است: در ؛باشد  2

1 )𝐺    یک گروه فروبنیوس است. 

2 ) 𝐺 فروبنیوس است-2 یک گروه. 

3 )  𝐺  1دارای یک سری نرمال ⊴ 𝐻 ⊴ 𝐾 ⊴ 𝐺 ه طوری ک به ؛است𝐻 و 𝐺/𝐾، π1-و گروه
𝐾

 𝐻
 اده یک گروه س  

)𝑂𝑢𝑡|د عد |𝐺/𝐾|پوچ توان است و  𝐻غیر آبلی است وی 
K

H
، 𝐺گراف اول  فرد از مؤلفهکند. بعلاوه هر عاد می را |(

گراف اول  فرد از  مؤلفهیک 
𝐾

 𝐻
 ست.ا  

𝑝𝑚به طوری که  ، عی باشنددو عدد طبی 𝑛و𝑚 دو عدد اول  𝑞و 𝑝  کنید: فرض .(]25[) 5.  1لم − 𝑞𝑛 = در این  ؛1

 صورت یکی از شرایط زیر برقرار است:

𝑚اگر (  1 = 𝑝گاهباشد، آن 1 = 22𝑡
+ 𝑡که  1 ≥  یک عدد صحیح است؛ 0

nاگر (  2 = 𝑞 گاهباشد، آن 1 = 2𝑝0 − 𝑝0که  1 ≥  یک عدد اول است؛ 0

,𝑚اگر (  3 𝑛 > ,𝑝)گاه اشند، آنب 1 𝑞, 𝑚, 𝑛) = (3, 2, 2, 3). 

,𝑙 :فرض کنید .(] 21 [) 6 .1لم 𝑘, 𝑞  .در این صورتاعداد طبیعی باشند: 

1) (𝑞𝑘 − 1, 𝑞𝑙 − 1) = 𝑞(𝑘,𝑙) − 1 

2) (𝑞𝑘 + 1, 𝑞𝑙 + 1) = {
𝑞(𝑘,𝑙) + فرد باشند           1

𝑘

(𝑘,𝑙)
 و

𝑙

(𝑘,𝑙)
اگرهردوعدد

(2, 𝑞 +                         در غیر این  صورت          (1
 

3) (𝑞𝑘 − 1, 𝑞𝑙 + 1) = {
𝑞(𝑘,𝑙) +  زوج باشند                1

𝑘

(𝑘,𝑙)
فرد و

𝑙

(𝑘,𝑙)
اگر

(2, 𝑞 + در غیر این صورت                               (1
 

𝑘درحالت خاص، برای هر ≥ ≤ 𝑞و  1 𝑞𝑘)داریم  2  − 1, 𝑞𝑘 + 1) ≤ 2. 

,5)به طوری که  ،غیر آبلی باشد ۀک گروه سادی  𝐺 :فرض کنید (]21 [ )7. 1لم. |𝐺|) =  گروه در این صورت ،است 1

𝐺 ریخت است: های زیر یکیکی از گروه با 

1) 𝐿𝑛(𝑞′)  به طوری که 𝑛 = ′𝑞و 2,3 ≡ ±2(𝑚𝑜𝑑 5) ؛ 

2) 𝐺2(𝑞′) به طوری که 𝑞′ ≡ ±2(mod 5)؛ 

3) 𝑈3(𝑞′) به طوری که 𝑞′ ≡ ±2(mod 5)؛ 

4) 𝐷4
3 (𝑞′) به طوری که 𝑞′ ≡ ±2(𝑚𝑜𝑑 5)؛ 

5) 𝐺2
2 (𝑞′) به طوری که 𝑞′ ≡ ±2(mod 5). 
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 :اصلی ۀاثبات قضی .3
 𝐷4)  استینبرگ هایکنیم که گروهاین بخش ثابت می در

3 (2𝑛 وقتی𝑞4 − 𝑞2 + 𝑞) عددی اول است 1 = 2𝑛) 

  .است قابل شناسایی 𝜋𝑒(𝐺) عضو ترینبزرگ مرتبۀ گروه و مرتبۀ استفاده از با

𝑞4اول  عدد برای راحتی کار، در ادامه − 𝑞2 + 𝐺بدیهی است که اگر  دهیم.نشان می 𝑝ا ب را  1 ≅ 𝐷 گاهآن 𝑘1(𝐺) =

𝑘1(𝐷) و |𝐷| = |𝐺|. اگر یعنی ؛کنیم که شرط کافی برقرار استثابت می حال 𝑘1(𝐺) = 𝑘1(𝐷) و|𝐷| = |𝐺| 

𝐺گاه آن ≅ 𝐷.  داریم  [13]ابتدا بنا به𝑘1(𝐷) = (𝑞3 − 1)(𝑞 +  است. Γ(𝐺)در تنها رأس 𝑝ه دهیم کنشان می .(1

𝑡𝑝 به طوری که ،دارد وجود 𝑡 مانند طبیعی بنابراین عدد ؛تنها نباشد رأس 𝑝: کنیمبرای این منظور فرض می ∈ 𝜋𝑒(𝐺). 

 :در نتیجه

𝑡𝑝 ≥ 2𝑝 = 2(𝑞
4

− 𝑞2 + 1) > (𝑞3 − 1)(𝑞 +  ؛(1

 :خواهیم داشت بنابراین

𝑡𝑝 > 𝑘1(𝐺) = (𝑞3 − 1)(𝑞 + 1) 

𝑡(𝐺) ؛ پسکه یک تناقض است  ≥  2و 1 طودهیم که شرنشان می ؛رقرار استب 𝐺برای گروه  4. 2لم  فرض اینک. 2

 خواهیم داد. نشان ریختی را شرط سوم یک استفاده از با نیست و لم برقرار

 .نیستیک گروه فروبنیوس  𝐺 . 3. 1لم 

𝑡(𝐺)  :داریم ،(1. 2) لم بنابرباشد در این صورت  𝐻و متمم  𝐾گروه فروبنیوس با هسته  𝐺فرض کنیم  : برهان  = 2 

 ، است Γ(G) یتنها رأس 𝑝حال از این که  .هستند  Γ(G) یبند های هم مؤلفهرئوس  ی مجموعه 𝜋(𝐾)و  𝜋(𝐻)و 

 :نظرمی گیریم دو حالت  زیر را در

i) |𝐻| =
|𝐺|

𝑝
.و   |𝐾| = 𝑝 

ii) |𝐾| =
|𝐺|

𝑝
.و  |𝐻| = 𝑝  

|𝐺|، (1. 2لم )در این صورت بنابر د، برقرار باش(i) حالت: فرض کنیم 

𝑝
|𝑝 − |𝐺|بنابراین  ؛1 ≤ 𝑝(𝑝 − که یک  (1

 .تناقض است

|𝑝 داریمت در این صوربرقرار باشد؛ (ii) ض می کنیم حالت حال فر
|𝐺|

𝑝
−  :خواهیم داشتنتیجه  در، 1

(𝑞4 − 𝑞2 + 1)|
𝑞12(𝑞8+𝑞4+1)(𝑞6−1)(𝑞3−1)

𝑞4−𝑞2+1
− 1، 

 :داریمبالا  ساده کردن عبارت با

𝑞4)؛ − 𝑞2 + 1)|
(𝑞29 − 𝑞26 + 𝑞25 − 𝑞23+𝑞21+𝑞20−𝑞19−𝑞18+𝑞16−𝑞15+𝑞12)

𝑞4 − 𝑞2 + 1
 

 بنابراین

(𝑞4 − 𝑞2 + 1)|(𝑞25+𝑞23−𝑞22+𝑞21−𝑞20−𝑞19−𝑞18−𝑞17+𝑞16−𝑞15+𝑞14+𝑞12 − 1) 

𝑞4)داریم  کردن عبارت بالا از ساده بعدنهایت  در و   − 𝑞2 + 1)|(5𝑞3 + 4𝑞2 + 5𝑞)، ؛قض استکه این یک تنا 

 یک گروه فروبنیوس نیست.𝐺  ینبنابرا
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 فروبنیوس نیست. - 2 یک گروه 𝐺 .3.  3لم 

1دارای یک سری نرمال  𝐺 ،(3. 2) لمبه  بنا .باشد فروبنیوس – 2یک گروه  𝐺فرض کنیم  : برهان ⊴ 𝐻 ⊴ 𝐾 ⊴ 𝐺 

به طوری که   ؛است
𝐺

𝐻
های گروههای فروبنیوس با هسته 𝐾و  

𝐾

𝐻
 :داریم چنین هم و 𝐻و  

 (
𝐺

𝐾
) = 𝜋1π𝜋(𝐻)⋃ ،π(

𝐾

𝐻
)=𝜋2 و . |

𝐺

𝐾
| ||Aut(

K

H
)| 

π2 ،است Γ(𝐺)تنها در  رأسیک  𝑝حال از این که  = {𝑝}  و|
𝐾

𝐻
| = 𝑝 .که  توجه به این با𝑝 = 𝑞4 − 𝑞2 +  و 1

|𝐺/𝐾|||𝐴𝑢𝑡(
𝐾

𝐻
)| 

|. : شوده مینتیج
𝐺

𝐾
| |𝑝 − 𝑞4   ضح است کهوا 1 − 𝑞2 + 1 =

𝑞12−1

(𝑞6−1)(𝑞2+1)
 داریم [16] از 3بنابه لم طرفی  از .

(
𝑞12−1

𝑞6−1
, 𝑞6 − 1)=(2, 𝑞6 − 1)  ؛1=

𝑞4) شودنتیجه میکه  − 𝑞2 , 2(𝑞6 − 1) − 1) = |که از این .1
𝐺

𝐾
| |𝑝 − 𝑞6)2داریم   1 − 1) − 1||H|.  با توجه

  ؛پوچ توان است 𝐻 که به این
𝐾

𝐻
⋊ 𝐻𝑡  ۀهست فروبنیوس با یگروه  𝐻t   متممو   

𝐾

𝐻
 برابر است با t کهبه طوری  ؛است 

2(𝑞6 − 1) − |𝐾/𝐻|||𝐻𝑡| (1. 2) بنا به لم. 1 −  :داریم پس؛ 1

(𝑞4 − 𝑞2 + 1)|(2(𝑞6 − 1) − 2) 

 فروبنیوس نیست. - 2 یک گروه 𝐺براین بنا ؛که این یک تناقض است

 .ریخت استیک 𝐷با   𝐺 .0. 3لم 

𝑡(𝐺)(، 4.  2ابتدا بنابر لم ): برهان ≥ های با توجه به لم حال ؛کند( صدق می4. 2) لمیکی از شرایط  در 𝐺بنابراین  ؛2

 دارای یک سری نرمال مانند 𝐺 :در نتیجه ؛کندمی( صدق 4. 2) لم از 3 شرط در 𝐺(، 3. 3 ( و )2. 3)

1 ⊴ 𝐻 ⊴ 𝐾 ⊴ 𝐺 

گروه و π1−یک  𝐺/𝐾و 𝐻که  طوریه ب ؛است
𝐾

𝐻
 مرتبۀو پوچ توان  𝐻 ،آبلینا ۀک گروه سادی 

𝐺

𝐾
)𝑂𝑢𝑡 مرتبۀ 

𝐾

𝐻
 را (

𝐾 فرد از مرتبۀ ۀمؤلفیک  𝐺فرد از  مرتبۀ ۀمؤلفبعلاوه هر  ؛کندعاد می

𝐻
 داریم است Γ(G) یتنها رأس 𝑝که از این ست.ا 

𝑝| |
𝐾

𝐻
)𝑡و  |

𝐾

𝐻
) ≥ 5، (7. 2) لم به طرف دیگر بنا . از2 ∤ |𝐺| ،دانیم کهاز طرفی می|

𝐾

𝐻
|  ||𝐺| 5، در نتیجه ∤ |

𝐾

𝐻
| 

  بنابراین گروه
𝐾

𝐻
 𝐷4هایکنیم که برای گروهتوجه می ابتدا ریخت است.یک (7. 2لم ) های با یکی از گروه  

3 (2𝑛) داریم: 

| 𝐷4 
3 (2𝑛| = 𝑞12(𝑞8 + 𝑞4 + 1)(𝑞6 − 1)(𝑞3 − )𝑘1و  (1 𝐷4 

3 (2𝑛)) = 𝑞4 + 𝑞3 − 𝑞 − 1. 

 :گیریمنظر می زیر را در هایحالت اکنون

𝐾 راگ(: حالت اول

𝐻
≅ 𝐺2(𝑞′)  که در آن 𝑞′ ≡ ±2(𝑚𝑜𝑑 5)داریم [13] راه بناب، آنگ: 

𝑘1(𝐺2(𝑞′)) = 𝑞′2 + 𝑞′ + 1. 

𝑘1چون  (𝐺2(𝑞′)) = 𝑘1(𝐺)،  بنابراین خواهیم داشت: 𝑞4 + 𝑞3 − 𝑞 − 1 = 𝑞′2 + 𝑞′  :نتیجه در :1+

𝑞′2 + 𝑞′ = 𝑞4 + 𝑞3 − 𝑞 − 2. 
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 :ی رسیمزیر م ۀبه رابط 𝑞گذاری مقدار جای بااینک 

𝑞′(𝑞′ + 1) = 24n + 22n − 2𝑛 − 2 = 2(24𝑛−1 + 23𝑛−1 − 2𝑛−1 − 1) 

,′𝑞) چوندیگر  ازطرف 𝑞′ + 1) = 1 ،𝑞′ = ′𝑞یا 2 + 1 = 24𝑛−1 + 23𝑛−1 − 2𝑛−1 −   ،درنتیجه ؛ 1

𝑞4های  معادله + 𝑞3 − 𝑞 8 4و  = = 24𝑛−1 + 23𝑛−1 − 2𝑛−1 بینیم که هیچ به وضوح می ؛آینددست می[ ب

 رسیم.به تناقض میبنابراین  ؛ندارد جوابیکدام 

  اگر (حالت دوم
𝐾

𝐻
≅ 𝐺2 

2 (𝑞′) ه در آنک 𝑞′ = 32 m+1داریم ،[13] گاه بنابر ، آن: 

𝑘1( G2 
2 (𝑞′)) = 𝑞′ + √3𝑞′ + 1. 

𝑞4 ؛ : داریمعناصر دوگروه  مرتبۀترین بزرگ با برابر قرار دادن + 𝑞3 − 𝑞 − 1 = 𝑞′ + √3𝑞′ +  نابراینب 1

24𝑛 + 23n − 2n − 2 = 3m+1(3m + 1) . 

′𝑞گذاری مقدارجای حال با = 32 m+1 آوریمدست میه ب زیر را ۀدرعبارت قبلی رابط: 

. 2(24𝑛−1 + 23n−1 − 2n−1 − 1) = 3m+1(3m + 1) 

,3m+1)که  طرف دیگر از این از (3m + 1)) =  :داریم ،1

(24𝑛−1 + 22n−1 − 2n−1 − 1) = 3m+1  2و = 3m + 1 

2 اگربه عنوان مثال  .به تناقض می رسیمحالت ه هردو ک = 3m + 3m گاه آن 1 = 𝑚درنتیجه  1 = ′𝑞 و 0 =   ؛3

24𝑛−1  :بنابراین داریم + 22n−1 − 2n−1 4  ین یک تناقض است.  که ا  =

𝐾اگر   (حالت سوم

𝐻
≅ 𝐿2(𝑞′) که در آن 𝑞′ ≡ ±2(mod 5) و𝑞′ = 𝑝′𝑚، داریم ،[13] بنابراه گآن:   

𝑘1 (L2(𝑞′)) = 𝑞′ یا 𝑞′ + 1   . 

𝑘1 :کنیمفرض می ابتدا (𝐿2(𝑞′)) = 𝑞′ ، بنابراین𝑞4 + 𝑞3 − 𝑞 − 1 = 𝑞′در این صورت خواهیم داشت ؛: 

 |𝐿2(𝑞′)| ∤ |𝐺| اگر. این یک تناقض است که 𝑞4 + 𝑞3 − 𝑞 − 1 = 𝑞′ +  آن گاه ،1

. 𝑞4 + 𝑞3 − 𝑞 − 2 = 𝑞′ 

|𝐿2(𝑞′)|که  این از دیگربار ∤ |𝐺| ،  تناقض می رسیم. یک به 

𝐾اگر  (چهارم حالت

𝐻
≅ 𝐿3(𝑞′) که در آن q′ ≡ ±2(mod 5)، داریم[ 13] به بنا گاهآن: 

𝑘1(𝐿3(𝑞′)) = 𝑞′2 + 𝑞′ + 𝑞′2) یا 1  + 𝑞′ + 1)/3  . 

𝑞4 :فرض کنید ابتدا + 𝑞3 − 𝑞 − 1 = 𝑞′2 + 𝑞′ +  :تساوی داریمطرف  ودساده کردن  ه باگاآن .1

𝑞′2 ؛ + 𝑞′ = 𝑞4 + 𝑞3 − 𝑞 − 2 

 

. :براین داریمبنا 𝑞′(𝑞′ + 1) = 2(24𝑛−1 + 23𝑛−1 − 2𝑛−1 − ,′𝑞) که این حال از (1 𝑞′ + 1) =  :داریم 1

𝑞′ = . یا  2 𝑞′ + 1 = 24𝑛−1 + 23𝑛−1 − 2𝑛−1 − 1 
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𝑞4های  بنابراین معادله + 𝑞3 − 𝑞 8 4و = = 24𝑛−1 + 23𝑛−1 − 2𝑛−1 ه وضوح هیچ که ب آوریمدست میه ب را

  رسیم.به تناقض میبنابراین  ؛دنندار جوابیکدام 

𝑞4اگر داشته باشیم  اینک + 𝑞3 − 𝑞 − 1 = (𝑞′2 + 𝑞′ +  گاهآن 3/(1

. 3𝑞4 + 3𝑞3 − 3𝑞 − 4 = 𝑞′(𝑞′ + 1)  

 ندارد. جوابی ۀببینیم که این معادل، توانیمبه آسانی می

𝐾گر ا پنجم( حالت

𝐻
≅ 𝑈3(𝑞′) که درآن 𝑞′ ≡ ±2(mod 5)، داریم،  به بنا گاه آن: 

𝑘1 (𝑈3(𝑞′)) = 𝑞′2 + 𝑞′  یا   (𝑞′2 + 𝑞′)/3. 

𝑞4 اگر  + 𝑞3 − 𝑞 − 1 = 𝑞′2 + 𝑞′  1- آنگاه 𝑞′2 + 𝑞′ ؛𝑞4 + 𝑞3 − 𝑞 − 2  بنابراین =

𝑞4 + 𝑞3 − 𝑞 − 1 = 𝑞′(𝑞′ + 1). 

𝑞) ؛بالا داریم ۀساده کردن رابط با  − 1)(𝑞3 + 2𝑞2 + 2𝑞 + 1) = 𝑞′(𝑞′ +  چون. (1

,′𝑞)؛ 𝑞′ + 1) = 1 

′𝑞بنابراین   = (𝑞 − ′𝑞)و   (1 + 1) = 𝑞3 + 2𝑞2 + 2𝑞 +  این یک تناقض است. که به وضوح  1

𝑞4  اگر + 𝑞3 − 𝑞 − 1 = (𝑞′2 + 𝑞′)/3 گاهنآ . 3𝑞4 + 3𝑞3 − 3𝑞 − 3 = 𝑞′2 + 𝑞′ اینک داریم: 

𝑞′(𝑞′ + 1) = 3(𝑞4 + 𝑞3 − 𝑞 − 1)، 

,′𝑞)که با توجه به این 𝑞′ + 1) = ′𝑞 :داریم  1 = 𝑞4؛ و  3 + 𝑞3 − 𝑞 − 1 = (𝑞′ +  :نتیجه در (1

  . 𝑞4 + 𝑞3 − 𝑞 = 5 

𝑞چون = 2𝑛 شودل میحاصبه وضوح یک تناقض ؛. 

𝐾 :دهد( نتیجه می7. 2لم ) بنابراین

𝐻
≅ 𝐷 پس |

𝐾

𝐻
| = |𝐷| = |𝐺|ازطرفی چون .  𝐺دارای سری نرمال 

1 ⊴ 𝐻 ⊴ 𝐾 ⊴ 𝐺 

|𝐻| :خواهیم داشت، است  = |𝑝، چون. 1 |
𝐾

𝐻
𝑝 پس | ∈ 𝜋2(𝐷)   ؛لذا𝑝 = 𝑝′ در نتیجه: 

𝑞4 − 𝑞2 + 1 = 𝑞′4 − 𝑞′2 + 1 . 

𝑘1(𝐺)که  از این طرفی از = 𝑘1(𝐷) داریم : 

𝑞4؛ + 𝑞2 − 𝑞 − 1 = 𝑞′4 + 𝑞′2 − 𝑞′ − 1 

 

𝑞 :نتیجه در = 𝑞′. چون طرفی از |𝐾| = |𝐷| = |𝐺|بنابراین  ؛𝐺 = 𝐾 ≅ 𝐷. 
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