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Introduction 

In this paper, the application of Genocchi hybrid functions in solving a 

class of fractional optimal control problems including the initial or 

boundary conditions of the state variable with different cases of fractional 

derivative order, is presented. For this purpose, first, the importance of 

fractional calculus, definitions, and required properties are stated. Then, 

hybrid functions containing a Combination of Genocchi polynomials with 

basis Block-pulse functions are introduced. Using the properties of these 

functions, the two Genocchi hybrid functions fractional operators, 

including the left Riemann-Liouville fractional integral operator and the 

left Caputo fractional derivative operator, have been calculated directly 

and without any approximation. In the following, the direct methods for 

solving the fractional optimal control problem are expressed. In these 

methods, calculating the control variable in terms of the state variable, 

estimating the state variable based on Genocchi hybrid functions, 

Riemann-Liouville fractional integral operator, and the Legendre-

Gaussian formula are used to convert the fractional optimal control 

problem to the system of algebraic equations. From solving the resulted 

system, the unknown coefficients of the state variable and consequently 

the control variable are obtained. In addition, Caputo fractional derivative 

operator and Lagrange multipliers are used to solve the fractional optimal 

control problems, including the final fixed boundary points. The error 

bounds of the function approximation and the fractional operators are 

calculated. Also, the convergence analysis is presented. Finally, the 

efficiency and effectiveness of the proposed methods are illustrated by 

solving some numerical examples, and the obtained results are compared 

with those reported in related articles. 

Introduction 

The various control theories with rich mathematical backgrounds have 

been widely used in different branches of science, such as spacecraft 
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systems, industrial production processes, rocket guidance, and medical 

applications. On the other hand, optimization is designed to make good 

use of available resources; therefore, the goal of optimal control is to 

determine the control signal that makes a process apply in some 

constraints and at the same time optimizes (minimum or maximum) a 

performance index. Since optimal control problems occur in many 

phenomena, it will be useful to use simple and efficient methods to solve 

such problems. In recent years, there has been significant growth in the 

expansion and application of fractional calculus. Indeed fractional-order 

calculus provides more accurate and better models for physical and 

engineering systems than integer-order calculus. For example, the wave 

diffusion equations, electrochemistry, gas diffusion process, heat transfer, 

biomechanics, and telecommunications represent some applications of 

fractional-order derivatives. Also, in 2020, with the onset of the 

coronavirus epidemic, for scientific investigation, issues related to the 

Covid virus 19; the role of using the mask in prevention, lockdown, and 

vaccination are modeled by fractional-order derivatives. An optimal 

control problem in which the performance index or differential equations 

within the constraint system, contain at least one sentence with a 

fractional-order derivative, is called the fractional optimal control 

problem. In general, numerical methods to solve optimal control problems 

are divided into two categories including indirect and direct methods. The 

indirect methods are based on finding a solution from the necessary 

optimality conditions, resulted from the calculus of variation and the 

Pontryagin’s minimum principle. These methods lead to a two-point 

boundary value problem, which can be solved by the well-known 

numerical methods. Direct methods are according to the discretization of 

control or state variables and transforming the given problem into a 

nonlinear optimization problem. In this work, we combine Genocchi 

polynomials with Block-Pulse functions on the interval [0, 1]. Then, we 

use these basis functions for finding an approximate solution of the 

integer-fractional optimal control problems in the form of direct methods 

by using Genocchi hybrid functions fractional operators. The fractional 

optimal control problem in three different cases containing the fractional-

order derivative and the initial or boundary conditions are discussed. 

Material and methods 

In this paper, the exact formula for the Riemann-Liouville fractional 

integral operator and Caputo fractional derivative operator for the hybrid 

functions is derived by Laplace transform and fractional calculus 

properties. We consider three models of fractional optimal control 

problem due to the fractional derivative order and boundary conditions of 

the state variable. To solve this problem, in the first case, we approximate 

the fractional derivative of the state variable in terms of Genocchi hybrid 

functions. Then using the Riemann-Liouville fractional integral operator, 

we calculate the state variable and its derivatives with unknown 

coefficients based on Genocchi hybrid functions using the initial 

conditions of the problem and the properties of the fractional calculus. 

Next, we obtain the control variable in terms of the state variable and its 

derivatives from the constraint equation. By replacing the resulted 

approximations in the performance index, an unconstrained optimization 

problem is obtained. Finally, using the Legendre-Gaussian integration and 

applying the necessary optimality conditions, a system of algebraic 

equations is derived, from the solution of which unknown coefficients are 

obtained. In the second case, we approximate the integer derivative of the 

state variable in terms of Genocchi hybrid functions and repeat the other 

steps. For the third case, another direct method based on Caputo fractional 

derivative operator and Lagrange multipliers is introduced. Also, the error 
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estimates for the hybrid functions and fractional operators are obtained. 

The convergence of the direct method in solving the fractional optimal 

control problems is generally investigated. 

Results and discussion 

We solve some test problems by using present methods to demonstrate the 

efficiency, accuracy and the simplicity of the proposed methods. The first 

example, which is an initial value problem, is solved by the Riemann-

Liouville fractional integral operator method. In the second example, the 

problem involves a state variable with the initial and final boundary 

points, the Caputo fractional derivative operator method is used. In the 

third example, the Riemann-Liouville fractional integral operator method 

is used with initial state approximation. 

Also, we compare our numerical results with shifted orthonormal Jacobi 

polynomials method, Homotopy perturbation method, Variational 

iteration method, direct method based on the Clenshaw-Curtis formula, 

Taylor polynomials method, spectral method based on the second kind 

Chebyshev polynomials, operational matrix based on Boubaker wavelet, 

Bernoulli hybrid functions. The comparison shows the more accuracy of 

proposed methods in comparison with mentioned methods. 

Conclusion 
The following results are obtained from this research. 

 Genocchi hybrid functions are simple basis functions to 

approximate the unknown functions. Also, hybrid functions are 

a powerful mathematical tool to obtain the numerical solution of 

various kinds of fractional optimal control problems. 

 The main characteristic of proposed direct method is that it 

reduces fractional optimal control problems to a system of 

algebraic equations by using Genocchi hybrid functions 

fractional operators. 

 We show that if the number of basis hybrid functions is 

increased, the approximation functions in this method are 

convergent. 

 The obtained numerical results are compared with the exact 

solutions and some of the ones available to display the accuracy 

and proficiency of the proposed method. As can be seen, with a 

few numbers of the hybrid basis functions, satisfactory results 

are obtained. 

 We present a new method to obtain the fractional operators for 

the hybrid of Genocchi polynomials and Block-Pulse functions 

directly and without any approximation. The accuracy of these 

operators is effective in increasing the accuracy of the proposed 

methods for solving fractional optimal control problems. 

 
How to cite: Shafiof, S.M., Askari, J., Shams Solary, M. (2023). Numerical solution of the fractional optimal control 

problems by using Genocchi hybrid functions fractional operators. Mathematical Researches, 9 (1), 

131-163.  
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  های کلیدی:واژه

  ،کسری بهینه کنترل

  ،ترکیبی توابع

  ،گنوچی هایایچندجمله

 ،کسری عملگرهای

 .همگرایی آنالیز

 

مختلف  هایای از مسائل کنترل بهینه کسری با حالتدر حل رده توابع ترکیبی گنوچیکاربرد  ،در این مقاله

مرتبه مشتق کسری شامل شرایط اولیه یا مرزی متغیر وضعیت ارائه شده است. بدین منظور، در ابتدا اهمیت 

های ایشود. سپس، توابع ترکیبی شامل ترکیب چندجملهخواص مورد نیاز بیان میحسابان کسری، تعاریف و 

دو عملگر  ،خواص این توابع و بدون تقریب زدن گردد. با استفاده ازپالس معرفی میای بلاکگنوچی با توابع پایه

چپ  یو عملگر مشتق کسرلیوویل -ریمانکسری توابع ترکیبی گنوچی شامل عملگر انتگرال کسری چپ 

کنترل بهینه کسری اختیار شده در  مسألههای حل صورت مستقیم محاسبه شده است. در ادامه، روشکاپوتو به

ها با محاسبه متغیر کنترل برحسب متغیر وضعیت، تقریب شود. در این روشهای مستقیم بیان میقالب روش

اسبه شده و مح لیوویل-ریمانرال کسری متغیر وضعیت بر اساس توابع ترکیبی گنوچی، استفاده از عملگر انتگ

کنترل بهینه کسری به یک دستگاه معادلات  مسألهگاووس، -با استفاده از فرمول لژاندر شاخص عملکردتقریب 

ست د گردد. از حل دستگاه حاصل، ضرایب مجهول متغیر وضعیت و در نتیجه متغیر کنترل بهجبری تبدیل می

ی مرزی نهایی ثابت، عملگر مشتق کسری کاپوتو و آیند. علاوه بر این، برای حل مسائل شامل نقطهمی

روند. کران خطاهای تقریب تابع و عملگرهای کسری، محاسبه شده و آنالیز کار میبه های لاگرانژکنندهضرب

حل چند مثال عددی بیان و نتایج  های پیشنهادی باشود. در پایان، کارایی و مؤثر بودن روشهمگرایی ارائه می

 حاصله با نتایج گزارش شده در مقالات مرتبط مقایسه شده است.

 توابع کسری عملگرهای از استفاده با کسری بهینه کنترل مسائل عددی حل (.1032) عسکری، جواد؛ شمس سولاری، مریم؛ ؛سیدمهدی، افشفیع: استناد

 .101-100(، 1) 3، های ریاضیپژوهش. گنوچی ترکیبی
  

 نویسندگان. ©                                                                                                                  خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

های سیستممانند  گوناگون علوم هایشاخه در وسیعی کاربرد ریاضی، غنی یپیشینه با های مختلف کنترلنظریه

منظور سازی بهبهینهاز طرف دیگر  .داشته است فضاپیما، فرایندهای تولید و صنعت، هدایت موشک و کاربردهای پزشکی

هدف کنترل بهینه، تعیین سیگنال کنترلی است که باعث شود یک  لذا؛ استفاده مفید از منابع موجود طراحی شده است

از آنجا که صدق کرده و در عین حال یک شاخص عملکرد، بهینه )حداقل یا حداکثر( شود.  هافرایند در برخی محدودیت

گونه نمد برای حل ایآهای ساده و کارکارگیری روششوند، بنابراین بهها ظاهر میمسائل کنترل بهینه در بسیاری از پدیده

  . ]2[، ]1[مسائل سودمند خواهد بود 

توجهی در گسترش و کاربرد حسابان کسری وجود داشته است. این رشد های اخیر رشد قابل از سوی دیگر در سال    

های یستمستر و بهتری برای های دقیقصحیح، مدلدلیل این است که حسابان مرتبه کسری نسبت به حسابان مرتبه به

عنوان مثال معادلات پخش موج، الکتروشیمی، فرایند پخش گاز، انتقال گرما،  کنند؛ بهفیزیکی و مهندسی ایجاد می

با آغاز  2222. همچنین، در سال ]4[، ]3[برخی از کاربردهای مشتقات مرتبه کسری است مخابرات بیانگر بیومکانیک و 

؛ مانند نحوه انتشار، نقش پوشیدن 11مسائل مربوط به ویروس کووید  گیری ویروس کرونا، جهت بررسی علمی،همه

 .]7[-]5[اند سازی شدهمشتقات مرتبه کسری مدل ۀوسیل ماسک در پیشگیری، قرنطینه و واکسیناسیون به

  2کاپوتوو  1لیوویل-، تعاریف ریماناین خصوصکسری ارائه شده است. در  ۀتعاریف بسیاری در مورد مشتق و انتگرال مرتب

یا معادلات دیفرانسیل موجود در شاخص عملکرد کنترل بهینه که یک مسأله . ]8[ برخوردارند بیشتری کاربرد از

کنترل بهینه کسری نامیده با مشتق مرتبه کسری باشد، مسأله های سیستم یا هر دو شامل حداقل یک جمله محدودیت

 مهای مستقیهای غیرمستقیم و روشروش یکنترل بهینه به دو دستهائل های عددی برای حل مسروشدر حالت کلی  شود.می

مستقیم مبتنی بر یافتن جواب بر مبنای شرایط لازم بهینگی است که پس از تشکیل تابع اساس روش غیرشوند. تقسیم می

مبنای بر  اصلی ۀاید ،مآیند. در روش مستقیدست میهمیلتونی، با استفاده از حساب تغییرات و اصل ماکسیمم پونتریاگین به

  .]12[،]1[است غیرخطی ریزی به یک مسأله برنامه و تبدیل مسأله کنترل بهینهوضعیت یا هر دو ترل، کن متغیرهای تقریب 

، 3مانند توابع والش ؛ای ثابتای قطعهتوابع پایهترکیب باشد. این توابع از تقریب توابع میی مناسب در توابع ترکیبی یک گزینه

استفاده از توابع ترکیبی  ۀاید .شوندمیحاصل  6چبیشف ،5های لژاندرایمانند چندجمله ؛ای پیوستهو توابع پایه 4پالستوابع بلاک

دهیم. ها انتقال میزیربازهها را به هر کدام از ایجملهتقسیم کرده و چند زیربازهی مسأله را به تعدادی به این صورت است که بازه

 اشاره کرد.  ]14[-]11[مراجع توان به توابع ترکیبی می و کاربرد ی ساختزمینهدر 

های این ها و مزیتبرخی از ویژگیباشد. در تقریب توابع، موضوع نسبتا جدیدی می 7های گنوچیایچندجملهکاربرد 

 عبارتند از:  هاایچندجمله

جملات تعداد باشند که در کاهش خطای محاسباتی تأثیرگذار است. های گنوچی اعداد صحیح میایضرایب چندجمله

که حالیچهار جمله دارد در 𝐺6(𝑡)طوری که  باشد، بهها کمتر میایهای گنوچی نسبت به سایر چندجملهایچندجمله

                                                           

1 Riemann-Liouville 

2 Caputo 

3 Walsh functions 

4 Block pulse functions 

5 Legendre polynomials 

6 Chebyshev polynomials 

7 Genocchi polynomials 
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، 𝑇6(𝑡) های چبیشف انتقال یافتهایپنج جمله دارد. همچنین چندجمله 𝛽6(𝑡)  8های برنولیایچندجمله

باشند که این ، دارای هفت جمله می𝑡(𝐿6( 1های لاگرانژایو چندجمله 𝐿6(𝑡) های لژاندر انتقال یافته ایچندجمله

های گنوچی ایچندجمله همچنین خواص و روابط بین .]15[ شودها بیشتر میایجملهروند صعودی با افزایش مرتبه چند

ب میسر صورت مستقیم و بدون تقریتوابع ترکیبی گنوچی را بهای است که محاسبه عملگرهای مشتق و انتگرال کسری گونهبه

  سازد.می

نترل بندی مسائل کهای لاگرانژ، فرمولکنندهضرب روشبرای نخستین بار، اگراوال با استفاده از حساب تغییرات کسری و     

دار مقدر نهایت منجر به مسأله  سازی شرایط لازم بهینگیلیوویل ارائه نمود که پیاده-بهینه کسری را بر حسب مفهوم ریمان

های بهینه کسری از طریق پایه ای از مسائل کنترلبرای حل دسته  ]17[لطفی و همکارانش . ]16[ مرزی مرتبه کسری گشت

های برنستاین و روش اییک روش بر مبنای تقریب چندجمله ]18[نعمتی متعامد لژاندر، روش مستقیم عددی را ارائه دادند. 

، ]22[های گنوچی استفاده شده است. در ایچندجملهانتگرال کسری  از ماتریس عملیاتی ]11[است. در  معرفی کردهریتز 

ی و همکارانش ربیعارائه شده است.  تأخیریمسائل کنترل بهینه کسری روشی مبتنی بر توابع کلاهی بهبود یافته برای حل 

یفرانسیل د-نتگرالاز توابع لژاندر کسری برای حل مسائل کنترل بهینه کسری با محدودیت دینامیکی شامل معادلات ا ]21[

مسائل کنترل بهینه برای حل لاگرانژ -روشی غیرمستقیم مبتنی بر معادلات اویلر ]22[. رخشان و عفتی انداستفاده کرده

کنترل بهینه کسری بهره  ای از مسائلاز توابع ترکیبی برنولی برای حل رده ]23[مشایخی اند. پیشنهاد کرده تأخیریکسری 

 است. کار رفتهبهاولیه  دارای مقادیرکه فقط برای مسائل گرفته 

 :]24[گیریم زیر را در نظر می شاخص عملکردکنترل بهینه کسری با  مسألهدر این مقاله، 
 

𝑚𝑖𝑛 𝐽 = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡))𝑑𝑡,
1

0
                                                      (1) 

 

:شودکسری زیر بیان می-صحیحدیفرانسیل مرتبه با معادله محدودیت مسأله   
 

𝐾1𝑥̇(𝑡) + 𝐾2 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡) = 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡)) + 𝑏(𝑡)𝑢(𝑡),0

𝐶                                             (2) 
 

  برابر است با: شروط اولیه یا مرزی مسألههای مختلف مرتبه مشتق کسری و حالت

 :حالت اول  

𝑥(0) = 𝑥0,   𝑥̇(0) = 𝑥̇0, 1                     و < 𝛼 ≤ 2 .                               (3)                                                              

 :حالت دوم 

𝑥(0) = 𝑥0, و                       0 < 𝛼 ≤ 1 .                               (4) 

 :حالت سوم 

𝑥(0) = 𝑥0, 𝑥(1) = 𝑥1, و                       0 < 𝛼 ≤ 1 .                               (5) 

 

,𝑓(𝑡 که در آن توابع  𝑥(𝑡), 𝑢(𝑡)) ، 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡))  و𝑏(𝑡)  هموار هستند. تابع𝑏(𝑡)  ،مخالف صفر𝐾1  و𝐾2  اعداد

 .از نوع کاپوتو است مشتق کسری باشند. همچنینمقادیر ثابت و معلوم می 𝑥1و  𝑥0، 𝑥̇0 سکالر وا

                                                           
8 Bernoulli polynomials 9 Lgrange polynomials 
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، زنیمب میتقریرا برحسب توابع ترکیبی گنوچی  متغیر وضعیت کسریمشتق  ابتدا، در حالت اولدر  برای حل این مسأله

و  عیتمتغیر وضو خواص حسابان کسری،  ویل، شرایط اولیه مسألهولی-از عملگر انتگرال کسری ریمان سپس با استفاده

ا بر ر متغیر کنترلکنیم. در ادامه، ضرایب مجهول محاسبه میگنوچی با قات آن را بر مبنای توابع ترکیبی سایر مشت

ر های حاصله دگذاری تقریبآوریم. با جایدست میو مشتقات آن، از معادله محدودیت سیستم به متغیر وضعیتحسب 

س و اعمال واوگ-گیری لژاندرگردد. در پایان با استفاده از انتگرالسازی نامقید نتیجه میبهینه ، یک مسألهشاخص عملکرد

در آیند. دست می هضرایب مجهول بشود که از حل آن ت جبری حاصل میشرایط لازم بهینگی، یک دستگاه معادلا

نیم. کرا برحسب توابع ترکیبی گنوچی تقریب زده و سایر مراحل را تکرار می متغیر وضعیتحالت دوم، مشتق صحیح 

 .شودمی معرفیهای لاگرانژ کنندهروش مستقیم دیگری مبتنی بر عملگر مشتق کسری کاپوتو و ضربحالت سوم، برای 

 مشتق کسریهای مختلف مرتبه های روش های پیشنهادی عبارتند از: در حالتدر مقایسه با مراجع مطرح شده، ویژگی

 صورتبهده اختیار ش ترکیبی توابع کسری انتگرال و مشتق و شرایط اولیه و نهایی متغیر وضعیت کاربرد دارند؛ عملگرهای

ز دقت دست آمده اهای بهکارگیری تعداد اندکی از توابع ترکیبی، جوابشوند؛ با بهتقریب محاسبه می بدون و مستقیم

 مناسبی برخوردار هستند.

 گردد. عملگرهایز بیان میدر بخش اول تعاریف و روابط مقدماتی مورد نیا سازمان یافته است: صورتبدیناین مقاله 

ر بخش شوند. دترکیبی گنوچی در بخش دوم محاسبه میتوابع کاپوتو و مشتق کسری لیوویل -انتگرال کسری ریمان

عملگرهای کسری  تابع وی تقریب هاشود. کران خطاهای عددی حل مسائل کنترل بهینه کسری معرفی میسوم روش

 گردد. در بخش پنجم تعدادی مثال جهت نشان دادندر بخش چهارم ارائه می محاسبه شده و آنالیز همگرایی حل مسأله

 .شودمطرح میگیری ی مباحث و نتیجه، خلاصهاست. در پایان شدهحل  ،های معرفی شدهروش دقت و مؤثر بودن
 

 تعاریف و مفاهیم مقدماتی

ئه می یاز ارا به کستتتری و روابط مورد ن عاریف مشتتتتق و انتگرال مرت کنیم گردد. فرض میدر این بخش، برخی از ت

𝑓: [𝑎, 𝑏] → 𝑅 ،یک تابع𝛼 > 𝑚مشتتتق و انتگرال کستتری و مرتبه   0 = [𝛼] + نمایشتتگر جزص صتتحیح  []که  1

 تابع گاما است. Γ(𝛼)باشد. همچنین می
 

 :]25[شود صورت زیر تعریف میبه 𝛼،لیوویل از مرتبه -ریمانچپ انتگرال کسری  .2تعریف 

 

𝐼𝑡
𝛼

𝑎 𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝛼−1
𝑡

𝑎
𝑓(𝜏)𝑑𝜏.                                     (6) 

 :]25[ شودصورت زیر تعریف میبه 𝛼،کاپوتو از مرتبه چپ مشتق کسری  .1تعریف 

 

𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡)𝑎

𝐶 =
1

Γ(𝑚−𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑚−𝛼−1
𝑡

𝑎
𝑓(𝑚)(𝜏)𝑑𝜏.                        (7) 

 

 :]26[و ]25[،]8[ از  عبارتند کاپوتو و مشتق کسری لیوویل-انتگرال کسری ریمانخواص  از برخی
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𝐷𝑡
𝛼 𝐼𝑡

𝛼
𝑎 𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡).𝑎

𝐶                                                (8) 

(1)  

𝐼𝑡
𝛼

𝑎 𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑡) −𝑎

𝐶 ∑ 𝑓(𝑖)(𝑎)
(𝑡 − 𝑎)𝑖

𝑖!
.

𝑚−1

𝑖=0

 

 

𝐷𝑡
𝛼

0
𝐶 𝑡𝑟 = {

  0,                           𝑟 ∈ 𝑁0,   𝑟 < 𝑚, 𝑁0 = 𝑁 ∪ {0},   
Γ(𝑟+1)

Γ(𝑟+1−𝛼)
𝑡𝑟−𝛼,          𝑟 ∈ 𝑁0,   𝑟 ≥ 𝑚  یا 𝑟 ∉ 𝑁, 𝑟 > 𝑚.   

               (12) 

 

  𝑎
𝐶𝐷𝑡

𝑧𝑓(𝑡) = 𝑓(𝑧)(𝑡),    𝑍 ∈ 𝑁0.                                                     (11) 

𝐷𝑡
𝛼𝑓(𝑡) =𝑎

𝐶 𝐼𝑡
𝑚−𝛼

𝑎 𝑓(𝑚)(𝑡).                                                ( 21 ) 
 

𝐼𝑡
𝛼

𝑎 𝐼𝑡
𝛽
𝑓(𝑡) =𝑎 𝐼𝑡

𝛼+𝛽
𝑓(𝑡).𝑎                                               ( 31 )                   

 .]26[ همچنین مشتق کاپوتو عدد ثابت برابر صفر است .لیوویل عملگرهای خطی هستند-مشتق کاپوتو و انتگرال ریمان 

 شود:صورت زیر تعریف میای واحد بهتابع پله .3تعریف 

 

𝑢𝑟(𝑡) = {
1        𝑡 ≥ 𝑟,

0        𝑡 < 𝑟.
                                                     ( 41 )  

 

ℒ{𝑓(𝑡)} )قضیه دوم انتقال( اگر .2 ۀقضی = 𝐹(𝑠)،  تبدیل لاپلاس تابع𝑓(𝑡) ،گاهآن باشد: 

 

ℒ{𝑢𝑟(𝑡)𝑓(𝑡 − 𝑟)} = 𝑒
−𝑟𝑠ℒ{𝑓(𝑡)}. 

                                                                     □                                                                                                                          .]27[ اثبات.

 صورت زیر نمایش داد:توان بهلیوویل و مشتق کاپوتو را می-، انتگرال ریمان12انتگرال تلفیقیبا استفاده از     

 

𝐼𝑡
𝛼

0 𝑓(𝑡) =
1

Γ(𝛼)
𝑡𝛼−1 ∗ 𝑓(𝑡),   𝐷𝑡

𝛼𝑓(𝑡)0
𝐶 =

1

Γ(𝑚−𝛼)
𝑡𝑚−𝛼−1 ∗ 𝑓(𝑚)(𝑡).        ( 51 ) 

    

 های گنوچیایچندجمله

,𝑄(𝑥ی تابع مولدوسیلهبه 𝐺𝑛(𝑥)های گنوچی ایچندجمله .0تعریف  𝑡 )  21[، ]28[، ]11[ صورتبه[: 

 

𝑄(𝑥, 𝑡 ) =
2𝑡𝑒𝑥𝑡

𝑒𝑡 + 1
= ∑𝐺𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0

𝑡𝑛

𝑛!
, 

 در آن کهشود تعریف می

(16) 

                                                           
10 Convolution integral 
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𝐺𝑛(𝑥) =∑(
𝑛

𝑘
)

𝑛

𝑘=0

𝑔
𝑛−𝑘

𝑥𝑘, 

 𝑔𝑘 = 2𝛼𝑘 − 2
𝑘+1𝛼𝑘  عدد گنوچی و𝛼𝑘 های گنوچی عبارتند از:ایبرخی از خواص چندجمله باشند.عدد برنولی می 

𝑑𝑘

𝑑𝑡𝑘
𝐺𝑛(𝑥) =

𝑛!

(𝑛−𝑘)!
𝐺𝑛−𝑘(𝑥),    𝑛 > 𝑘.                                       ( 71 ) 

 
𝐺𝑛(1 + 𝑥) = −𝐺𝑛(𝑥) + 2𝑛𝑥

𝑛−1.                                        ( 81 )                                     
 

                             𝐺𝑛(1 − 𝑥) = (−1)
𝑛+1𝐺𝑛(𝑥).                                                   ( 11 )                                    

  

 پالسهای گنوچی و توابع بلاکایچندجملهترکیب 

,𝑞𝑛𝑚(𝑡)توابع ترکیبی گنوچی  𝑛 = 1,2, … ,𝑁,𝑚 = 1,… ,𝑀  شود:صورت زیر تعریف میبه [0,1]در بازه 

𝑞𝑛𝑚(𝑡) = {
𝐺𝑚(𝑁𝑡 − 𝑛 + 1),   𝑡 ∈ [

𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
) ,

  در غیر این صورت                                   0  
                            (22) 

 

 باشند. پالس میهای گنوچی و توابع بلاکایبه ترتیب مرتبه چندجمله 𝑚 و 𝑛که 

 

 تقریب تابع با توابع ترکیبی گنوچی

𝐻 کنیمفرض می = 𝐿2[0,1]  و{𝑞11(𝑡), 𝑞21(𝑡), … , 𝑞𝑁𝑀(𝑡)} ⊂ 𝐻 باشد و  ی توابع ترکیبی گنوچیمجموعه 

𝑌 = 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑞11(𝑡), 𝑞21(𝑡), … , 𝑞𝑁1(𝑡), 𝑞12(𝑡), . . . , 𝑞𝑁2(𝑡),… , 𝑞1𝑀(𝑡),… , 𝑞𝑁𝑀(𝑡)}, 

𝑌 ی فضای هیلبرت البعد و زیرفضای بستهیک فضای برداری متناهی𝐻 از  یک زیرفضای کامل است؛، بنابراین باشدمی

𝑓𝑁𝑀نظیر  ،𝑌تقریب منحصر به فرد روی فضای بهترین یک  ،𝐻در  𝑓برای تابع دلخواه رو این ∈ 𝑌  طوری دارد بهوجود

 :]32[که 

∀𝑦 ∈ 𝑌, ‖𝑓 − 𝑓𝑁𝑀‖ ≤ ‖𝑓 − 𝑦‖, 

𝑓𝑁𝑀چون  ∈ 𝑌،  ضرایب یکتای𝑑11, 𝑑21, … , 𝑑𝑁𝑀  که خواهند داشتوجود 

𝑓 ≃ 𝑓𝑁𝑀 = ∑ ∑ 𝑑𝑛𝑚𝑞𝑛𝑚(𝑡) = Φ
𝑇𝑄(𝑡)

𝑀

𝑚=1

𝑁

𝑛=1

, 

           ( 12 ) 

 

 که در آن

 
Φ𝑇 = [𝑑11, 𝑑21, … , 𝑑𝑁1, 𝑑12, … , 𝑑𝑁2, … , 𝑑1𝑀 , … , 𝑑𝑁𝑀],               ( 22 )                              

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
7-

05
 ]

 

                             9 / 33

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3168-fa.html


 
 2041اول، ، شماره نهم دوره ،های ریاضیپژوهش 

 
140 

𝑄(𝑡) = [𝑞11(𝑡), 𝑞21(𝑡), … , 𝑞𝑁1(𝑡), 𝑞12(𝑡), . . . , 𝑞𝑁2(𝑡), … , 𝑞1𝑀(𝑡), … , 𝑞𝑁𝑀(𝑡)].           ( 32 ) 

 از رابطه (22باشند. ضرایب )گنوچی می توابع ترکیبیضرایب و بردار به ترتیب بیانگر   

Φ = Ψ−1〈𝑓, 𝑄〉, Ψ = 〈𝑄, 𝑄〉، 

.〉 آیند که در آندست می به , . 𝐻نشان دهنده ضرب درونی برروی فضای  〈 = 𝐿2[0,1] باشد.می 

 توابع ترکیبیکاپوتو و مشتق کسری  لیوویل-انتگرال کسری ریمانعملگرهای 

محاسبه عملگرهای انتگرال و  ،کسری ۀهای عددی ارائه شده در حل مسائل کنترل بهیناولین گام در کاربرد روش

های عملیاتی مشتق و انتگرال کسری ابتدا ماتریس ،]31[مانند  بعضی از مقالاتباشد. در مشتق کسری توابع ترکیبی می

زنند. در نهایت تقریب میدوباره پالس کنند. سپس توابع ترکیبی را بر حسب توابع بلاکپالس را محاسبه میتوابع بلاک

تی مشتق های عملیاپالس، ماتریسبلاکهای عملیاتی مشتق و انتگرال کسری توابع ها و ماتریسبا استفاده از این تقریب

، تیهای آبخشپیشنهاد شده در  هایبا روش  .ندآوردست میصورت تقریبی بهبهرا و انتگرال کسری توابع ترکیبی 

 .وندشمحاسبه میمستقیم و بدون هیچ تقریب و خطایی  طوربه عملگرهای انتگرال و مشتق کسری توابع ترکیبی

 
 لیوویل توابع ترکیبی گنوچی-ریمانعملگر انتگرال کسری 

( را با استفاده 22توابع ترکیبی )دهیم. نمایش می 𝐽𝛼لیوویل توابع ترکیبی گنوچی را با -عملگر انتگرال کسری ریمان

 صورت زیر نمایش داد:توان به(، می14ای واحد )از تابع پله

𝑞𝑛𝑚(𝑡) = (𝑢𝑛−1
𝑁

(𝑡) − 𝑢𝑛
𝑁
(𝑡)) 𝐺𝑚(𝑁𝑡 − 𝑛 + 1) 

= 𝑢𝑛−1
𝑁

(𝑡)𝐺𝑚 (𝑁 (𝑡 −
𝑛 − 1

𝑁
)) − 𝑢𝑛

𝑁
(𝑡)𝐺𝑚 (1 + 𝑁 (𝑡 −

𝑛

𝑁
)), 

 

توابع ترکیبی تبدیل لاپلاس  (،18( و خاصیت )22، توابع ترکیبی گنوچی )(16، توابع گنوچی )1 ۀبا استفاده از قضی

 آید:دست میصورت زیر به به گنوچی

(24) 

 

ℒ{𝑞𝑛𝑚(𝑡)} = ℒ {𝑢𝑛−1
𝑁

(𝑡)𝐺𝑚 (𝑁 (𝑡 −
𝑛 − 1

𝑁
))} − ℒ {𝑢𝑛

𝑁
(𝑡)𝐺𝑚 (1 + 𝑁 (𝑡 −

𝑛

𝑁
))} 

= 𝑒−
𝑛−1
𝑁

𝑠ℒ{𝐺𝑚(𝑁𝑡)} − 𝑒
−
𝑛
𝑁
𝑠ℒ{𝐺𝑚(1 + 𝑁𝑡)} 

 

= 𝑒−
𝑛−1
𝑁

𝑠ℒ[𝐺𝑚(𝑁𝑡)] − 𝑒
−
𝑛
𝑁
𝑠ℒ[−𝐺𝑚(𝑁𝑡) + 2𝑚𝑁

𝑚−1𝑡𝑚−1] 
 

= (𝑒−
𝑛−1
𝑁

𝑠 + 𝑒−
𝑛
𝑁
𝑠)ℒ[𝐺𝑚(𝑁𝑡)] − 2𝑚𝑁

𝑚−1𝑒−
𝑛
𝑁
𝑠ℒ[𝑡𝑚−1] 

= (𝑒−
𝑛−1
𝑁
𝑠 + 𝑒−

𝑛
𝑁
𝑠)ℒ[∑

𝑚

𝑘=0

(
𝑚
𝑘
)𝑔𝑚−𝑘𝑁

𝑘𝑡𝑘] − 2𝑚𝑁𝑚−1𝑒−
𝑛
𝑁
𝑠ℒ[𝑡𝑚−1] 
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= (𝑒−
𝑛−1
𝑁

𝑠 + 𝑒−
𝑛
𝑁
𝑠)∑

𝑚

𝑘=0

(
𝑚
𝑘
)𝑔𝑚−𝑘𝑁

𝑘
Γ(𝑘 + 1)

𝑠𝑘+1
− 2𝑚𝑁𝑚−1𝑒−

𝑛
𝑁
𝑠 Γ(𝑚)

𝑠𝑚
. 

 زیر به صورت بهرا  توابع ترکیبی گنوچی لیوویل-کسری ریمان انتگرالتبدیل لاپلاس (، 24( و )15با استفاده از روابط )

 آوریم:دست می
(25) 

ℒ{𝐽𝛼(𝑞𝑛𝑚(𝑡))} = ℒ {
1

Γ(𝛼)
𝑡𝛼−1 ∗ 𝑞𝑛𝑚(𝑡)} =

1

𝑠𝛼
ℒ{𝑞𝑛𝑚(𝑡)} 

= (𝑒−
𝑛−1
𝑁

𝑠 + 𝑒−
𝑛
𝑁
𝑠)∑

𝑚

𝑘=0

(
𝑚
𝑘
)𝑔𝑚−𝑘𝑁

𝑘
Γ(𝑘 + 1)

𝑠𝑘+α+1
− 2𝑚𝑁𝑚−1𝑒−

𝑛
𝑁
𝑠 Γ(𝑚)

𝑠𝑚+𝛼
. 

 

 (، داریم:25) ۀوارون تبدیل لاپلاس معادل ۀبا محاسب

(26) 

𝐽𝛼(𝑞𝑛𝑚(𝑡)) = 𝑢𝑛−1
𝑁

(𝑡)(∑

𝑚

𝑘=0

(
𝑚
𝑘
)𝑔𝑚−𝑘𝑁

𝑘
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 + α + 1)
(𝑡 −

𝑛 − 1

𝑁
)𝑘+𝛼) 

+𝑢𝑛
𝑁
(𝑡) (∑

𝑚

𝑘=0

(
𝑚
𝑘
)𝑔𝑚−𝑘𝑁

𝑘
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 + α + 1)
(𝑡 −

𝑛

𝑁
)𝑘+𝛼 − 2𝑚𝑁𝑚−1

Γ(𝑚)

Γ(𝑚 + 𝛼)
(𝑡 −

𝑛

𝑁
)𝑚+𝛼−1) , 

 

 

 صورت  لیوویل توابع ترکیبی گنوچی به-کسری ریمان انتگرال (، عملگر26) ۀمعادل توجه بهبا 
(27) 

𝐽𝛼(𝑞𝑛𝑚(𝑡)) =

{
 
 

 
 

 

  0,                                                                                   𝑡 ∈ [0,
𝑛 − 1

𝑁
) ,

   𝐾𝑛𝑚(𝑡),                                                                       𝑡 ∈ [
𝑛 − 1

𝑁
,
𝑛

𝑁
),      

𝐾𝑛𝑚(𝑡) + 𝐻𝑛𝑚(𝑡),                                                    𝑡 ∈ [
𝑛

𝑁
, 1),     

 

 

 در آن: که قابل بیان هست

   𝐾𝑛𝑚(𝑡) =∑

𝑚

𝑘=0

(
𝑚
𝑘
)𝑔𝑚−𝑘𝑁

𝑘
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 + α + 1)
(𝑡 −

𝑛 − 1

𝑁
)𝑘+𝛼, 

𝐻𝑛𝑚(𝑡) =∑

𝑚

𝑘=0

(
𝑚
𝑘
)𝑔𝑚−𝑘𝑁

𝑘
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 + α + 1)
(𝑡 −

𝑛

𝑁
)𝑘+𝛼 − 2𝑚𝑁𝑚−1

Γ(𝑚)

Γ(𝑚 + 𝛼)
(𝑡 −

𝑛

𝑁
)𝑚+𝛼−1. 

 

 

 کسری کاپوتو توابع ترکیبی گنوچی مشتق عملگر

 دهیم:قرار میدهیم. در گام نخست، نشان می 𝐷𝛼را با توابع ترکیبی گنوچی کسری کاپوتو مشتق عملگر 
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𝑖 = [𝛼] + 𝑡و  1 ∈ [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
). 

 

 :نویسیممیصورت توابع ترکیبی گنوچی را بدینمشتق کسری کاپوتو (، 22و ) (15) ،(7با استفاده از معادلات )
(28) 

𝐷𝑡
𝛼𝑞𝑛𝑚(𝑡) = 𝐷

𝛼𝑞𝑛𝑚(𝑡)0
𝐶 =

1

Γ(𝑖 − 𝛼)
∫ (𝑡 − 𝜏)𝑖−𝛼−1
𝑡

0

𝑞𝑛𝑚
(𝑖)(𝜏)𝑑𝜏 

=
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
∫ (𝜏)𝑖−𝛼−1
𝑡

0

𝑞𝑛𝑚
(𝑖)(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 =

1

Γ(𝑖 − 𝛼)
∫ 𝜏𝑖−𝛼−1
𝑡−
𝑛−1
𝑁

0

𝐺𝑚
(𝑖)(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏, 

 

𝑚این روابط در  ≥ 𝑖در غیر این صورت  شود؛، فرض می𝐷𝛼𝑞𝑛𝑚(𝑡) = (، 15(، )12(، )7باشد. با به کاربردن روابط )می 0

𝑇( و تغییر متغیر 16) = 𝑡 −
𝑛−1

𝑁
 خواهیم داشت:(، 28در معادله ) 

 

(21) 

𝐷𝛼𝑞𝑛𝑚(𝑡) =
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
∫ 𝜏𝑖−𝛼−1
𝑡−
𝑛−1
𝑁

0

𝐺𝑚
(𝑖) (𝑁((𝑡 −

𝑛 − 1

𝑁
) − 𝜏))𝑑𝜏, 

=
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
∫ 𝜏𝑖−𝛼−1
𝑇

0

𝐺𝑚
(𝑖)(𝑁(T − 𝜏))𝑑𝜏 = 𝐷𝑇

𝛼𝐺𝑚(𝑁T)0
𝐶  

=∑(
𝑚
𝑘
)

𝑚

𝑘=0

𝑁𝑘𝑔𝑚−𝑘 𝐷𝑇
𝛼(T𝑘)0

𝐶 = {

0,                                     𝑘 < 𝑖

∑(
𝑚
𝑘
)

𝑚

𝑘=𝑖

𝑁𝑘𝑔𝑚−𝑘
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 − 𝛼 + 1)
T𝑘−𝛼 ,    𝑘 ≥ 𝑖

 

= {

0,                                     𝑘 < 𝑖

∑(
𝑚
𝑘
)

𝑚

𝑘=𝑖

𝑁𝑘𝑔𝑚−𝑘
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 − 𝛼 + 1)
(𝑡 −

𝑛 − 1

𝑁
)
𝑘−𝛼

,    𝑘 ≥ 𝑖.
 

 

𝑡برای  ∈ [
𝑛

𝑁
,  :دهیم(، قرار می22و ) (15)(، 7با استفاده از معادلات ) (1

 
(32) 

𝐷𝛼𝑞𝑛𝑚(𝑡) =
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
∫ (𝜏)𝑖−𝛼−1
𝑡

2
𝑞𝑛𝑚

(𝑖)(𝑡 − 𝜏)𝑑𝜏 

=
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
∫ 𝜏𝑖−𝛼−1
𝑡−
𝑛−1
𝑁

𝑡−
𝑛
𝑁

𝐺𝑚
(𝑖)(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏 

=
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
(∫ 𝜏𝑖−𝛼−1

𝑡−
𝑛−1
𝑁

0

𝐺𝑚
(𝑖)(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏 

−∫ 𝜏𝑖−𝛼−1
𝑡−

𝑛

𝑁
0

𝐺𝑚
(𝑖)(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1)𝑑𝜏),                             
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(، 11( و )71انتگرال دوم با استفاده از معادلات ) ۀباشد. برای محاسب( می12) ۀ( معادل رابط32) ۀانتگرال اول در رابط

:کنیمصورت زیر عمل می به  

(31)   
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
∫ 𝜏𝑖−𝛼−1
𝑡−
𝑛
𝑁

0

𝐺𝑚
(𝑖)(𝑁(𝑡 − 𝜏) − 𝑛 + 1) 

=
1

Γ(𝑖 − 𝛼)

𝑚!𝑁𝑖

(𝑚 − 𝑖)!
∫ 𝜏𝑖−𝛼−1
𝑡−
𝑛
𝑁

0

𝐺𝑚−𝑖(1 − (−𝑁(𝑡 − 𝜏) + 𝑛))𝑑𝜏 

=
(−1)𝑚−𝑖+1

Γ(𝑖 − 𝛼)

𝑚!𝑁𝑖

(𝑚 − 𝑖)!
∫ 𝜏𝑖−𝛼−1
𝑡−
𝑛
𝑁

0

𝐺𝑚−𝑖 (−𝑁 ((𝑡 −
𝑛

𝑁
) − 𝜏))𝑑𝜏 

=
(−1)𝑚+1

Γ(𝑖−𝛼)
∫ 𝜏𝑖−𝛼−1
𝑡−

𝑛

𝑁
0

𝐺𝑚
(𝑖) (−𝑁 ((𝑡 −

𝑛

𝑁
) − 𝜏))𝑑𝜏.                               

 

𝑍( و تغییر متغیر 21کاربردن روندی مشابه رابطه )با به = 𝑡 −
𝑛

𝑁
 به (،31) ۀ، معادل

(32) 

(−1)𝑚+1∑(
𝑚
𝑘
)

𝑚

𝑘=0

(−𝑁)𝑘𝑔𝑚−𝑘 𝐷𝑍
𝛼(Z𝑘)0

𝐶  

= {

0,                                     𝑘 < 𝑖

(−1)𝑚+1∑(
𝑚
𝑘
)

𝑚

𝑘=𝑖

(−𝑁)𝑘𝑔𝑚−𝑘
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 − 𝛼 + 1)
Z𝑘−𝛼 ,    𝑘 ≥ 𝑖

 

= {

0,                                     𝑘 < 𝑖

(−1)𝑚+1∑(
𝑚
𝑘
)

𝑚

𝑘=𝑖

(−𝑁)𝑘𝑔𝑚−𝑘
Γ(𝑘 + 1)

Γ(𝑘 − 𝛼 + 1)
(𝑡 −

𝑛

𝑁
)
𝑘−𝛼

,    𝑘 ≥ 𝑖.
 

 

بنابراینشود. تبدیل می  
 

𝐷𝛼𝑞𝑛𝑚(𝑡) =

{
 
 

 
 

 

  0,                                                                                   𝑡 ∈ [0,
𝑛−1

𝑁
) ,

   𝑍𝑛𝑚(𝑡),                                                                       𝑡 ∈ [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
),      

𝑍𝑛𝑚(𝑡) − 𝑃𝑛𝑚(𝑡),                                                    𝑡 ∈ [
𝑛

𝑁
, 1).     

         ( 33 ) 

 
 شوند.مشخص می( 32( و )21معادلات )با  𝑃𝑛𝑚(𝑡) و   𝑍𝑛𝑚(𝑡) در آن، که

 

 کنترل بهینه کسری مسألههای حل عددی روش

اره نمود، صورت تحلیلی اشتوان به پیچیدگی محاسباتی تعیین شرایط لازم بهینگی بههای غیرمستقیم، میاز معایب روش

0همچنین این شرایط تنها برای مشتقات مرتبه کسری  ≤ α ≤  ، شعاع همگراییافزون بر اینباشند. قابل محاسبه می 1

سازد. اضافه شدن متغیر دقیق نزدیک به جواب بهینه می اولیۀها را نیازمند حدس باشد که روشمیکوچک ها این روش
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نتخاب ادقیق برای این متغیر را نیز در پی دارد. همچنین  اولیۀنگی، مشکل انتخاب حدس شرایط لازم بهیحالت کمکی در 

دو روش مستقیم مبتنی بر حاضر، بخش  رو در. از این]32[، ]16[نامناسب حدس اولیه ممکن است به واگرایی روش منجر شود 

( در 2( و )1مطروحه در معادلات ) مسألهحل برای  کنیم.می توابع ترکیبی گنوچی معرفیکسری انتگرال و مشتق عملگرهای 

استفاده  𝐷𝛼عملگر مشتق کسری کاپوتو و در حالت سوم از  𝐽𝛼لیوویل -عملگر انتگرال کسری ریماناز  های اول و دوم حالت

 شود.می

 

 𝑱𝜶یل ویول-اساس عملگر انتگرال کسری ریمانروش مستقیم بر 

جهت حل  یللیوو-مبنای تقریب توابع ترکیبی گنوچی و عملگر انتگرال کسری ریماندر این بخش، یک روش مستقیم بر 

برای حل این دهیم. ارائه میحالت اول شرایط اولیه ( در 2( و محدودیت )1با شاخص عملکرد )بهینه کسری کنترل مسأله 

 صورت بهرا با توابع پایه ترکیبی گنوچی  متغیر وضعیت، در ابتدا مشتق کسری مسأله

𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡) = Φ𝑇𝑄(𝑡)0

𝐶                                                        (34) 

با باشد. ( می22ضرایب مجهول )بردار  Φ( و 23توابع ترکیبی گنوچی )بردار  𝑄(𝑡)که در این رابطه، دهیم بسط می

  داریم:( 3و شرایط اولیه )( 1از خاصیت )استفاده  (،34( در طرفین رابطه )27)لیوویل -انتگرال کسری ریمانعملگر اعمال 

𝑥(𝑡) = Φ𝑇𝐽𝛼𝑄(𝑡) + 𝑡𝑥̇(0) + 𝑥(0),                                 (35) 

 :خواهیم داشت ،(13و ) (11، )(8( و با استفاده از معادلات )35رابطه )طرفین  یری ازگبا مشتق

𝑥̇(𝑡) = Φ𝑇𝐽𝛼−1𝑄(𝑡) + 𝑥̇(0).                                                   (36) 

 کنیم:صورت زیر محاسبه می( به2را از محدودیت ) متغیر کنترل

𝑢(𝑡) =
1

𝑏(𝑡)
(𝐾1𝑥̇(𝑡) + 𝐾2 𝐷𝑡

𝛼𝑥(𝑡) − 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡))0
𝐶 ).                              (37) 

 دهد:دست میبه ،(37( در معادله )36( تا )34گذاری روابط )جای

(38) 

𝑢(𝑡) =
1

𝑏(𝑡)
(𝐾1(Φ

𝑇𝐽𝛼−1𝑄(𝑡) + 𝑥̇(0)) + 𝐾2(Φ
𝑇𝑄(𝑡)) − 𝑔(𝑡,Φ𝑇𝐽𝛼𝑄(𝑡) + 𝑡𝑥̇(0) + 𝑥(0))). 

 

 سازی نامقیدبهینه (، مسأله1ملکرد )( در شاخص ع38( و )35با جانشینی معادلات )
(31)  

𝑚𝑖𝑛 𝐽(Φ) = ∫ 𝑓 (𝑡,Φ𝑇𝐽𝛼𝑄(𝑡) + 𝑡𝑥̇(0) + 𝑥(0),
1

𝑏(𝑡)
(𝐾1(Φ

𝑇𝐽𝛼−1𝑄(𝑡) + 𝑥̇(0))
1

0

 

                +𝐾2(Φ
𝑇𝑄(𝑡))−𝑔(𝑡,Φ𝑇𝐽𝛼𝑄(𝑡) + 𝑡𝑥̇(0) + 𝑥(0))))𝑑𝑡.                        

 

 :آن، داریمنویسی بازکه با  شودحاصل می
 

𝐽(Φ) = ∫ 𝜂(𝑡,Φ)𝑑𝑡
1

0
,                                                  ( 24 ) 
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 که در این رابطه
 (41) 

𝜂(𝑡, Φ) = 𝑓 (𝑡, Φ𝑇𝐽𝛼𝑄(𝑡) + 𝑡𝑥̇(0) + 𝑥(0),
1

𝑏(𝑡)
(𝐾1(Φ

𝑇𝐽𝛼−1𝑄(𝑡) + 𝑥̇(0)) + 𝐾2(Φ
𝑇𝑄(𝑡)) 

+𝐾2(Φ
𝑇𝑄(𝑡))−𝑔(𝑡,Φ𝑇𝐽𝛼𝑄(𝑡) + 𝑡𝑥̇(0) + 𝑥(0)))).         

 :]33[کنیم محاسبه می صورتبدین 11سوگاو-( را با استفاده از فرمول لژاندر24انتگرال )

 
(42)  

𝐽(Φ) ≃
1

2
∑𝑤𝑗𝜂 (

𝜏 𝑗 + 1

2
,Φ) ,

ℎ

𝑗=0

 

 

𝑗=0{𝜏𝑗}که در آن 
ℎ

ℎ س شاملوگاو-نقاط لژاندر  + ℎهای لژاندر از مرتبه ایریشه حقیقی و متمایز چندجمله 1 + هستند  1

𝑗=0{𝑤𝑗} و 
ℎ

معادلات جبری زیر  دستگاهاز حل  Φبردار مجهول  .ندباشمی 12های متناظر مشهور به اعداد کریستوفلوزن 

 آید:دست میبه

(43) 
𝜕𝐽(Φ)

𝜕𝑑𝑖𝑗
= 0,     𝑖 = 1,2,… ,𝑁,   𝑗 = 1,… ,𝑀. 

                                                                                                                                           
 

و  𝐽𝛼عملگر (، 34) ۀبا استفاده از رابط 𝑥̇(0)گاه آن باشدمشخص 𝑥(1)  مقدار نامعلوم و  𝑥̇(0) ،حالت اولاگر در  .2تذکر 

𝑡مقادیر  گذاریجای = 1 ،𝑚 = 𝑎و  2 =  شود:صورت تقریب میبدین (،1) ۀدر معادل 0
 

𝑥̇(0) = 𝑥(1) − Φ𝑇𝐽𝛼𝑄(1) − 𝑥(0).                                    ( 44 ) 

 متغیر وضعیت در ابتدا مشتق مرتبه اول، در حالت دوم 𝐽𝛼با استفاده از عملگر کنترل بهینه مسأله حل روند در  .1تذکر 

 صورتبه

𝑥̇(𝑡) = Φ𝑇𝑄(𝑡),                                                                ( 54 ) 
 

و  (11) (،1روابط )( و بر مبنای 45) ۀلیوویل در معادل-عملگر انتگرال کسری ریمان اعمالبا شود. سپس در نظر گرفته می

 با:است  ، متغیر وضعیت برابر(4) ۀشرط اولی

𝑥(𝑡) = Φ𝑇𝐽1𝑄(𝑡) + 𝑥(0).                                                    ( 64 ) 

:آوریمدست میبه ،(31( و )8معادلات )( و بر اساس 64با گرفتن مشتق کسری کاپوتو از طرفین معادله )  

 
𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)0

𝐶 = Φ𝑇𝐽1−𝛼𝑄(𝑡).                                                            ( 74 ) 

                                                           
11Legendre-Gauss quadrature formula  12Christoffel numbers  
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باشد.( در حالت اول می43( تا )37معادل روابط ) سایر مراحل  

 𝑫𝜶روش مستقیم بر اساس عملگر مشتق کسری کاپوتو 

عملگر مشتق کسری  مبنای بر حالت سومشرایط مرزی ( در 2و )( 1کنترل بهینه ) مسألهروند حل  ،در این بخش

و رابطه ( 33) عملگر مشتق کسری کاپوتورا با استفاده از توابع ترکیبی گنوچی و  متغیر وضعیت شود.بیان می 𝐷𝛼کاپوتو 

 :زنیمصورت زیر تقریب میبه ،(11)

𝑥(𝑡) = Φ𝑇𝑄(𝑡),  𝑥̇(𝑡) = Φ𝑇𝐷1𝑄(𝑡), 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)0

𝐶 = Φ𝑇𝐷𝛼𝑄(𝑡),                   (48) 

گذاری معادلات باشند. با جای( می22ضرایب مجهول )بردار  Φ( و 23توابع ترکیبی گنوچی )بردار  𝑄(𝑡) در آن، که

 :گرددمحاسبه میزیر صورت به متغیر کنترل(، 37( در رابطه )48)

𝑢(𝑡) =
1

𝑏(𝑡)
(𝐾1(Φ

𝑇𝐷1𝑄(𝑡)) + 𝐾2(Φ
𝑇𝐷𝛼𝑄(𝑡)) − 𝑔(𝑡,Φ𝑇𝑄(𝑡))).                 (41) 

 

 کنیم:( جایگزین می1( را در شاخص عملکرد )41( و )48های )تقریب

 

𝐽 = ∫ 𝑓 (𝑡,Φ𝑇𝑄(𝑡),
1

𝑏(𝑡)
(𝐾1(Φ

𝑇𝐷1𝑄(𝑡)) + 𝐾2(Φ
𝑇𝐷𝛼𝑄(𝑡)) − 𝑔(𝑡, Φ𝑇𝑄(𝑡)))) .

1

0
     ( 25 ) 

 

 شود:صورت زیر تعریف می شاخص عملکرد افزونه به(، 48) متغیر وضعیت( و تقریب 5با استفاده از شرایط مرزی )

 
𝐽∗ = 𝐽 + 𝜆0(𝑥(0) − Φ

𝑇𝑄(0)) + 𝜆1(𝑥(1) − Φ
𝑇𝑄(1)),                    ( 15 ) 

 

کنیم، ( محاسبه می42س )وگاو-فرمول لژاندررا با استفاده از   𝐽باشند. در ابتدا های لاگرانژ میکنندهضرب 𝜆1و  𝜆0که 

 :شوداز روابط زیر حاصل می ∗𝐽سپس شرایط لازم بهینگی برای 
 

𝜕𝐽∗

𝜕𝑑𝑖𝑗
= 0,     𝑖 = 1, 2, … ,𝑁,   𝑗 = 1,… ,𝑀,

𝜕𝐽∗

𝜕𝜆𝑘
= 0, 𝑘 = 0, 1.                     ( 25 )             

 

 آیند.دست می ( به52ضرایب مجهول و به تبع آن متغیرهای وضعیت و کنترل از حل دستگاه معادلات جبری )

 

 

 کران خطا و آنالیز همگرایی

  𝐽𝛼لیوویل-ریمان کسریعملگر انتگرال  ،𝐷𝛼 کاپوتو کسری مشتقریب تابع با توابع ترکیبی گنوچی، عملگر کران خطاهای تق

 شود.آنالیز همگرایی روش مستقیم در این بخش بررسی میو 
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 کران خطای تقریب تابع

:𝑓کنیم تابع فرض می .1 ۀقضی [0, 𝑡𝑓] → 𝑅 ،(𝑀 + 𝑓𝑁𝑀پذیر پیوسته و مشتق ۀمرتب (1 = Φ𝑇𝑄(𝑡)  بهترین تقریب

نوچی از تابع توسط توابع ترکیبی گوسیله توابع ترکیبی گنوچی باشد. در این صورت کران بالای خطای تقریب به 𝑓(𝑡)تابع 

 آید:ی زیر به دست میرابطه

(53) 

∥ 𝑓 − 𝑓𝑁𝑀 ∥2≤
𝐿𝑡𝑓

𝑀+
3
2

(𝑀 + 1)!  𝑁𝑀+122𝑀+1
, 

                                           
 

𝐿(، 53) ۀکه در رابط  = 𝑠𝑢𝑝|𝑓(𝑀+1)(𝑡)|, 𝑡 ∈ [0, 𝑡𝑓] باشد.می 

 

,0] ۀ. بازاثبات 𝑡𝑓]  کنیم:افراز میهای زیر زیربازهرا به 

[
𝑛 − 1

𝑁
𝑡𝑓 ,
𝑛

𝑁
𝑡𝑓] ,    𝑛 = 1,2,3, . . . , 𝑁. 

 

Φ𝑛𝑀 توابع ترکیبی گنوچیبا استفاده از  𝑓، تابع زیربازهدر هر کنیم فرض می
𝑇 𝑄𝑛𝑀(𝑡)  از درجه حداکثر𝑀  با حداقل

 شود، که در آنخطا تقریب می

𝑄𝑛𝑀(𝑡) = [𝑞𝑛1(𝑡), 𝑞𝑛2(𝑡), … , 𝑞𝑛𝑀
(𝑡)] ,Φ𝑛𝑀 = [𝑑𝑛1(𝑡), 𝑑𝑛2(𝑡), … , 𝑑𝑛𝑀(𝑡)], 𝑛 = 1,2,3, . . . , 𝑁. 

𝑓∗  یاب تابع ای درونجملهچندرا𝑓  در نقاط𝑡𝑖, 𝑖 = 0, 1,… ,𝑀، ای جملههای چند. که این نقاط ریشهگیریمدر نظر می

𝑀) چبیشف انتقال یافته مرتبه + ] زیربازهدر  (1
𝑛−1

𝑁
𝑡𝑓 ,

𝑛

𝑁
𝑡𝑓] ۀزیربازیابی چبیشف در هر هستند. کران خطای درون 

 :]33[برابر است با 

|𝑓(𝑡) − 𝑓∗(𝑡)| ≤

sup
𝑡∈[

𝑛−1
𝑁

𝑡𝑓,
𝑛
𝑁
𝑡𝑓]

|𝑓(𝑀+1)(𝑡)|𝑡𝑓
𝑀+1

(𝑀 + 1)! 𝑁(𝑀+1)2(2𝑀+1)
, 

 

 طبق تعریف نرم، خواهیم داشت:
(54) 

 ∥ 𝑓 − 𝑓𝑁𝑀 ∥2
2=∥ 𝑓 − Φ𝑇𝑄(𝑡) ∥2

2= ∫
𝑡𝑓
0
(𝑓(𝑡) − Φ𝑇𝑄(𝑡))

2
d𝑡 

  

=∑

𝑁

𝑛=1

∫

𝑛
𝑁
𝑡𝑓

𝑛−1
𝑁

𝑡𝑓

(𝑓(𝑡) − Φ𝑛𝑀
𝑇 Q𝑛𝑀(𝑡))

2
d𝑡 ≤ ∑

𝑁

𝑛=1

∫

𝑛
𝑁
𝑡𝑓

𝑛−1
𝑁

𝑡𝑓

(𝑓(𝑡) − 𝑓∗(𝑡))
2
d𝑡 
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≤∑

𝑁

𝑛=1

∫

𝑛
𝑁
𝑡𝑓

𝑛−1
𝑁

𝑡𝑓

(

 
 

sup
𝑡∈[

𝑛−1
𝑁

,
𝑛
𝑁
]

|𝑓(𝑀+1)(𝑡)|

(𝑀 + 1)! 𝑁(𝑀+1)22𝑀+1
𝑡𝑓
𝑀+1

)

 
 

2

𝑑𝑡 ≤
𝐿2𝑡𝑓

2𝑀+3

((𝑀 + 1)!)
2
𝑁2𝑀+224𝑀+2

. 

              

می که مرتبه تقریب توابع هنگا ،دهداین قضیه نشان می شود.( حاصل می53(، کران خطای )54) ۀجذر از رابط ۀبا محاسب

𝑓𝑁𝑀 دیگر کند، به عبارتییابد، خطای تقریب به صفر میل میافزایش می 𝑁و  𝑀ترکیبی، → 𝑓  هنگامی که 𝑀 →  یا ∞
.𝑁 → ∞ □ 

 

 𝑱𝜶لیوویل -عملگر انتگرال کسری ریمانکران خطای 

𝑓(𝑡)تابع  .3 ۀقضی ∈ 𝐶(𝑀+1)[0,1] گیریم، برای را در نظر می𝛼 >  بهلیوویل -، کران خطای عملگر انتگرال کسری ریمان0

 :شودصورت زیر محاسبه می

(55) 

‖𝐽𝛼𝑓(𝑡) − 𝐽𝛼𝑓𝑁𝑀(𝑡)‖2 ≤
𝐿

𝛤(𝛼 + 1)(𝑀 + 1)!  𝑁𝑀+122𝑀+1
. 

                         

 ، داریم:]34[بر اساس نامساوی زیر مشهور به نامساوی یانگ ( و 15(، )6با استفاده از روابط ) اثبات.

                                              ‖𝑓 ∗ 𝑔‖𝑝 ≤ ‖𝑓‖1‖𝑔‖𝑝, 

‖𝐽𝛼𝑓(𝑡) − 𝐽𝛼𝑓𝑁𝑀(𝑡)‖2
2
= ‖

1

Γ(𝛼)
(𝑡)𝛼−1 ∗ (𝑓(𝑡) − 𝑓𝑁𝑀(𝑡))‖

2

2
  

 

(∫
1

Γ(𝛼)
(𝑡)𝛼−1𝑑𝑡

1

0

)

2

× ‖𝑓(𝑡) − 𝑓𝑁𝑀(𝑡)‖2
2 ≤ (

1

Γ(𝛼 + 1)
)
2

‖𝑓(𝑡) − 𝑓𝑁𝑀(𝑡)‖2
2, 

 

 (، خواهیم داشت:53با استفاده از کران بالای خطای تقریب تابع )

 

(
1

Γ(𝛼 + 1)
)
2

‖𝑓(𝑡) − 𝑓𝑁𝑀(𝑡)‖2
2 ≤

L2

(Γ(𝛼 + 1))
2
((𝑀 + 1)!)

2
𝑁(2𝑀+2)24𝑀+2

. 

 

                                                                         شود.             ( نتیجه می55) ۀجذر، رابط ۀبا محاسب

□ 
 

 𝑫𝜶 کران خطای عملگر مشتق کسری کاپوتو

𝑓(𝑡) کنیممی فرض .0 ۀقضی ∈ 𝐶(𝑀+1)[0,1]  و𝑖 − 1 < 𝛼 ≤ 𝑖  .کسری کاپوتو  کران خطای عملگر مشتقباشد

  آید:از رابطه زیر به دست می

(56) 
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‖𝐷𝛼𝑓(𝑡) −𝐷𝛼𝑓𝑁𝑀(𝑡)‖2 ≤
𝐿𝑐𝑀2𝑖−1

Γ(𝑖 − 𝛼 + 1)(𝑀 − 1)!  𝑁𝑀+122𝑀+1
. 

                                      

 

 :]35[کنیم در ابتدا نامساوی مارکوف را بیان می اثبات.

≤ 𝑟و مرتبه مشتق  𝑁ای از درجه حداکثر یک چندجمله ∅اگر  مستقل از  𝑐گاه یک پارامتر ثابت مثبت باشد آن 1 

𝑁 طوری کهوجود دارد به 

‖∅(𝑟)‖
𝑝
≤ 𝑐𝑁2𝑟‖∅‖𝑝, 2 ≤ 𝑝 ≤ ∞. 

 :، داریمنامساوی یانگ( و 15خاصیت انتگرال تلفیقی ) (،7)مشتق کسری ز تعریف ا

‖𝐷𝛼𝑓(𝑡) −𝐷𝛼𝑓𝑁𝑀(𝑡)‖2
2
= ‖

1

Γ(𝑖 − 𝛼)
(𝑡)𝑖−𝛼−1 ∗ (𝑓(𝑡) − 𝑓𝑁𝑀(𝑡))

(𝑖)
‖
2

2

 

≤ (∫
1

Γ(𝑖 − 𝛼)
(𝑡)𝑖−𝛼−1𝑑𝑡

1

0

)

2

‖(𝑓(𝑡)(𝑖) − 𝑓𝑁𝑀(𝑡)
(𝑖))‖

2

2
, 

 :، خواهیم داشت(53) ۀرابطو  با استفاده از نامساوی مارکوف

‖𝐷𝛼𝑓(𝑡) − 𝐷𝛼𝑓𝑁𝑀(𝑡)‖2
2 ≤

𝑐2𝑀4𝑖

(Γ(𝑖 − 𝛼 + 1))
2
‖𝑓(𝑡) − 𝑓𝑁𝑀(𝑡)‖2

2

≤
𝑐2𝑀4𝑖𝐿2

(Γ(𝑖 − 𝛼 + 1))
2
((𝑀 + 1)!)

2
𝑁(2𝑀+2)24𝑀+2

≤
𝑐2𝑀4𝑖−2𝐿2

(Γ(𝑖 − 𝛼 + 1))
2
((𝑀 − 1)!)

2
𝑁(2𝑀+2)24𝑀+2

. 

                                                                                       شود.    ( نتیجه می56) ۀجذر، رابط ۀبا محاسب

□ 
 

 آنالیز همگرایی روش مستقیم

گر اساس عملبر کنترل بهینه کسری مطروحه را  همگرایی توابع ترکیبی در حل مسأله در این بخش در حالت کلی

( متغیر کنترل 41) ۀدهیم. چون طبق رابطمورد بررسی قرار می 𝑀و  𝑁و با توجه به مراتب تقریب  کاپوتو مشتق کسری

. سته استواب ،تنها به متغیر وضعیتکنیم، شاخص عملکرد گردد، بنابراین فرض میحاسبه میم بر حسب متغیر وضعیت

 :گیریمدر نظر میصورت ( را بدین1وضعیت و شاخص عملکرد )متغیر 

(57) 
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𝑥(𝑡) ≃ 𝑥𝑁𝑀(𝑡) = ∑ ∑ 𝑑𝑛𝑚𝑞𝑛𝑚(𝑡) = ∑ 𝑑1𝑚𝑞1𝑚(𝑡)

𝑀

𝑚=1

+ ∑ 𝑑2𝑚𝑞2𝑚(𝑡)

𝑀

𝑚=1

𝑀

𝑚=1

𝑁

𝑛=1

 

+⋯+ ∑ 𝑑𝑁𝑚𝑞𝑁𝑚(𝑡)  = 𝑥1(𝑡) + 𝑥2(𝑡) + ⋯+ 𝑥𝑁(𝑡) = ∑𝑥𝑛(𝑡),

𝑁

𝑛=1

 

𝑀

𝑚=1

 

                                                                         

                                                    برابر است با:𝑥𝑛(𝑡) که 
  (58) 

𝑥𝑛(𝑡) =∑ 𝑑𝑛𝑚𝑞𝑛𝑚(𝑡),   𝑛 = 1, 2, … , 𝑁,       
𝑛 − 1

𝑁
≤ 𝑡 <

𝑛

𝑁
.

𝑀

𝑚=1

 

 

 با استفاده از تعریف توابع ترکیبی داریم:

(51) 

𝐽[𝑥] = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑡
1

0
= ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑡

1
𝑁

0
+∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑡

2
𝑁

1
𝑁

+⋯+∫ 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑑𝑡
1

𝑁−1
𝑁

 

          ≃ ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥1(𝑡))𝑑𝑡

1
𝑁

0
+∫ 𝑓(𝑡, 𝑥2(𝑡))𝑑𝑡

2
𝑁

1
𝑁

+⋯+∫ 𝑓(𝑡, 𝑥𝑁(𝑡))𝑑𝑡
1

𝑁−1
𝑁

 

= ∑∫ 𝑓(𝑡, 𝑥𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝑛
𝑁

𝑛−1
𝑁

𝑁

𝑛=1

= ∑ 𝐽𝑛[𝑥𝑛],

𝑁

𝑛=1

 

 

 که در آن

𝐽𝑛[𝑥𝑛] = ∫ 𝑓(𝑡, 𝑥𝑛(𝑡))𝑑𝑡

𝑛
𝑁

𝑛−1
𝑁

,𝑛 = 1, 2,… ,𝑁. 

𝑖اگر  = [𝛼] + ,𝐶𝑖[0,1])فضای باناخ گاه باشد، آن 1 ‖. ‖𝑖) گیریم:را با نرم تعریف شده در زیر در نظر می 

‖𝑥‖𝑖 = ‖𝑥‖∞ + ‖𝑥́‖∞ +⋯+ ‖𝑥
(𝑖)‖

∞
.                                    ( 26 ) 

 :کنیمفرض می

(61) 

𝐸[𝑡0, 𝑡𝑓] = {ℎ(𝑡) ∈ 𝐶
𝑖[𝑡0, 𝑡𝑓]: ℎ

𝑘(𝑡0) = 𝛾0
𝑘 , ℎ𝑘(𝑡𝑓) = 𝛾𝑓

𝑘 , 𝑘 = 0, 1, … , 𝑖 − 1} . 

𝛾0که 
𝑘  و𝛾𝑓

𝑘 .مقادیر ثابت و معلوم هستند 𝐹𝑛𝑚 [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
 گیریم:صورت در نظر میرا بدین [

𝐹𝑛𝑚 [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
] = 𝐸 [

𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
] ∩ 𝑠𝑝𝑎𝑛{𝑞𝑛1(𝑡), 𝑞𝑛2(𝑡), … , 𝑞𝑛𝑀(𝑡)}.                   ( 26 ) 

𝐹𝑛𝑚واضح است که  [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
𝐸یک زیر فضای متریک  [ [

𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
 :کنیمباشد. فرض میمی [

𝐹[0,1] =∪𝑛=1
𝑁 𝐹𝑛𝑚 [

𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
].                                         ( 36 ) 
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𝑓(𝑡)کنیم فرض می .2لم  ∈ 𝐸[𝑡0, 𝑡𝑓]های ایای از چندجمله. دنباله{𝑠𝑙(𝑡)}𝑙∈𝑁 ⊆ 𝐸[𝑡0, 𝑡𝑓] طوری وجود دارد به

.‖که با توجه به نرم  ‖𝑖 این دنباله به ،𝑓 .همگراست 

 □                                                        مراجعه شود.                                                          ]36[به اثبات. 

:𝐽تابعک  .1لم  𝐶𝑖[0,1] → 𝑅 ( در فضای باناخ 1داده شده در رابطه )(𝐶𝑖[0,1], ‖. ‖𝑖) .پیوسته است 

𝛼 (𝑖با استفاده از تعریف مشتق کسری کاپوتو از مرتبه  اثبات. = [𝛼] + از نهایت بی( و با گرفتن نرم 7) ۀدر رابط( 1

 آوریم:دست می طرفین این رابطه، به

‖ 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)0

𝐶 ‖
∞
≤

‖𝑥(𝑖)‖
∞

Γ(𝑖−𝛼+1)
.                                                    ( 46 )                                   

𝜀 > 𝑥(𝑡)کنیم کنیم. فرض میرا به دلخواه انتخاب می 0 ∈ 𝐶𝑖[0,1]  وδ >  اختیاری باشد. اکنون تابع  0

 𝑦(𝑡) ∈ 𝐶𝑖[0,1] گیریم، به نحوی کهرا در نظر می 

(65) 

‖𝑥 − 𝑦‖𝑖 =∑‖𝑥(𝑘) − 𝑦(𝑘)‖
∞
< 𝛿.

𝑖

𝑘=0

 

 :گیریم، نتیجه می(65( و )64از روابط )

‖ 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡) − 𝐷𝑡

𝛼𝑦(𝑡)0
𝐶

0
𝐶 ‖∞ ≤

‖𝑥(𝑖) − 𝑦(𝑖)‖
∞

Γ(𝑖 − 𝛼 + 1)
≤

𝛿

Γ(𝑖 − 𝛼 + 1)
. 

 

δتابعی پیوسته است، بنابراین به ازای مقادیر کوچک  𝑓بنابر فرض مسأله  کنترل بهینه کسری،  >  داریم: 0

‖𝑓 (𝑡, 𝑥(𝑡),
1

𝑏(𝑡)
(𝐾1𝑥̇(𝑡) + 𝐾2 𝐷𝑡

𝛼𝑥(𝑡) − 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡))0
𝐶 )) 

−𝑓 (𝑡, 𝑦(𝑡),
1

𝑏(𝑡)
(𝐾1𝑦̇(𝑡) + 𝐾2 𝐷𝑡

𝛼𝑦(𝑡) − 𝑔(𝑡, 𝑦(𝑡))0
𝐶 ))‖

∞

< 𝜀, 

 به شرطی که 
‖𝑥 − 𝑦‖𝑖 < 𝛿. 

 گیریم:بنابراین نتیجه می
□|𝐽[𝑥] − 𝐽[𝑦]| < 𝜀. 

:𝐽توان نتیجه گرفت که تابعک می 2از لم  𝐶𝑖 [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
] → 𝑅  در فضای(𝐶𝑖 [

𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
] , ‖. ‖𝑖) .پیوسته است                                                                                         

 

𝐹𝑛𝑚در  𝐽مینیمم  𝜇𝑛𝑚کنیم فرض می .5 ۀقضی [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
𝐶𝑖در  𝐽مینیمم  𝜇𝑛و  [ [

𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
𝜀باشند و  [ > داده  0

𝑙𝑖𝑚شده است. در این صورت 
𝑚→∞

𝜇𝑛𝑚 = 𝜇𝑛. 
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𝜀کنیم فرض میاثبات.  > 𝑥𝑛(𝑡)مفروض و  0 ∈ 𝐶
𝑖 [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
 کند:زیر صدق می ۀتابعی است که در رابط [

 

𝐽[𝑥𝑛] < 𝜇𝑛 + 𝜀, 

𝐶𝑖)در فضای باناخ  𝐽،2لم  ۀمطابق نتیج [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
] , ‖. ‖𝑖) پیوسته است. بنابراین تابعی مانند 

 𝑥̅𝑛(𝑡) ∈ 𝐶
𝑖 [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
𝐽[𝑥̅𝑛]|طوری که وجود دارد به [ − 𝐽[𝑥𝑛]| < 𝜀  به شرطی که‖𝑥̅𝑛 − 𝑥𝑛‖ < 𝛿 مطابق .

𝑚 ،𝜉𝑛به ازای مقادیر به اندازه کافی بزرگ  1لم  ∈ 𝐹𝑛𝑚 [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
𝜉𝑛‖طوری که وجود دارد به [ − 𝑥𝑛‖𝑖 < 𝛿 اگر .

 نمایش دهیم، سپس خواهیم داشت: 𝜇𝑛𝑚را با  𝐽[𝜉𝑛]تابع 

𝜇𝑛 ≤ 𝜇𝑛𝑚 = |𝐽[𝜉𝑛] − 𝐽[𝑥𝑛] + 𝐽[𝑥𝑛]| ≤ |𝐽[𝜉𝑛] − 𝐽[𝑥𝑛]| + |𝐽[𝑥𝑛]| ≤ 𝜇𝑛 + 2𝜀. 

 گیریم:اختیاری است، نتیجه می 𝜀چون 

□ lim
𝑚→∞

𝜇𝑛𝑚 = 𝜇𝑛.                                                     ( 66 ) 

𝐽∆صورت تابع باقیمانده را به .6 ۀقضی = |∑ 𝐽𝑛[𝑥𝑛]
𝑁
𝑛=1 − 𝐽[𝑥]| طوری کهگیریم، بهدر نظر می 

 𝑥𝑛 ∈ 𝐹𝑛𝑚 [
𝑛−1

𝑁
,
𝑛

𝑁
𝑥و  [ ∈ 𝐸[0,1] .باشند 

 

 ثابت باشد، داریم: 𝑁گاه به شرطی که باشد، آن 𝐸[0,1]در  𝐽∆مینیمم  𝜇اگر  -1

𝑙𝑖𝑚
𝑀→∞

𝜇 = 0. 

 (، خواهیم داشت:66و رابطه ) 5 ۀ. با استفاده از قضیاثبات

𝑙𝑖𝑚
𝑀→∞

𝜇 ≤ 𝑙𝑖𝑚
𝑀→∞

(|𝜇1𝑀 − 𝜇1| + |𝜇2𝑀 − 𝜇2| + ⋯+ |𝜇𝑁𝑀 − 𝜇𝑁|) = 0. 

 ثابت باشد، داریم: 𝑀گاه به شرطی که باشد، آن 𝐸[0,1]در  𝐽∆مینیمم  𝜇اگر  -2

𝑙𝑖𝑚
𝑁→∞

𝜇 = 0. 

 ( داریم:66) رابطهبا استفاده از  اثبات.

𝜇 ≤ ∑∫ |𝑓(𝑡, 𝑥𝑛(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))|𝑑𝑡

𝑛
𝑁

𝑛−1
𝑁

𝑁

𝑛=1

= ∑∫ |𝑓(𝑡, 𝑥𝑛(𝑡)) − 𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡))|𝑑𝑡,
[
𝑛−1
𝑁

,
𝑛
𝑁
 ]

𝑁

𝑛=1

 

 

𝑁هنگامی که  →  خواهیم داشت: ∞

                                       □  lim
𝑁→∞

𝑑𝑁 = lim
𝑁→∞

|
𝑛

𝑁
−
𝑛−1

𝑁
| = lim

𝑁→∞
|
1

𝑁
| = 0. 

 

 های عددیمثال
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 گیریم. جهت نمایشکار میبرای حل تعدادی از مسائل کنترل بهینه کسری بههای معرفی شده را در این بخش روش

 مراجع وجود یا نتایج گزارش شده در های دقیق در صورتدست آمده را با جوابهای پیشنهادی، نتایج بهیی و دقت روشکارآ

 یلولیو-ریمان کسری انتگرال عملگرروش با ی مقدار اولیه است یک مسألهاول که  مثالکنیم. مقایسه می ]44[-]37[

𝐽𝛼 قمشتعملگر با نقاط مرزی اولیه و نهایی است از روش  متغیر وضعیتمسأله شامل شده است. در مثال دوم که  حل 

کار به 𝑥′(0)با تقریب  𝐽𝛼 یلولیو-ریمان کسری انتگرال عملگرروش ، ممثال سو شود. دراستفاده می 𝐷𝛼 کسری کاپوتو

 استفاده شده است.R2017a افزار متلب ها از نرماین مثالحل در رفته است. 

 :]31[و  ]38[،]37[کنیم کنترل بهینه کسری متغیر با زمان زیر را بررسی میمسأله  .2مثال 
 

𝑚𝑖𝑛 𝐽 =
1

2
∫ (𝑥2(𝑡) + 𝑢2(𝑡))𝑑𝑡,
1

0

 

 با محدودیت و شرط اولیه

𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)0

𝐶 = 𝑡𝑥(𝑡) + 𝑢(𝑡), 𝑥(0) = 1.  

کنیم. استفاده می 𝐽𝛼 لیوویل-عملگر انتگرال کسری ریمان روش مستقیمبرای حل آن از باشد. اقد جواب دقیق میاین مسأله  ف

𝑁بدین منظور برای  = 1,𝑀 =  داریم: 5

 
𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡) = Φ𝑇𝑄(𝑡) = 𝑑11𝑞11(𝑡) + 𝑑12𝑞12(𝑡) + ⋯+ 𝑑15𝑞15(𝑡),0

𝐶             (67) 

𝑥(𝑡) = Φ𝑇𝐽𝛼𝑄(𝑡) + 𝑥(0) = 𝑑11𝐽
𝛼𝑞11(𝑡) + 𝑑12𝐽

𝛼𝑞12(𝑡) +⋯+ 𝑑15𝐽
𝛼𝑞15(𝑡) + 1,      (68) 

 د:شوبیان میصورت زیر معادله محدودیت بهروی از  متغیر کنترل

𝑢(𝑡) = 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)0

𝐶 − 𝑡𝑥(𝑡),                                    (61) 

 .2در مثال  شاخص عملکردمقایسه مقادیر تقریبی  .2جدول 
]37[ 

𝑁 = 8 
]38[ 

𝑟 = 3, 𝑛 = 5 
]31[ 

𝑁 = 40 
 𝐽𝛼روش 

𝑁 = 1,𝑀 = 5 
α 

0.48426 0.48427 0.48426 0.48426 1 

0.48346 0.48347 0.48346 0.48346 0/99 

0.47588 0.47605 0.47593 0.47588 0/9 

0.46697 0.46722 0.46722 0.46698 0/8 

 

و حل عددی  گاووس-فرمول لژاندربا ، محاسبه عددی انتگرال شاخص عملکرد( در 61( تا )67گذاری روابط )با جای

 شاخص عملکردبهینه  مقادیر 1گردد. در جدول ضرایب مجهول تعیین می، 𝐽دستگاه معادلات جبری حاصل از مشتقات 

ترکیبی آشفتگی روش  ،]37[های ژاکوبی ایدست آمده از روش مستقیم چندجملهحاصل از روش پیشنهادی با نتایج به

و دقت روش پیشنهادی  تواناییکه نشان از مقایسه شده است.  ]31[روش تکرار تغییرات و  ]38[سازی هموتوپی و گسسته
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وضعیت  متغیرهایهای تقریبی جواب 2و  1های در شکلهای مذکور با تعداد جملات پایه کمتر دارد. در مقایسه با روش

 .ی مشتق کسری رسم شده استو کنترل برای مقادیر مختلف مرتبه

 

 :]41[، ]42[ گیریمدر نظر میتحت محدودیت و شرایط مرزی داده شده مسأله کنترل بهینه کسری زیر را  .1مثال 
 

𝑚𝑖𝑛 J = ∫ (𝑢(𝑡) − 𝑥(𝑡))
2
𝑑𝑡,

1

0

 

 

𝑥̇(𝑡) + 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡) − 𝑥(𝑡) +

6𝑡𝛼+2

Γ(𝛼+3)
+ 𝑡3,0

𝐶   𝑥(0) = 0, 𝑥(1) =
6

Γ(𝛼+4)
.  

 

𝑥(𝑡) = 𝑢(𝑡) =
6𝑡𝛼+3

Γ(𝛼+4)
𝐽 و  =  باشد.جواب دقیق این مسأله می 0

 
 .2در مثال  𝜶به ازای مقادیر مختلف وضعیت  متغیرهای تقریبی جواب. 2شکل 

 

 توابع ترکیبیتقریب کنیم. با استفاده از ، این مسأله را حل می𝐷𝛼از روش مستقیم بر اساس عملگر مشتق کسری کاپوتو 

 :شودچنین تعریف می ، متغیر وضعیت و مشتقات آن(48)در رابطه گنوچی 
 

𝑥(𝑡) = Φ𝑇𝑄(𝑡),  𝑥̇(𝑡) = Φ𝑇𝐷1𝑄(𝑡), 𝐷𝑡
𝛼𝑥(𝑡)0

𝐶 = Φ𝑇𝐷𝛼𝑄(𝑡),                (72) 

آید:دست میصورت زیر بهاز معادله محدودیت به متغیر کنترل  

 

𝑢(𝑡) = Φ𝑇𝐷1𝑄(𝑡)+Φ𝑇𝐷𝛼𝑄(𝑡)+Φ𝑇𝑄(𝑡)−
6𝑡𝛼+2

Γ(𝛼+3)
− 𝑡3,               (71) 

 

 

 ( خواهیم داشت:51معادله زیر را طبق رابطه )( در شاخص عملکرد، 71( و )72گذاری روابط )با جای

(72) 
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𝐽∗ = ∫ (Φ𝑇𝐷1𝑄(𝑡) + Φ𝑇𝐷𝛼𝑄(𝑡) −
6𝑡𝛼+2

Γ(𝛼 + 3)
− 𝑡3)

2

𝑑𝑡
1

0

 

+𝜆0(−Φ
𝑇𝑄(0)) + 𝜆1 (

6

Γ(𝛼 + 4)
− Φ𝑇𝑄(1)). 

. مقایسه بین مقادیر شاخص عملکرد و  شوندضرایب مجهول تعیین می( و حل آن 52با تشکیل دستگاه معادلات جبری )

𝛼متغیرهای وضعیت و کنترل در  حداکثر خطای مطلق = دست آمده از حل با نتایج به 𝐷𝛼روش پیشنهادیحاصل از  ،0.5

 ]41[ های کسری لاگرانژایچندجملهو  کورتیس-شاوکلینروش فرمول  و ]42[های تیلور ایچندجملهروش این مسأله با 

𝐽جواب دقیق با توجه به  ارائه شده است. 2در جدول  = در مقایسه  𝐷𝛼این نتایج بیانگر خطای کمتر روش پیشنهادی  ،0

𝑛های گنوچی از ایچندجملهذکر این نکته ضروری است که باشد. های مذکور میبا روش = شروع شده  1

(𝐺0(𝑡) = 0)، 

 
 .2در مثال  𝜶به ازای مقادیر مختلف کنترل  متغیرهای تقریبی جواب. 1شکل 

𝑛ها از ایکه سایر چندجملهحالیدر  =  در 𝑡توان  ،تقریب مساوی ۀشوند، به عبارتی دیگر در مرتبشروع می 0

بنابراین مقایسه با روش  ،باشددیگر کمتر میپایه های ایچندجمله در 𝑡توان از  درجههای گنوچی یک ایچندجمله

𝑁در  ]42[های تیلور ایچندجمله = خطای مطلق  3 همچنین جدول. ]11[ت منطقی استوان شدن دو پایه به دلیل هم 5

𝛼توابع وضعیت و کنترل را در  = 𝑁و  0.99 = 1,𝑀 =  متغیرهای وضعیت و کنترلنمودار  دهد.نمایش می 6

𝑁و  𝛼به ازای مقادیر مختلف  = 2,𝑀 = نمایش داده شده است. همچنین نمودار  4و  3های در شکل 4

𝛼 وضعیت و کنترل درمطلق توابع خطاهای  =  رسم شده است. 5در شکل  𝑀و مقادیر مختلف  0.8
 

  [:42ای تعیین شود که شاخص عملکرد زیر مینیمم شود ]گونهمی خواهیم متغیر کنترل به. 3مثال 

 

𝑚𝑖𝑛 𝐽 = ∫ (𝑥2(𝑡) − 2𝑡
3

2𝑥(𝑡) + 𝑢2(𝑡) −
3√𝜋

4
𝑒−𝑡𝑢(𝑡) + 𝑒−𝑡+𝑡

3
2𝑢(𝑡) + 𝑡3 +

9𝜋

64

1

0
𝑒−2𝑡  

−
3√𝜋

8
𝑒−2𝑡+𝑡

3
2 +

1

4
𝑒−2𝑡+2𝑡

3
2 + 𝑒2𝑡)𝑑𝑡, 
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 در محدودیت و شرایط اولیه و نهایی زیر صدق کند.همچنین 

 
𝐷𝑡
1.5𝑥(𝑡)0

𝐶 = 𝑒𝑥(𝑡) + 2𝑒𝑡𝑢(𝑡), 

𝑥(0) = 0, 𝑥(1) = 1. 

 جواب دقیق این مسأله برابر است با:

𝑥(𝑡) = 𝑡
3

2, 𝑢(𝑡) =
1

2
𝑒−𝑡 (𝑒−𝑡

3
2 +

3√𝜋

4
).      

 
𝜶 𝑵،متغیر وضعیت به ازای مقادیر مختلف نمودار . 3شکل  = 𝟐,𝑴 =  .1در مثال   𝟒

𝐽 همچنین مقدار شاخص عملکرد بهینه معادل   = برای حل این مسأله از باشد. می  3.194528049465325

𝑁 کنیم. برایاستفاده می 𝐽𝛼لیوویل -روش عملگر انتگرال کسری ریمان = 𝑀 و 1 =  داریم: (34با توجه به رابطه )، 2
 

𝜶به ازای  و حداکثر خطای متغیرهای وضعیت و کنترل عملکردشاخص ایسه مقادیر بهینه مق .1جدول = 𝟎.  .1در مثال  𝟓
 های ایچندجملهروش 

 ]42[تیلور 

  𝐷𝛼 روش پیشنهادی  ]41[ کورتیس-شاوکلینروش 

𝑁 = 5 𝑁 = 6 𝑁 = 1,𝑀 =  تعداد جملات پایه 6

4.76968 × 10−5 4.699837 × 10−6 3.73332 ×  مقدار شاخص عملکرد 10−7

- 1.128957 × 10−3 1.78656 × حداکثر خطای مطلق متغیر  10−4

 وضعیت

- 1.508986 × 10−2 1.07455 × حداکثر خطای مطلق متغیر  10−3

 کنترل

 
𝐷𝑡
1.5𝑥(𝑡) = Φ𝑇𝑄(𝑡) = 𝑑11𝑞11(𝑡) + 𝑑12𝑞12(𝑡).0

𝐶  

 

 :شود( متغیر وضعیت مشخض می35از رابطه )اخیر و شرایط مرزی مسأله،  ۀمعادلبا توجه به 
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𝑥(𝑡) = Φ𝑇𝐽1.5𝑄(𝑡) + 𝑡𝑥̇(0) + 𝑥(0) = 𝑑11𝐽
1.5𝑞11(𝑡) + 𝑑12𝐽

1.5𝑞12(𝑡) + 𝑡𝑥̇(0).   

 کنیم:استفاده می (44نامعلوم است از تقریب ) 𝑥̇(0)چون 

𝑥(𝑡) = 𝑑11𝐽
1.5𝑞11(𝑡) + 𝑑12𝐽

1.5𝑞12(𝑡) + 𝑡 (1 − 𝑑11𝐽
1.5𝑞11(1) − 𝑑12𝐽

1.5𝑞12(1)). 

   متغیر کنترل برابر است با: ،از معادلات حاصل

𝜶وضعیت و کنترل در  . خطای مطلق متغیرهای3جدول  = 𝟎.  .1برای مثال  𝟗𝟗
𝑢(𝑡) 𝑥(𝑡) 𝑡 

2 × 10−4 0 0 
5.4067 × 10−4 2.3882 × 10−5 0.1 

5.4750 × 10−4 4.9838 × 10−5 0.2 

4.7380 × 10−4 7.2623 × 10−5 0.3 
3.4346 × 10−4 8.9142 × 10−5 0.4 
1.6826 × 10−4 9.7265 × 10−5 0.5 
4.1449 × 10−5 9.5470 × 10−5 0.6 
2.7021 × 10−4 8.2927 × 10−5 0.7 
4.9303 × 10−4 5.9825 × 10−5 0.8 
6.7187 × 10−4 2.7882 × 10−5 0.9 
7.5282 × 10−4 9.0186 × 10−6 1 

 

𝑢(𝑡) =
1

2
𝑒−𝑡(𝑑11𝑞11(𝑡)+ 𝑑12𝑞12(𝑡) 

−𝑒
(𝑑11𝐽

1.5𝑞11(𝑡)+𝑑12𝐽
1.5𝑞12(𝑡)+𝑡(1−𝑑11𝐽

1.5𝑞11(1)−𝑑12𝐽
1.5𝑞12(1)))). 

 صورتضرایب مجهول بهبردن روش معرفی شده،  کارو بهشاخص عملکرد گذاری متغیرهای وضعیت و کنترل در با جای

 گردند:زیر محاسبه می

𝑑11 = 1.329340388 , 𝑑12 = −3.70091505 × 10
−33. 

 

𝐽 ،مقدار بهینه شاخص عملکرد برابر است با  = که تا هشت رقم اعشار معادل جواب دقیق است. در  3.19452804

 های برنولی، مقدار تقریبی شاخص عملکرد،ایچندجملهبا استفاده از ماتریس عملیاتی انتگرال کسری ، ]42[

𝐽 = برای تعداد جملات پایه  4−10و  5−10خطاهای مطلق متغیرهای کنترل و وضعیت به ترتیب مضربی از و  3.19453

𝑛 =  به ترتیبخطاهای مطلق متغیرهای کنترل و وضعیت حداکثر که در روش حاضر، حالیدست آمده است. در به 7

8.9568 × 1.9962و  10−11 × و توابع   𝐽𝛼دهد روش پیشنهادی مبتنی بر  عملگر باشد، که نشان میمی 10−11

ری کسانتگرال تری نسبت به روش ماتریس عملیاتی های دقیق، با تعداد جملات پایه کمتر جوابترکیبی گنوچی

و  های برنولیایچندجملهخصوصیات و ارتباط  دهد. با توجه بهدست میبه ]42[ مرجع در برنولیهای ایچندجمله

ا گنوچی در مقایسه ب با توابع ترکیبی تربیان شده است، علت حصول جواب دقیق ]11[ مرجع های گنوچی که درایچندجمله

در روش پیشنهادی که  𝐽𝛼 لیوویل-ریماناستفاده از عملگر انتگرال کسری  ، به جهتهای برنولی در این مثالایچندجمله

در روش  لیوویل-ریمانانتگرال کسری بدون تقریب و خطا محاسبه شده، در برابر استفاده از ماتریس عملیاتی تقریبی 

این مثال  شده است.رسم  6شکل دقیق و تقریبی توابع وضعیت و کنترل در های نمودار جوابباشد. همچنین می ]42[
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 ،عملگر انتگرال کسری توابع ترکیبی برنولیبا روش عددی مبتنی بر  ]23[در مرجع شرایط اولیه متغیر وضعیت تحت 

ر دو های چبیشف نوع دوم ایجملهچندماتریس عملیاتی انتگرال کسری با روش طیفی بر مبنای  ]43[در مرجع 

حل شده است. مقصود از شرایط اولیه های بوباکر کسری موجکماتریس عملیاتی مشتق با روش  ]44[مرجع 

𝑥(0) = 𝑥̇(0) و  0 = 𝑥(0) و شرایط مرزی 0 = 0, 𝑥(1) = خطای مطلق شاخص  4باشد. در جدول می 1

 های مذکور تحت شرایط مختلف مقایسه شده است. حاصل از روش مسأله، عملکرد این

 

 

𝜶 ،𝑵کنترل به ازای مقادیر مختلف  متغیرنمودار . 0شکل  = 𝟐,𝑴 =  .1در مثال   𝟒

 
 

  
𝜶 مطلق متغیرهای وضعیت و کنترل درنمودار خطاهای . 5شکل  = 𝟎.  .1در مثال  𝟖

 

 هایوشرعملگر انتگرال کسری توابع ترکیبی برنولی نسبت به  در مساله با شرایط اولیه، روشکه دهد نشان می این نتایج

عملگر انتگرال کسری توابع ترکیبی گنوچی در روش پیشنهادی  همچنینشود. منجر به جواب دقیق میماتریس عملیاتی 

جواب با دقت بیشتر و تعداد جملات پایه تحت شرایط متفاوت های بوباکر موجک مقایسه با روش ماتریس عملیاتی مشتق کسری
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عملگر انتگرال کسری تحت توان نتیجه گرفت که روش های مذکور در این مثال، میروشاز مقایسه  دهد.کمتر ارائه می

 عملکرد بهتری دارد.شرایط اولیه 

 

 .3در مثال  شاخص عملکردمطلق خطای مقایسه  .0جدول
لهأشرایط مس تعداد توابع پایه نوع عملگر کسری روش  شاخص عملکردخطای  

𝑁 عملگر انتگرال کسری ]23[ توابع ترکیبی برنولی = 1,𝑀 =  0 شرایط اولیه 0

𝑁 عملگر انتگرال کسری توابع ترکیبی گنوچی = 1,𝑀 = 9.4653 شرایط مرزی 2 × 10−9 

 های برنولیایجملهچند

]42[ 

𝑛 ماتریس عملیاتی انتگرال کسری = 1.9505 شرایط مرزی 7 × 10−6 

های چبیشف ایجملهچند

 ]43[ نوع دوم

𝑁 ماتریس عملیاتی انتگرال کسری = 5.3467 شرایط اولیه 7 × 10−10 

𝐾 ماتریس عملیاتی مشتق کسری ]44[ های بوباکرموجک = 2,𝑀 = 9.5053 شرایط اولیه 9 × 10−7 

 

 گیرینتیجه

وچی توابع ترکیبی گنعملگرهای کسری در این مقاله دو روش عددی برای حل مسائل کنترل بهینه کسری بر مبنای 

ها و توابع ترکیبی ارائه گردید. عملگرهای کسری شامل عملگر انتگرال کسری ایجملهارائه شد. همچنین مزایای این چند

ده است. صورت مستقیم محاسبه شتوابع ترکیبی گنوچی بدون تقریب و بهعملگر مشتق کسری کاپوتو لیوویل و -ریمان

کسری با استفاده از این عملگرها به یک دستگاه معادلات جبری تبدیل شده که از حل آن  در ادامه، مسائل کنترل بهینه

حل مسائل شامل نقطه مرزی نهایی مطرح شد. کران بالای  کارهایی برایمتغیرهای وضعیت و کنترل تعیین می شوند. راه

ر گرفت. نتایج عددی حاصل از مورد بررسی قرا ،آنالیز همگرایی وخطای تقریب تابع و عملگرهای کسری محاسبه 

 هایهای دقیق در صورت وجود یا جوابهای ارائه شده در حل چند مسأله کنترل بهینه کسری با جوابکارگیری روشبه

ن همچنینماید. های پیشنهادی را تایید مییی روشکه دقت و کارآمقایسه گردیده  گزارش شده در سایر مراجع مرتبط

ادگی ستاثیر شرایط اولیه یا شرایط مرزی و استفاده از عملگر کسری یا ماتریس عملیاتی در روند حل مساله بررسی شد. 

ی اهروش هایدیگر ویژگی ی توابع ترکیبی به کار رفته در مسائل حل شده ازمحاسباتی و تعداد اندک جملات پایه

 باشد. می پیشنهادی
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 3دقیق و تقریبی توابع وضعیت و کنترل در مثال های نمودار جواب. 6شکل 
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