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 Introduction 

A clutter  with vertex set {1, , }[ ] nn   is an antichain of subsets of [ ]n , 

called circuits, covering all vertices. The clutter is d -uniform if all of its circuits 

have the same cardinality. If is a field, then there is a one-to-one correspondence 

between clutters on [ ]n  and square-free monomial ideals in 
1[ , , ]nx x  as 

follows: To each clutter  we correspond its circuit ideal )(I  generated by 

monomials 
1 ki ix x  with 

1{ , , }ki i  . Conversely, to each square-free 

monomial ideal I  with minimal set of generators ( )I , we correspond a clutter 

with circuits
1{ , , }ki i , where

1
( )

ki ix x I . The independence complex of a 

clutter  on [ ]n  is the simplicial complex   whose faces are independent sets in 

 by which we mean sets [ ]F n  such that e F for all e . It is easy to see 

that the Stanley-Reisner ideal of   coincides with ( )I . The above 

correspondence establishes a one-to-one correspondence between simplicial 

complexes and independence complex of clutters. A simplicial complex   is 

shellable if there exists a total order on its facets, say
1 mF F  , such that the 

simplicial complex 
1 1, , i iF F F    is pure of dimension dim 1iF  . A clutter 

 is called pure/shellable/Cohen-Macaulay if its independence complex   is 

pure/shellable/Cohen-Macaulay. The shellability of simplicial complexes (and 

hence shellability of clutters) is an NP-complete problem in general. In this paper, 

we show that every clutter  can be embedded into a (pure) shellable clutter   

and that the clutter   can be chosen to be d -uniform if  is so. Since pure 

shellable simplicial complexes are Cohen-Macaulay, it follows that every clutter 

can be embedded into a Cohen-Macaulay clutter. 
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Main Results 

Let be a d -uniform clutter with vertex set .V  A subset F V  is called a clique 

in if either | |F d or else e for all d -subsets e of .F  

Definition. Let  be a d -uniform clutter with vertex set V  and 
1, ,A A be a 

partition of V where each 
iA is a clique in . For each , ,1i   let 

iB be a non-

empty set such that 
iB V   and i jB B  for all i j . Define the d -uniform 

clutter 1

1

, ,

, ,

B B

A A






 as follows: 

The clutter 1

1

, ,

, ,

B B

A A






 is called  

 

the hybrid clutter of with respect to vertex partition 
1, ,A A and sets 

1, ,B B  

Theorem 1. Let  be a d -uniform clutter on the vertex set [ ]n  and 1

1

, ,

, ,

B B

A A






 be 

called the hybrid clutter of with respect to vertex partition 
1, ,A A and sets 

1, ,B B  where | | 1iB d  , for all , ,1i   .  Let 
    be the 

independence complex of  . Then, 

  is pure shellable of dimension ( 1) 1d   . 

 The ring [ ]  is Cohen-Macaulay of dimension ( 1)d  . 

 

Theorem 2. Let  be a d -uniform clutter on the vertex set V . For each 

, ,1i n  consider 
im finite non-empty set ,1 ,, ,

ii i mB B such that ,, i jV B are 

pairwise disjoint. Let   be a clutter obtained by as follows: 

,1 ,
1

{ }, , { } .{ }
i

n

i i i k i
i

B x B x


       
 

 

If : 
    is the independence complex of  , then  

 The simplicial complex   is shellable of dimension 
1

| | 1.
n

i

i

B


  

 [ ] is Cohen-Macaulay if and only if 1im   for all , .1,i n   

 

How to cite: Farrokhi Derakhshandeh Ghouchan, M., Yazdan Pour, A. A. (2022). New methods for constructing shellable 

simplicial complexes.  Mathematical Researches, 8 (4), 164-179.  
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 پذیرپوسته سادکی هایمجتمع تولید برای نوین هاییروش
 

 2پوریزدان اکبر علی،  1قوچان درخشنده فرخی محمد

 

 farrokhi@iasbs.ac.ir ايران. رايانامه: ،زنجان زنجان، پايه علوم تكميلي تحصيلات دانشگاه نوين، هايفناوري و پايه علوم ۀپژوهشكد. 1

 yazdan@iasbs.ac.ir، ايران، رايانامه: زنجان زنجان، پايه علوم تكميلي تحصيلات دانشگاه رياضي، دانشكده ،مسئول نويسندۀ. 2

 

 چکیده                   اطلاعات مقاله

 مقاله پژوهشينوع مقاله: 

 

 

 72/11/1933 :افتیدر خیتار

 13/11/1011: بازنگری خیتار

 11/17/1011: رشیپذ خیتار

 11/11/1011: انتشار خیتار

 

 

  های کلیدی:واژه

 ،کلاتر

  ،پيوندي کلاتر

  ،پذيريپوسته

 ،اوليمک-کوهن

 .استقلال مجتمع

 

 
 

 

ها را است که همه راس Vهاييک پادزنجير از زيرمجموعه Vيک کلاتر با مجموعه رئوس

ايدآلي خالي از مربع است که توسط  وابسته به کلاتر I)(دهد. ايدآل مداري پوشش مي

هاي ايجملهتک
1 ki ix x شود که در آن توليد مي

1{ , , }ki i  همچنين مجتمع استقلال .

)است که  مجتمع سادکي يكتاي   )I I .  دهيم هر کلاتر داده در اين مقاله نشان مي

طوري که  نشاند به تر مانندهاي متنوعي در يک کلاتر بزرگتوان به شكلرا مي شده مانند 

 تواند طوري انتخاب شود که حلقه خارجمي ويژه کلاتر پذير باشد. بهپوسته مجتمع استقلال

 اولي باشد.مک-قسمتي ايدآل مداري آن کوهن

 

 

 
 

 
 

. پذيرپوسته سادکي هايمجتمع توليد براي نوين هاييروش(. 1011) ، علي اکبر؛پوريزدان ؛محمد ،قوچان درخشنده فرخي :استناد

 .140-123(، 0) 8، هاي رياضيپژوهش
  

 نويسندگان. ©                                                                                                                  خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 نیازهاو پیش مقدمه .1

)روی مجموعه رئوس  1یک مجتمع سادکی )V V ، هایمجموعهای از زیرخانوادهV  است که در شرایط زیر صدق

 د:نکنمی

vازای هر به .1 V داریم.{ }v V 

Gو Fاگر  .2 F گاه آنG. 

. مجموعه ندناممی 3وارهوجهت رابطه شمول را حت  بیشینهای و وجه ندگوی از  2را یک وجه F هر عنصر

)را معمولا با   های وارهوجه )  اگر نددهنمایش می .
1( ) { , , }mF F    نویسیم میطور خلاصه  به

1, , mF F    . هر وجه  4بعدF  را به صورت dim | | 1F F  که در آن  شودتعریف می| |F  تعداد عناصر

F  است و بعد مجتمع سادکی  که با dim  کنیم:صورت زیر تعریف می بهرا  شودداده مینمایش 

 .dim max{dim : }F F  

)مجتمع سادکی های آن برابر باشد.وارهوجهاگر بعد همه  گویند 5را محضمجتمع سادکی ) { : | | 1}i F F i     

تمع زیرمج .ندگویمی    6اسکلت- iرا     را یک زیرمجتمع القایی   گویند هرگاه به ازای هرF   که

( )F V  داشته باشیمF. 

روی مجموعه رئوس  مجتمع سادکی یک میدان باشد و  د فرض کنی 
1{ , , }nvV v  ازای  . بهباشدداده شده

تهیناهر زیرمجموعه 
1{ , , }k VF i i   نیمکتعریف می 

1 kF i ix xx 1 دهیممیو قرار x. صورت در این

  کنیم:میصورت زیر تعریف  نمایش داده و به Iرا با   7ررایزنِ-نلیستَایدآل اِ

 .( : )FI F  x 

]را به صورت  رایزنر -همچنین حلقه استنلی ]: /S I  کنیم که در آن  تعریف می
1[ , , ]nxS x  حلقه

dim لازم به ذکر است که است. ها روی  ایچندجمله [ ] 1 dim    که در آنdim [ ] حلقه  8بعد کرول

 .را ببینید( [5.1.4، قضیه 3]) است رایزنر -استنلی

                                                             
1 Simplicial complex 
2 Face 
3 Facet 
4 Dimension 
5 Pure 
6 i-skeleton 
7 Stanley-Reisner 
8 Krull dimension 
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های آن هواروجههرگاه یک ترتیب کلی روی  ندگویپذیر را پوسته مجتمع سادکی  .(9پذیرتعریف )مجتمع پوسته

 به شکل
1 2 rF F F  ازای هر به طوری که موجود باشد به , ,2i r   مجتمع سادکی

1 1, , i iF F F   

dimیک مجتمع سادکی محض از بعد  1iF  از  10ای. هر چنین ترتیبی را یک ترتیب پوستهباشد .به سادگی  گویند

شود که میدیده 
1 2 rF F F   ای از یک ترتیب پوسته ازای هر  به است اگر و تنها اگرj iF F عنصر ،

i jx F F و 
k iF F که  وریط موجود باشند به{ }i kF xF . 

جا که در این مقاله تولید از آن .[۹]کامل است -NP مسألههای سادکی در حالت کلی یک پذیری مجتمعپوسته بررسی

ی هایهای سادکی نکتهدهیم در زیر درباره اهمیت چنین مجتمعپذیر را مورد بررسی قرار میهای سادکی پوستهمجتمع

 شویم.را یادآور می

پذیر هم در ترکیبیات و هم در ای سادکی پوستههمجتمع پذیر:ای سادکی پوستههمجتمع کاربردهایی از

ک اثبات شود که یمیبه این پذیری منجر نظر ترکیبیاتی مفهوم پوستهکنند. از نقطهنقش مهمی ایفا میجبرجابجایی 

دست بیاوریم. اگربهدر بعد دلخواه  11پوانکاره-استقرایی برای فرمول اویلر
if  تعدادi-از بعد  12های یک چندوجهیوجه

d  را نشان دهد )که در آن
1 1df f   ،)کند کهپوانکاره بیان می-فرمول اویلر گاهآن 

.
1

( 1) 1
i

i

i

d

f


  

کشف شد. سپس فرمول اویلر توسط  3های از بعد برای چندوجهی 1752حاظ تاریخی این فرمول توسط اویلر در سال از ل

برای این  ( تعمیم داده شد. با این وجود اولین اثبات درست از این فرمول توسط پوانکاره ارائه شد.1852) 13لیلافْشِ

که دارای برخی اشکالات  18۹3پس از ارائه اثبات اولیه در سال منظور، پوانکاره متوسل به مبانی توپولوژی جبری شد و 

 ولاز این فرمکه ای های استقرایی اولیهثباتاولین اثبات صحیح از این فرمول را بیان کرد. ا 18۹۹بود، در نهایت در سال 

که مرز هر چندوجهی را  بر این واقعیت استوار است  ،1852ئه شده توسط شلافلی در سال ویژه اثبات ارابه، بیان شدند

ال، گویند. در عین حمیای صورت استقرایی در کنار هم قرار داد که امروزه آن را ترتیب پوستهبهبه شکل خوبی توان می

بیان شد و  1۹70در سال  15نیو مَ 14رسِگِورپذیر است بعدها توسط بِچندوجهی پوسته رکه مجتمع مرزی هاثبات این

قضیه کران  ”بیان شد که همان اثبات مربوط به  16نمولِ کپذیری توسط مَوجه و برجسته پوستهکاربرد قابل ت خیلی زود

                                                             
9 Shellable 
10 Shelling order 
11 Euler-Poincaré 
12 Polytope 
13 Schläfli 
14 Bruggesser 
15 Mani 
16 McMullen 
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ه کشود میبه این وجهی منجر یک چند 18پذیری مجتمع مرزیدر هر حال، پوسته باشد.میها برای چندوجهی “17بالا

 (.[8]  مرجع از 7یم )مراجعه شود به فصل پوانکاره بیان کن-برای فرمول اویلررا های استقرایی ترین اثباتیکی از روشن

-نوهِپذیر، کای سادکی محض و پوستههرایزنر مجتمع-ست که حلقه استنلیاین نکته قابل توجه انظر جبری از نقطه

دارای  ،اییهرایزنر چنین مجتمع-نلیاست ، دوگان ایدآل20دوگان الکساندر است و در نتیجه با توجه به مفهوم 1۹لیوْاُکمَ

 ،در جبر جابجاییپذیری اهمیت مفهوم پوستهدرک برای ( هستند.  22)و در نتیجه تحلیل خطی 21های خطیقسمت خارج

پذیری یک ابزار ساده اما پوسته»بیان شده است  [14] نلیتکنیم. در کتاب اسمیلی بسنده نبه کتاب برجسته است

که به طور معمول لی وامک-ای سادکی کوهنهمجتمع لی است و تقریبا همهوامک-قدرتمند برای اثبات خاصیت کوهن

ای هناورداهای جبری متناظر با مجتمعاز  برخیعلاوه به پذیر هستند.پوسته شوند در حقیقتدر جبرجابجایی ظاهر می

تری شرح داده طور روشنبهکه شوند یا اینتر محاسبه مین راحتپذیر بودلی در حالت پوستهوامک-سادکی کوهن

 «شوند.می

 . یعنی اگر [2] اندتشکیل شدهها از کره 23ایخوشهاز در واقع پذیر های سادکی پوستهنظر هندسی، مجتمعاز نقطه

طور بهه است. تعدادی کرای( )گوه 24یارز با ضرب وجهم طور هموتوپیبه گاه آن ،پذیر باشدیک مجتمع سادکی پوسته

 داریم: تردقیق

 .dim j

j

F

F

  

پذیر که در بالا ذکر شد، در این مقاله دو خانواده نامتناهی و نسبتا بزرگ از های سادکی پوستهبا توجه به اهمیت مجتمع

ی به های سادککنند. شیوه ساخت این مجتمعپذیری صدق میکنیم که در ویژگی پوستههای سادکی معرفی میمجتمع

های مناسب به های جدید و وجهاین صورت است که با یک مجتمع سادکی دلخواه شروع کرده و با اضافه کردن راس

 شد.باپذیر نیز میرسیم که مجتمع اولیه را به طور القایی در بر دارد و علاوه بر آن پوستهمجتمع سادکی جدیدی می

یر پذهای سادکی پوستهد ساختار مجتمعندهنشان می ،دارندای متنوعی که در کنار کاربرده های سادکیچنین مجتمع

پذیر یا های سادکی پوستهبه این معنا که خانواده مجتمع تواند بسیار پیچیده باشداولی میمک-تر کوهنو در حالت کلی

 .سادکی القایی داشته باشندتوانند در حالت کلی هر مجتمع سادکی دلخواهی را به عنوان زیرمجتمع اولی میمک-کوهن

تر بزرگگراف  استقلالمجتمع یک گراف باشد و  25استقلالدر حالت خاصی که مجتمع سادکی اولیه مجتمع  مسألهاین 

                                                             
17 Upper bound theorem 
18 Boundary complex 
19 Cohen-Macaulay 
20 Alexander dual 
21 Linear quotient 
22 Linear resolution 
23 Bouquets 
24 Wedge product 
25 Independence complex 
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دق ص یا شرایط جبری دیگر لی بودنوامک-کوهن ،پذیرییا توپولوژیکی مانند پوستههای ترکیبیاتی ر خاصیتجدید د

 مورد بحث و بررسی قرار گرفته است. [13، 12، 11، 7، 5، 4، 1] مراجع همقالات متعددی از جمل کند در

 

 پذیرهای سادکی پوستهتولید مجتمع .2

 تربه یک مجتمع سادکی بزرگ مانند در این بخش، دو روش متفاوت برای گسترش یک مجتمع سادکی داده شده 

در روش  .در بر داشته باشد 26عنوان زیرمجتمع القاییرا به بوده و  پذیرپوسته که طوری بهکنیم ارایه می  مانند

که به  است و مجتمع سادکی  مانند خواه دل 27یکنواخت-dیک کلاتر  استقلالمجتمع  اول مجتمع سادکی 

. (1)قضیه  خواهد بود یکنواخت-dیک کلاتر  استقلالخود مجتمع  ،شودتعریف می از  28ایکمک یک افراز خوشه

 تواند هر مجتمع سادکی دلخواهی باشدمی بوده و لذا  مانند  دلخواه 2۹یک کلاتر استقلالمجتمع  در روش دوم 

کند نقش یک خوشه را بازی می ، افرازی که در آن هر راس ای دلخواه از به جای یک افراز خوشه اما در تعریف 

های خیلی خاص بر هم تتنها در حال ذکر شدهدهد که دو روش نشان می 3گزاره  .(2)قضیه  شود در نظر گرفته می

 منطبق هستند.

)روی مجموعه رئوس منظور از یک کلاتر )V Vهایای از زیرمجموعه، خانوادهV ًاست که اولا V   ًو ثانیا 

ازای هر  به
1 2,e e   داشته باشیم

1 2e e.  هر عنصرe را   کلاترگوییم و یم 30را یک مدارd- یکنواخت

نمایش داده و I)( را با   31یک کلاتر باشد ایدآل مداری اگر  راس داشته باشد. dگوییم هرگاه هر مدار آن می

 کنیم:صورت زیر تعریف میبه

 .)( ) ( :eI e x 

خانواده  e.داشته باشیم  eازای هر گوییم هرگاه به در  32مستقلرا یک مجموعه Vزیر مجموعه 

نمایش  نامیم و با می   استقلالاست که آن را مجتمع  یک مجتمع سادکی  های مستقل درهمه مجموعه

).شود که سادگی دیده میبهدهیم. می )I I  یک کلاتر  استقلالادکی در واقع مجتمع درنتیجه، هر مجتمع س

 است.

                                                             
26 Induced subcomplex 
27 d-uniform clutter 
28 Clique partition 
29 Clutter 
30 Circuit 
31 Circuit ideal 
32 Independent set 
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 یدفرض کنشوند. ها در یک کلاتر یکنواخت تعریف میکلیدی دارد. خوشه ینقش 33در تعریف کلاتر پیوندی، مفهوم خوشه

Fیک زیرمجموعه  . باشد Vیکنواخت روی مجموعه رئوس -dیک کلاتر   V  گوییم اگر می را یک خوشه در

| |F d ازای هر زیرمجموعه بهکه یا اینd- تاییe ازFباشیم  ، داشتهe. 

و  باشد Vروی مجموعه رئوس یکنواخت -dیک کلاتر  دفرض کنی .)کلاتر پیوندی( تعریف
1, ,A A  یک افراز

که در آن هر  باشد Vاز مجموعه 
iA 1ازای هر بهاست.  در تهی( نایک خوشه )نه لزوما, , i   فرض کنیم ،

iB

تهی باشد که متناهی نایک مجموعه 
iB V   ازای هر  بهوi j ،i jB B  کلاتر .d-1 یکنواخت

1

, ,

, ,

B B

A A






 

 کنیم:میصورت زیر تعریف  بهرا 

 1

1

, ,

, ,
1
{ : | | }

B B

A A i i
i

e A B e d









 
    
 
  

1کلاتر 

1

, ,

, ,

B B

A A






 بت به افراز نس  را کلاتر پیوندی
1, ,A A های از رئوس و مجموعه

1, ,B B نامیم.می 

رئوس روی مجموعه یکنواخت - dیک کلاتر  دفرض کنی .1 ۀقضی
1{ , , }nvV v   1باشد و

1

, ,

, ,

B B

A A







   کلاتر

نسبت به افراز  پیوندی 
1, ,A A های از رئوس و مجموعه

1, ,B B 1ازای هر باشد که در آن به, , i   

|داشته باشیم  | 1iB d .  فرض کنیم
    استقلالمجتمع صورتدر این .باشد 

1)  پذیر از بعد یک مجتمع سادکی محض و پوسته( ) 11d   ؛است 

]حلقه  (2 ] لی از بعدوامک-کوهن( 1)d  .است 

نیم فرض ک برهان.    ازای هر  به .باشد  استقلالمجتمعF  های وارهوجهیک بلوک از  شرح به را

 سازیم:زیر می

|، فرض کنیم Fازای به |F

i iFa A  .10صورت در این F

ia d   زیرا ،F  یک مجموعه مستقل در 

,1 ازای به است. , i  1, ، فرض کنیم ,
, , F

i

F F

i i k
GG  های زیرمجموعه

iB  باشند که,| | 1F F

i i ja G d   . چون

| | 1iB d توان، می,

F

i jG را با این خاصیت انتخاب کرد. در حقیقت داریم ( 2 )

,1 ,
. ,

F
i

F
i

d aF F

i ii k
G G B

 
     .  اکنون

 شود:یر تعریف میصورت ز بهگیریم که میرا در نظر Fهای متناظر با بلوکی از مجموعه

 
1 1, , 1, ,

F F

j j j jH F G G
      

,1ازای هر  بهکه در آن  , p  1}، داریم, , }F

p pj k  .  1ازای هر  که به کنیدتوجه, , i     داریم

,| | 1
i

F F

i j iG d a  . بنابراین 

                                                             
33 Clique 
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 
1 , ,

1

1

| | | | 1

| | ( 1)

( 1) .

F F

j j i

i

F

i

i

H F d a

F d a

d

















   

   

 



 

 شکلبه  از  وارهوجهکنیم هر ادعا می
1 , ,

F

j jH
  است که در آنF . 

های ابتدا توجه کنید که بنابر تعریف هر یک از مجموعه .اثبات ادعا
1 , ,

F

j jH
 در  بیشین یک مجموعه مستقل  ،است

یعنی
1 , , ( )F

j jH


 . ازای هر عنصر دهیم بهنشان می در ادامهG  عنصر ، F های و اندیس
1, ,j j 

که  هستندموجود 
1 , ,

F

j jG H
. رض کنیم فG   کنیممیداده شده باشد. تعریف: 

 1

:

:

,

, , ,

: 1, , .

,

,

i i

i i

F V

a F A i

G B

G

G i







  

  







 

,1ازای هر  به است و مستقل در هیک مجموع Fاست، پس یک مجموعه مستقل درG چون , i  ، داریم

| | 1i id aG    .1}  لذا, , }F

i ij k موجود است که, i

F

i i jGG . بنابراین داریم 

 
1 1

1 1, , , , .
p p p pr r

F F F

r j r j j jG F G G F G G H          

)یک مجتمع سادکی محض از بعد  ایم مجتمع سادکیچه تاکنون بیان کردهبا توجه به آن ) 11d   .است  

,1ازای هر به , i   1,، فرض کنیم ,{ , , }
ii i i sy yB   را روی . ترتیب زیر,i jy گیریم:ها در نظر می 

(1) 
1 21,1 1,2 1, 2,1 2, ,1 , .

rs s sy y y y y y y           

 کنیم:میاعمال  های وارهوجهپذیر است، ترتیب زیر را روی پوسته کهاکنون برای اثبات این 

را بر  آنهایکسان هستند، که دارای بعد  هایی از کنیم. برای وجهمرتب می آنهارا بر حسب بعد  های وجهابتدا 

 حسب ترتیب 
1 nv v   کنیم. حال متناظر با هر وجه  میمرتبF بلوک متناظر با ،F  را مطابق با ترتیب

 کنیم.می( مرتب 1داده شده در رابطه )

پذیر است. فرض کنیم  پوسته دهیم مطابق با ترتیب بالا، مجتمع سادکی نشان می
1 1, , , ,r r

F F

j j j jH H


   دو حالت .

 گیریم:زیر را در نظر می

Fحالت اول:  F .  دهیم میدر این حالت قرارmin{ : }p p pj j j j
   و 

 
, , , , ,

, , , , ,

min{ : },

min{ : }.

F F

j j j j

F F

j j j j

y y G y G

y y G y G

 

 

     

     



 

  

  
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توجه داریم که چون 
1 , , r

F

j jH    و
1 , , r

F

j jH    های وارهوجه  هستند پس تعداد عناصر
,

F

jG


و   
,

F

jG
 

برابر هستند.   

y,بنابراین عناصر   و,y     علاوه داریم صورت فوق موجودند و بهبهتعریف شده, ,y y     .  در نتیجه

1 1, , , , ,r r

F F

j j j jy H H      فرض کنیم . 
1 , , , ,{ } { }

r

F

j jH H y y      وضوح بهصورت . در اینH   یک

کند که میاست و شیوه ترتیب ما ایجاب   از  وارهوجه
1 , , r

F

j jH H   داریم دیگر . از طرف
1 , , ,{ }

r

F

j jH H y   . 

Fحالت دوم:  F . عنصر x F Fگیریم. واضح است که را در نظر می
1 1, , , ,r r

F F

j j j jx H H


  علاوه  . به

 {1, , }i    موجود است که
ix F A صورت عنصر. در این , ii i jB Gy  دهیمقرار می .را در نظر بگیرید 

  
11, , ,{ } { } .

i rj i j r jH F x G G y G  
       

کند که میاست و شیوه ترتیب ما ایجاب  از  وارهوجهیک  Hواضح است که 
1 , , r

F

j jH H


 داریمعلاوه  . به 

.
1 , , { }

r

F

j jH H x   

پذیر است. قسمت دوم گزاره از این واقعیت یک مجتمع سادکی محض و پوسته ایم چه تاکنون ثابت کردهبا توجه به آن

 .[5.1.13، قضیه 3] لی استوامک-پذیر، کوهنشود که هر مجتمع سادکی محض و پوستهمینتیجه 

◾ 

[ را 4] 37و نِیگِل 36[، کوک10و دیگران ] 35یهیب [،16و  15] 34های خاص برخی از نتایج ویلاریالدر حالت بالا ۀقضی

 کنیم.اشاره می آنهادهد که در مثال زیر به پوشش می

  .1 مثال

) فرض کنیم . 1 , )G V E یک گراف باشد که در آن
1{ , , }nvV v  وG گرافی باشد که با استفاده از G

 ست آمده باشد:د صورت زیر به به

1{ , , },

( ) { : 1, , .

( )

}

n

i i

V w w

E G E v

G V

w i n

 





  




 

] که حلقه  دهدمینشان   [2.2، گزاره 51]ال یلاریو ]G گزاره 61]. سپس ویلاریال در لی استوامک-کوهن ،

که در واقع  دهدمینشان  [5.4.10
G ز ویلاریال حالت خاصی جه ااین دو نتیواضح است که پذیر است. پوسته

 است. 1 ۀقضیاز 

)فرض کنیم  .2 , )G V E ویلاریال، نشان  ۀبا تعمیمی از نتیج  [1.1، قضیه 10]یک گراف باشد. هیبی و دیگران

 Gو چسباندن یک گراف کامل به هر راس از  Gکه با استفاده از گراف  Gگراف  استقلالمجتمع  که دهندمی

                                                             
34 Villarreal 
35 Hibi 
36 Cook II 
37 Nagel 
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است. بنابراین 38راسی پذیرمحض و تجزیهآید میدست  به
G لی وامک-پذیر و در نتیجه کوهنمحض و پوسته

 است. 1 ۀحالت خاصی از قضی اخیر نیزنتیجه   .[5.1.13، قضیه 3] است

) ض کنیم فر. 3 , )G V E ویک گراف باشد 
1 rV W W   های ای از راسیک افراز خوشهG باشد یعنی 

هر 
iW  یک خوشه درG  است. فرض کنیمGاشد که با استفاده از گراف گرافی بG دست آمده  صورت زیر به به

 باشد:

1

1

{ , , },

( ) .

( )

{ : }

r

r

i j j i
i

V

y

G V y

E G E w Ww

y





 

 
 



 
 


 

محض و   Gگراف  استقلالکه مجتمع  دهندمینشان  [3.5و نتیجه  3.3، قضیه 4] در گل یکوک و ن

 سی است. بنابراینأپذیر رتجزیه
G [5.1.13، قضیه 3] لی استوامک-پذیر و در نتیجه کوهنمحض و پوسته.  

ها ابرگراف برایگل یاز قضیه کوک و ن بیانی 1 ۀدر واقع قضی است. 1 ۀاخیر نیز حالت خاصی از قضی ۀنتیج

 است.

در حالتی که 
iW گراف  3۹شند، ایدآل یالیدر این مثال لزوما خوشه نبا هاG مورد بررسی   [2 ۀ، گزار11] در

)araو نشان داده شده است که  هقرار گرفت ) bight( )I I که در آن ،( )I I G ایدآل یالیG  ،است

 ara( )I40رتبه حسابی  I  وbight( )I های اول وابسته ایدآل هایارتفاع بیشینهI .است 

 

مجموعه رئوس  بایک کلاتر  فرض کنید  .2 ۀقضی
1{ , , }nV v v  ازای هر باشد. به, ,1i n  ،

im ۀمجموع 

1,و متناهی تهینا ,, ,
ii i mB B  که طوری  بهرا در نظر بگیریدV  و,i jB فرض کنید دو جدا از هم هستند. ها دوبه

, 1 ,1{ }i j i n j mi
B    

   آید:دست می بهصورت زیر  به استفاده از کلاتر کلاتری باشد که با 

 ,1 ,
1

{ }, , { } .{ }
i

n

i i i m i
i

B v B v


       
 

 

اگر 
   گاهآن 

,پذیر از بعد پوسته مجتمع سادکی  (1

1 1

| | 1
imn

i j

i j

B
 

 است؛ 

]حلقه  (2 ] ازای هر  لی است اگر و تنها اگر بهوامک-کوهن, ,1i n  1، داشته باشیمim . 

                                                             
38 Vertex-decomposable 
39 Edge ideal 
40 Arithmetic rank 
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فرض کنیم  کنیم.پیروی می 1 ۀیش مشابه با برهان قضیب و برای بیان اثبات این قضیه، از برهانی کم برهان.  

 سازیم:را به شرح زیر می های وارهوجهیک بلوک از  Fازای هر  به .باشد  استقلالمجتمع 

,ازای   بهدر ابتدا فرض کنیم   ,1i n   و , ,1 ij m  مجموعه ,i jB به صورت ,( )(1)

, , ,{ , , }i jt

i j i j i jB y y   داده

 دهیمقرار می F ازای به شده باشد. سپس

  

 

 

,
1

,1 ,

( )

, , ,
1

,  ,

, ,

{ } : 1 ,  .

{ }

{ }

{ }

i

F
i

i
j

m

m

i j i
j

F F

i i k

i j i j j i j i
j

B x F

G G

B y t x F












  


   






  

 کنیم:صورت زیر تعریف میبهرا  Fمتناظر با  یهابلوکی از مجموعه درنهایت

 
1 1, , 1, ,:

n n

F F F

j j j n jH F G G     

,ازای هر  که در آن به ,1i n   1}داریم, , }F

i ij k . از  وارهوجهکنیم هر ادعا می  شکلبه 
1 , , n

F

j jH   است که

 . Fدر آن 

های نابر تعریف هر یک از مجموعهابتدا توجه کنید که ب .اثبات ادعا
1 , , n

F

j jH  در  یک مجموعه مستقل بیشین  ،است

 یعنی
1 , , ( )

n

F

j jH 
 . ازای هر عنصر  دهیم بهدر ادامه نشان میG  عنصر ،F ای هو اندیس

1, , nj j 

که هستندموجود 
1 , , n

F

j jG H .  فرض کنیمG   کنیممیداده شده باشد. تعریف: 

 
1

, ,

,
1

: { , , },

: , 1, , , 1, , ,

: 1, , .,
i

n

i j i j i

m

i i j
j

F G v v

G G B i n j m

G G i n


  

     

  

 

,صورت در این ,i j i jG B و چون Gیک مجموعه مستقل در شود که است، نتیجه میF  یک مجموعه مستقل در

1علاوه اگر  . بهFیعنی  است  i n  ای باشد کهگونهبه
ix F ، ازای هر  بهگاه آن, ,1 ij m  داریم 

, ,i j i jG B. بنابراین شیوه ساخت ما از ,

F

i jGازای هر کند که بهها ایجاب می, ,1i n  1}، عنصر, , }F

i ij k 

,که  طوری موجود است به i

F

i i jGG . نتیجه داریم: در 

 
11

1 1, , , , .
n n

F F F

n j n j j jG F G G F G G H          

)روی را ترتیب زیر  )

,

k

i jy گیریم:ها در نظر می   

(2) 

1,1,1 1,2 1

1 1

,,1 ,2

( )( ) ( )(1) (2) (1) (1)

1,1 1,1 1,1 1,2 1,2 1, 1,

( )( ) ( )(1) (2) (1) (1)

,1 ,1 ,1 ,2 ,2 , , .

m

n mn n n

n n

tt t

m m

tt t

n n n n n n m n m

y y y y y y y

y y y y y y y

          

         
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 :گیریمدر نظر می های وارهوجهترتیب زیر را روی  پذیر است،پوسته که برای اثبات این

 آنهاهستند، یکسان ه دارای بعد ک هایی از کنیم. برای وجهمرتب می آنهارا بر حسب بعد های ابتدا وجه

 را بر حسب ترتیب 
1 nv v   کنیم. حال متناظر با هر وجه  میمرتبF بلوک متناظر با ،F  را

 کنیم.میمرتب  (2ابق با ترتیب داده شده در رابطه )مط

پذیر است. فرض کنیم  پوسته ترتیب بالا، مجتمع سادکی دهیم مطابق با نشان می
1 1, , , ,n n

F F

j j j jH H


   دو حالت .

 گیریم:زیر را در نظر می

F حالت اول: F .  دهیم میدر این حالت قرارmin{ : }p p pj j j j
   و 

( ) ( ) ( )

, , , , ,

( ) ( ) ( )

, , , , ,

min{ : },

min{ : }.

c F c F

j j j j j

c F c F

j j j j j

y y G y G

y y G y G

    

    



    



    



   



  

  
 

توجه داریم که با توجه به ساختار 
1 , , n

F

j jH   و
1 , , n

F

j jH  ،  هر دو مجموعه 
,

F

jG


و 
,

F

jG
 

دارای تعداد عناصر یکسان  

)هستند. بنابراین دو عنصر  )

, jy





)و  )

, jy









)علاوه داریم بهو  هستند صورت فوق موجودبهتعریف شده   ) ( )

, ,j jy y
 

 

 



   و

همچنین
1 1

( )

, , , , ,n n

F F

j j j j jy H H








    فرض کنیم . 
1

( ) ( )

, , , ,{ } { }
n

F

j j j jH H y y
 

 

    وضوح  بهصورت . در اینH 

کند که میترتیب ما ایجاب  ۀو شیو استاز وارهوجهیک 
1 , , n

F

j jH H  .  از طرفی داریم
1

( )

, , ,{ }
n

F

j j jH H y








   . 

Fحالت دوم:  F  .  در این حالت عنصر 
iv F Fصورت واضح است که گیریم. در اینرا در نظر می

1 1, , , ,n n

F F

i j j j jv H H


  خت ما از . شیوه سا
1 , , n

F

j jH


  کند که ایجاب می ( )

, , ,
1

{ }
i

j

i

m

i j i j i j
j

G B y





  که در آن

,1 j i jt فرض کنیم . 

 
 

 

1

1

1

( )( )

1, , ,1 , ,

1, , ,
1

{ } { , , }

{ } .

mi

i i n

i

n

i j i j i i m n j

m

i j i j n j
j

H F v G G y y G

F v G B G


  

 


       

 
       

 

 

کند که میجاب است و شیوه ترتیب ما ای از  وارهوجهیک  Hواضح است که 
1 , , r

F

j jH H


 علاوه  داریم . به 

.
1 , , { }

n

F

j j iH H x   

 پذیر است.یک مجتمع سادکی پوسته ایم چه تاکنون ثابت کردهبا توجه به آن

 وارهوجهازای هر  به
1 , , ( )

n

F

j jH 
  داریم: 

1 1, , 1, ,

, ,

, 1, ,1

1

1 1

1

|

| | | | (| | )

| .

| | | | | | |

| | |

n n

i i

i i

i

F F F

j j j n j

i j i j i

x F x F

mn

i j

i j

m m

j j

F G GH

F B B

H

m

B



 





 

 

   

 

 

   



  
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,دهد که فوق نشان می ۀابطر

1 1

dim | | 1
imn

i j

i j

B
 

   که مجتمع سادکی و این محض است اگر و تنها اگر به 

,ازای هر ,1i n   1داشته باشیمim . 

محض   ،[5.1.5 ۀ، قضی3] گاه طبقلی باشد، آنوامک-کوهن راگتوجه کنید که از قضیه  2برای اثبات قسمت 

,ازای هر  است و بنابراین با توجه به مطالب بالا به ,1i n  1 داریمim . ازای هر  عکس، اگر به هب, ,1i n  

1imداشته باشیم   ایم چه ثابت کردهگاه با توجه به آنآن پذیر است و بنابراین یک مجتمع سادکی محض و پوسته

 .[5.1.13، قضیه 3] لی استوامک-کوهن

◾ 

. از شیوه است های سادکی بیان شدهمجتمع 41یاوارههوج با تعبیر ایدآل [6]ایدآل مداری کلاترها در مرجع  تبصره.

,ازای هر  که در آن به 2 ۀقضی شکلشود که کلاترهای به نتیجه می [8.2، قضیه 6]اثبات  ,1i n   داشته باشیم

1im [1، نتیجه 11علاوه در ]شود. بهنتیجه می 2 ۀبدیهی است که این موضوع بلافاصله از قضیلی هستند. وامک-، کوهن  

)داده شده است که برای ایدآل مداری  نمورد بررسی قرار گرفته و نشا 2قضیه شکل کلاترهای به  )I I  از این

)araتساوی  ،کلاترها ) bight( )I I .برقرار است 

دست آمده است. واضح به Gاز یک گراف دلخواه  1اول مثال  گرافی باشد که مطابق با قسمت Gفرض کنید  .2مثال 

دهد که نتیجه می 2 ۀاست که قضی
G پذیر است.یک مجتمع سادکی محض و پوسته 

 ۀدرگزارشوند. های خاصی منجر به نتیجه واحدی میلتدر حا 2و  1های دهد قضیهکه مثال فوق نشان می گونههمان

بر  دقیقاً   2و  1های های معرفی شده در قضیهکلاتر تحت چه شرایطیدهیم نشان میاین موضوع را بررسی کرده و زیر 

  شوند.هم منطبق می

:(هرگاه نگاشت دوسویی  گویند 42را یکریخت و  دو کلاتر کنیم که آوری مییاد (( )f V V   موجود باشد

) مجموعه طوری که به ازای هربه )e V  داشته باشیمe  اگر و تنها اگر( )f e  .نویسیم در این حالت می

 . همچنین دو راس,u v  هرگاه مدار  ندگوی 43را مجاور از یک کلاترe  موجود باشد که,u v e. به 

]، زیرکلاتر القایی های کلاتر از راس Wازای زیرمجموعه  ]W  کنیم:را به صورت زیر تعریف می از 

[ ] { : }.W F F W   

                                                             
41 Facet ideal 
42 Isomorphic 
43 Adjacent 
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باشد. فرض کنید راس  nبا یک کلاتر دلخواه  و  راس nبا  یکنواخت-dیک کلاتر   فرض کنید . ۳ ۀگزار

1

1

, ,

, ,

B B

A A






  یک کلاترd- و  1 ۀتعریف شده در قضی یکنواخت وابسته به
, 1 ,1{ }i j i n j mi

B    
   یک کلاتر وابسته

، nاگر و تنها اگر  صورت در این باشد. 2تعریف شده در قضیه  به    و 

,ازای هر به (1 ,1i n  داشته باشیم ،| | 1iA   و| | 1iB d ؛ 

,ازای هر به (2 ,1i n  1، داشته باشیمim   و
,1 | 1| iB d . 

ازای  به نبنابراییکنواخت هستند. -dنیز کلاترهایی و در نتیجه  صورت . در اینفرض کنید  برهان.

1هر  ni    1و ij m   داریم, | 1| i jB d  .فرض کنید X  وX  و  هایی از راس ۀهم ۀترتیب مجموع به

 بر تعریف  باشند که تنها در یک مدار قرار دارند. بنا
1X B B    1,1و , nn mB BX   بر  . علاوه

این راس 
ix B  متعلق بهX  است اگر و تنها اگر| | 1iA   و| | 1iB d  حال  فرض کنید .Y  وY   به ترتیب

)هایی از راس ۀمجموعه هم )V X  و( )V X  که با راسی از  باشندX  وX   و  در .مجاور باشند 

توان دید سادگی می به
1Y A A    و( )Y V   همچنین راس .

iy A  متعلق بهY  است اگر و تنها اگر

| | 1iA    و| | 1iB d  و   . از یکریختی  شود نتیجه می
1X B B     و

1Y A A  لذا . 

n  ازای هر و به, ,1i n  داریم ،| | 1iA   و| | 1iB d  از طرف دیگر اگر .{ , }1,i n  ای باشد که گونهبه

1im ، نامجاور گاه دو عنصرآن 
,1iu B  و

,2iv B  ازX   با عنصر یکسانی ازY   در  مجاورند در حالی که

ازای هر  دهد بهمجاور نیستند. این موضوع نشان می در  Yعنصر یکسانی از  اب Xهیچ دو عنصر نامجاوری از 

{ , }1,i n    1داریمim  لازم به ذکر است که .[ ]Y   و[ ]Y   . جایی که از آنY   وY    تحت

 واضح است. ۀعکس گزار. شود در تناظر با هم هستند نتیجه می و  یکریختی بین 
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