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Introduction 

The theory of hyperstructure has been introduced as a generalization of 

structure theory. This theory works on sets instead of elements in algebraic 

systems. In recent years, not only the theory of hyperstructures has received 

more attention from mathematicians, but also scientists from other sciences 

such as physics, chemistry, and biology have investigated on it, and many 

articles have been published in this field. In this research, we introduce 

fundamental hypergroups and dependent hypergroups. A connection between 

hypergroup theory, nuclear physics and fundamental particles is investigated. 

We show that interaction process such as Lepton actions in fundamental 

particle physics forms a fundamental hypergroup. 

Material and methods 

In this study, first using the definitions, notions and theorems of hypergroup 

theory we introduce the classes of fundamental and dependent hypergroups. 

Then describe standard model of particle physics and investigate the 

hyperstucture associated from interaction of Lepton actions in fundamental 

particle physics satisfies the associativity condition and forms a fundamental 

hypergroup.   
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Results and discussion 

In this paper, using the concepts of hyperstructure theory, the categories of 

fundamental and dependent hypergroups are introduced and some of their 

properties have been investigated. By introducing the class of fundamental 

hypergroups, we have shown that the hyperstructure which is derived from the 

process of interaction between leptons forms a fundamental hypergroup. This 

connection, in addition to showing the establishment of a new order in the 

execution of processes, also makes it possible to take advantage of the 

interaction process of the elements of this set by using the associativity 

condition in the collection of leptons. Moreover, from the point of view of 

hyperstructure theory, the category of fundamental hypergroups can be further 

studied. 

Conclusion 

The following conclusions were drawn from this research. 

 Introducing a new class of hypergroups which is named the class of 

fundamental hypergroups. 

  Strong connection between hypergroup theory and nuclear physics 

and fundamental particles. 

 

How to cite: Jafarpour, M., Aghabozorgi, H., Arabpour, Z. (2023). On fundamental hypergroups and their applications 

in fundamental particles and nuclear physics. Mathematical Researches, 9 (1), 85-107.  
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های بنیادی را معرفی و خواص آن را مورد های وابسته و ابرگروهگروهدر این تحقیق ابر

و فیزیک ذرات بنیادی و هسته ای ها هگروظریه ابرنارتباط بین دهیم.  سپس تحقیق قرار می

ساختار برهم کنش بین لپتون ها دهیم ابرمینشان  دهیم. در پایان، میرا مورد بررسی قرار 

 .دهدیک ابرگروه بنیادی تشکیل می ،ذرات بنیادی در فیزیک
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 مقدمه. 2
توسط ریاضیدان  ۴۳۹۱باشند که برای برای اولین باردر سال میجبری  تعمیمی از ساختارهای جبری  ساختارهایابر  

گروه تعمیم داد که در آن ترکیب دو عنصر به مارتی مفهوم گروه را به یک ابر .[۲۴] مطرح گردید ۴فرانسوی به نام مارتی

 از آن زمان تا کنون تحقیقات زیادی در این زمینه صورت گرفته است .عناصر استجای یک عنصر زیر مجموعه ناتهی از 

در سال های اخیر نه تنها  .مراجعه کرد  [۲،۹،۵منابع ]توان به می  ساختار هارای آشنایی و تحقیق در زمینه ابرب  که

د توجه دانشمندان علوم دیگر همچون بلکه مور ،نظریه ابر ساختار ها مورد توجه بیشتر ریاضیدانان قرار گرفته است

توان یم  به چاپ رسیده است که از جمله زیادیشیمی و زیست شناسی نیز قرار گرفته و در این زمینه مقالات  ،فیزیک

ی بنیادی هاهدر این تحقیق رده جدیدی از ابرساختارها باعنوان ابرگرو .اشاره کرد [۴۶-۳] [ و۴،۱،۶،۷،۸]به مراجع 

د که هیچ شوای گفته مییک ذره بنیادی به ذره در علم فیزیک، .کنیممیی آن را شناسایی هاهس زیر ابرگرومعرفی و سپ

که  ۴۸۳۷عملاً از سال  دهد.های ساختمانی جهان اطراف ما را تشکیل میلذا این ذره یکی از بلوک ساختار داخلی ندارد.

مسون کشف شد، فیزیک ذرات بنیادی پدید آمد و از آن پس ذرات الکترون به عنوان بنیادی ترین عنصر جهان توسط تا

به منظور ایجاد نظم در مجموعه بزرگ از ذرات و ارائه الگوی مناسب برای توجیه ساز  بنیادی به تدریج معرفی گردیدند.

در  [.۴۹] شودده میها مدل استاندارد نامیترین آنهای متفاوتی ارائه گردیده است که مهممدل و کار برهم کنش ذرات،

نسل اول شامل الکتـرون، پـوزیترون، نوترینـوی  شود.مدل استاندارد شش لپتون و شش پاد لپتون در سه نسل ظاهر می

الکترون و پادنوترینوی الکترون، نسل دوم شامل میون، پادمیون، نوترینوی میون و پادنوترینوی میون و نسل سوم شـامل 

عنصر به  ۴۲ها شامل بنابراین مجموعه لپتون .باشـدنـوی تـائون و پـاد نوترینـوی تـائون مـیتـائون، پاد تائون، نوتری

 .  استصورت زیر 

{., µ
+

, ԏ
+
,  𝑒−,µ

−
, ,ԏ

−
, 𝑣𝑒 , 𝑣µ, 𝑣ԏ,𝑣𝑒̅ , 𝑣µ̅̅ ̅ , 𝑣ԏ̅̅ ̅    𝑒+}H= 

ــان  ی بنیادیهاهگروابردر ادامه ارتباط بین  ــی قرار داده و نش ــته ای را مورد بررس و فیزیک ذرات بنیادی و فیزیک هس

برگرفته از فرآیند برهم کنش بین لپتون ها با در نظرگرفتن پایســتگی اعداد لپتونی که برای اولین  ابرســاختاردهیم می

  .دهد گروه بنیادی میتشکیل یک ابر [ معرفی گردیده است،۴]بار توسط موسوی نژاد و همکاران در

انتخاب [ ۲]کنیم از مرجع میپردازیم. تعاریف و قضایایی  که بیان درزیر ابتدا به ذکر مفاهیمی از نظریه ابر ساختارها می

است.  𝐻های ناتهی خانواده همه زیرمجموعه 𝑃∗(𝐻)بگیرید  در نظر. یک مجموعه ناتهی است 𝐻فرض کنید اند.  شده

∶ ∗تابع    𝐻 × 𝐻 → 𝑃∗(𝐻) صار یک ابر عمل روی  را یک  ابرعمل دوتایی را یک  (∗,𝐻)و زوج مرتب  𝐻یا به اخت

𝐴گاه مجموعه باشند، آن 𝐻های ناتهی زیرمجموعه 𝐵و  𝐴نامیم. اگر وار میابرگروه ∗ 𝐵   شود: میبصورت زیر تعریف 

                                                  𝐴 ∗ 𝐵:= ⋃𝑎∈𝐴,𝑏∈𝐵 𝑎 ∗ 𝑏.   

که میهمچنین قرارداد  𝑥کنیم  ∗ 𝐴:= {𝑥} ∗ 𝐴  و𝐴 ∗ 𝑥:= 𝐴 ∗ {𝑥} .  ها ـــاختار  یه ابر س به طورکلی در نظر

ضوی  شان  𝑥را با  { 𝑥 }مجموعه تک ع ه وار نیز گروابرتوان گفت هر گروه واریک میدهند با پذیرفتن این قرارداد مین

 باشد.می

,𝑥پذیر گوییم، هرگاه برای هر را شرکت ∗رعمل با در نظر گرفتن مفاهیم بالا اب  𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻شرط زیر برقرار باشد ،، 

(𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 = 𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧). 
 

                                                           

1 Marty 
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ــبه 𝐻وار نامیم. ابرگروهمیابرگروه را یک  نیم (∗,𝐻)گاه زوج پذیر باشــد، آنشــرکت ∗اگر ابرعمل  ابرگروه گوییم، را ش

𝑎هر  هرگاه در خاصــیت اصــل  تکصیر صــدی کند یعنی  برای ∈ 𝐻 𝑎 ∗ 𝐻 = 𝐻 ∗ 𝑎 = 𝐻،گروهی که یک ابر. نیم

شد یک ابرشبه ابر ضو یک ابرگروه (∗,𝐻)فرض کنید  .شودمیگروه نامیده گروه نیز با شد. ع 𝑒وار با ∈ 𝐻  را  همانی

ست می 𝑦   𝑦 ،نامیم، هرگاه برای هررا ∈ 𝑦 ∗ 𝑒شابه تعریف می ضو . )همانی چپ نیز به طریق م 𝑒شود(. ع ∈ 𝐻   را

𝑒مانی گوییم، هرگاه هم همانی راست و هم همانی چپ باشد. به عبارت دیگر ه ∈ 𝐻  همانی است اگر و تنها اگر برای

𝑦هر  ∈ 𝐻 ، 

  𝑦 ∈ 𝑦 ∗ 𝑒 ∩ 𝑒 ∗ 𝑦. 

𝑒عضو  ∈ 𝐻  نامیم هرگاه درشرط زیر صدی کند،میرا یک اسکالر همانی 
∀𝑥 ∈ 𝐻,    𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥. 

 نامیم هرگاه :میلر را یک اسکا  𝐻از  𝑥به طورکلی عنصر 

∀𝑦 ∈ 𝐻, card(𝑥 ∗ 𝑦) = card(𝑦 ∗ 𝑥) = ۴ 

 نامیم، هرگاه در شرط زیر صدی کند: جایی میهرا  جاب (∗,𝐻)وار ابرگروه

 ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻,    𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥. 

ضو  (∗,𝐻)فرض کنید ابرگروه  ست. ع ضو همانی ا ′𝑎دارای حداقل یک ع ∈ 𝐻  صر 𝑎را معکوس عن ∈ 𝐻 نامیم، می

𝑒و همانی هرگاه عض ∈ 𝐻  موجود باشد بطوری که 

𝑒 ∈ 𝑎 ∗ 𝑎′ ∩ 𝑎′ ∗ 𝑎. 

 ی بنیادی و برخی خواص آنهاهاهابرگرو. 1

:𝑓یی مجزا و ناتهی باشند. همچنین فرض کنید هاهمجموع Bو   Aفرض کنید  𝐴 → 𝐵 ری یک به یک باشد. ظتنا

H . اگرکنیممیتعریف امیم را به صورت زیر نمی fمل وابسته به عکه آن را ابر  𝑜𝑓عمل  ابر = A ∪ B  :آنگاه 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 ∶  𝑦𝑜𝑓𝑥 = 𝑥𝑜𝑓𝑦 = {
𝐻                           𝑦 = 𝑓(𝑥)
{𝑥, 𝑦}                    𝑦 ≠ 𝑓(𝑥)

 

,𝐻)زوج  .2ۀگزار 𝑜𝑓) است.ه گروابر 

,𝑥فرض کنید  .اثبات 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻.  اگر𝑦 = 𝑓(𝑥)  یا𝑦 = 𝑓(𝑧) آنگاه 

.(𝑥𝑜𝑓𝑦)𝑜𝑓𝑧 = 𝐻𝑜𝑓𝑧 = 𝐻 

 از طرف دیگر 

.𝑥𝑜𝑓(𝑦𝑜𝑓𝑧) = 𝑥𝑜𝑓𝐻 = 𝐻 

𝑜𝑓𝑧(𝑥𝑜𝑓𝑦)بنابراین در این حالت  = 𝑥𝑜𝑓(𝑦𝑜𝑓𝑧). 

𝑦حال فرض کنید  ≠ 𝑓(𝑥)  و𝑦 ≠ 𝑓(𝑧) :در این صورت داریم 

(𝑥𝑜𝑓𝑦)𝑜𝑓𝑧 = {𝑥, 𝑦}𝑜𝑓𝑧 = 𝑥𝑜𝑓𝑦 ∪ 𝑥𝑜𝑓𝑧.                   

𝑧 اگر = 𝑓(𝑥) 

(𝑥𝑜𝑓𝑦)𝑜𝑓𝑧 = 𝑥𝑜𝑓(𝑦𝑜𝑓𝑧) = 𝐻. 
 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-1
2-

09
 ]

 

                             5 / 23

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3176-en.html


 
 2041اول، ، شماره نهم دوره ،های ریاضیپژوهش 

 

 

90 

𝑧  فرض کنیم ت شرکت پذیر برقرار است. خاصیلذا   ≠ 𝑓(𝑥)  بنابراین𝑥𝑜𝑓𝑦 = {𝑥, 𝑦} ،𝑥𝑜𝑓𝑧 = {𝑥, 𝑧}  و

𝑦𝑜𝑓𝑧 = {𝑦, 𝑧} لذا 

(𝑥𝑜𝑓𝑦)𝑜𝑓𝑧 = 𝑥𝑜𝑓𝑧 ∪ 𝑦𝑜𝑓𝑧 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}. 

  همچنین 

𝑥𝑜𝑓(𝑦𝑜𝑓𝑧) = 𝑥𝑜𝑓𝑦 ∪ 𝑦𝑜𝑓𝑧 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}. 

 پس داریم

(𝑥𝑜𝑓𝑦)𝑜𝑓𝑧 = 𝑥𝑜𝑓(𝑦𝑜𝑓𝑧). 

𝐻𝑜𝑓𝑥داریم  𝐻از  𝑥علاوه بر این برای هر  = 𝑥𝑜𝑓𝐻 = 𝐻 

 fه وابسته به گروابره است که آن را را گروابر( یک  H , 𝑜𝑓کند و لذا )یمخاصیت اصل تکصیر نیز صدی در oپس عمل 

 نامیم.می

𝐴. فرض کنید مثال = {۴,۲}, 𝐵 = :𝑓همچنین فرض کنید  .{۹,۱} 𝐴 → 𝐵  تناظر دوسویی باشد که𝑓(۴) = ۹, 

𝑓(۲) =  . در این صورت ابرگروه وابسته بصورت زیر است.۱

۱ ۹ ۲ ۴ 𝑜𝑓 

۱,۴ ۱,۹,۲,۴ ۲,۴ ۴ ۴ 

۱,۹,۲,۴ ۹,۲ ۲ ۲,۴ ۲ 

۱,۹ ۹ ۹,۲ ۱,۹,۲,۴ ۹ 

۱ ۱,۹ ۱,۹,۲,۴ ۱,۴ ۱ 

 

𝐹فرض کنید  .1تعریف = {𝑋, 𝑋+, 𝑋−, 𝑉𝑋, 𝑉̅𝑋} مجزا و  دو به دو یهاهوعمخانواده از از مج𝜑+: 𝑋 → 𝑋+، 

𝜑−: 𝑋 → 𝑋−  و𝜗: 𝑋+ → 𝑉𝑋  و𝜗̅: 𝑋− → 𝑉̅𝑋، ظرهای یک به یکی بین اعضای تناF  پنج باشند. در این صورت

,+X,φ)تایی  𝜗, φ−, 𝜗̅ )  را یک رنجیر بنیادی روی𝐹  با دامنه𝑋 دهیم:میعلاوه بر این قرار  نامیم.می 

𝐻+ = 𝐷𝑜𝑚𝜗 ∪ 𝐼𝑚𝜗,        𝐻− = 𝐷𝑜𝑚𝜗̅ ∪ 𝐼𝑚𝜗̅  

,𝑠برای هر 𝑡 ∈ 𝑋  گیریم:مینمادگذاری زیر را در نظر 

𝐿[𝜑+(𝑠), 𝜑−(𝑡)] = 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑠)] = {𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑡))}. 

 و

𝐿[𝜗(𝜑+(𝑠)), 𝜗̅(𝜑−(𝑡))] = 𝐿[(𝜗̅(𝜑−(𝑡)), 𝜗(𝜑+(𝑠)] = {𝜑−(𝑠), 𝜑+(𝑡)}. 

 و همچنین

𝐿[𝜑+(𝑠), 𝜗̅(𝜑−(𝑡))] = 𝐿[𝜗̅(𝜑−(𝑡)), 𝜑+(𝑠)] = {𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜑+(𝑡)} 

 و

𝐿[𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑡))] = 𝐿[(𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜑−(𝑠)] = {𝜗(𝜑+(𝑠)), 𝜑−(𝑡)}. 
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,+𝑋,𝜑)مجزا و  دو به دوی هاهخانواده ای از مجموع Fفرض کنید  .۳تعریف 𝜗, 𝜑−, ϑ̅  )  یک زنجیر بنیادی رویF 

𝐻باشد. همچنین فرض کنید  Xبا دامنه  = 𝐻+ ∪ 𝐻−. 

 کنیم.میرا به صورت زیر تعریف   Hروی  oنامیم. ابر عمل بنیادی میرا دامنه بنیادی   Hاز حالا به بعد 

∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻2: 𝑥𝑜𝑦 = 𝑦𝑜𝑥 =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
𝑥 ⊝ 𝑦                                   𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻− 

𝑥 ⊕ 𝑦                                   𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻+ 

𝐻     {
   𝑥 = 𝜑+(𝑡),           𝑦 = 𝜑−(𝑡)

𝑥 = 𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝑦 = 𝜗̅(𝜑−(𝑡))

{𝑥, 𝑦}      { 
𝑥 = 𝜑−(𝑡), 𝑦 = 𝜗(𝜑+(𝑡))

𝑥 = 𝜑+(𝑡), 𝑦 = 𝜗̅(𝜑−(𝑡))

𝐿[𝑥, 𝑦] ∪ {𝑥, 𝑦}                 در سایر  حالت ها

 

باشند.می  𝜗 ابر عمل وابسته به   ⊕ و   𝜗̅ ابر عمل وابسته به    که در آن ⊝

 .استپذیر شرکت 𝐻روی  o عملابر . 0ۀ گزار

,𝑥فرض کنید  .اثبات 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻 در این صورت: 

,𝑥الف( اگر 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻−   یا𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻+ ( آنگاه با توجه به اینکه𝐻−,⊝ و )(𝐻+,⊕ )داریم: نده هستگروابر 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝑥 ⊝ 𝑦)⊝ 𝑧 = 𝑥 ⊝ (𝑦 ⊝ 𝑧) = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

 یا

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝑥 ⊕ 𝑦)⊕ 𝑧 = 𝑥 ⊕ (𝑦 ⊕ 𝑧) = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

 

 بنابراین در این حالت خاصیت شرکت پذیر برقرار است.

,𝑥}اگر ب(  𝑦, 𝑧} ∩ 𝐻− ≠ 𝜙  و{𝑥, 𝑦, 𝑧} ∩ 𝐻+ ≠ 𝜙   کنیم میبدون کم شدن از کلیت فرض آنگاه𝑦 ∈ 𝐻− ،x  و

𝑧 ∈ 𝐻+ افتند.می. در این صورت حالت های زیر اتفای 

,𝑥( ۴ب 𝑦 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝜗̅  و𝑧 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝜗 

,𝑥( ۲ب 𝑦 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝜗̅  و𝑧 ∈ 𝐼𝑚𝜗 

𝑦( ۹ب ∈ 𝐼𝑚𝜗̅، 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝜗̅  و𝑧 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝜗 

𝑦( ۱ب ∈ 𝐼𝑚𝜗̅، 𝑥 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝜗̅  و𝑧 ∈ I𝑚𝜗 

,𝑥( ۵ب 𝑦 ∈ 𝐼𝑚𝜗̅  و𝑧 ∈ 𝐷𝑜𝑚𝜗 

,𝑥( ۶ب 𝑦 ∈ 𝐼𝑚𝜗̅  و𝑧 ∈ 𝐼𝑚𝜗 

 دهیم.میبرقراری خاصیت شرکت پذیری را مورد بررسی قرار ، حالات این در هر یک از 
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𝑥( فرض کنید ۴بدر حالت  = 𝜑−(𝑡)، 𝑦 = 𝜑−(𝑠)  و𝑧 = 𝜑+(𝑢)  که در آن𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ 𝑋.  در این صورت 

𝑢( اگر۴-۴ب ∈ {𝑠, 𝑡} گاهآن 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = {𝑥, 𝑦}𝑜𝑧 = 𝑥𝑜𝑧 ∪ 𝑦𝑜𝑧 = 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑢) ∪ 𝜑−(𝑠)𝑜𝜑+(𝑢) = 𝐻. 

uاز طرف دیگر اگر  = s  آنگاه 

𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜑−(𝑠)𝑜𝜑+(𝑠)) = 𝜑−(𝑡)𝑜𝐻 = 𝐻. 

𝑢اما اگر  = 𝑡  آنگاه 

𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) ⊇ 𝑥𝑜{𝑦, 𝑧} = 𝑥𝑜𝑦 ∪ 𝑥𝑜𝑧 

= 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑−(𝑠) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑢) 

⊇ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑡) = 𝐻. 

 بنابراین 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

  (۲-۴ب

𝑢اگر  ∉ {𝑠, 𝑡}  آنگاه 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜑−(𝑠))𝑜𝜑+(𝑢) = {𝜑−(𝑡), 𝜑−(𝑠)}𝑜𝜑+(𝑢)       
= 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑢) ∪ 𝜑−(𝑠)𝑜𝜑+(𝑢) 

                           = 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑢)] ∪ {𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑢)} ∪ 𝐿[𝜑−(𝑠), 𝜑+(𝑢)]
∪ {𝜑−(𝑠), 𝜑+(𝑢)}
= {𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜗̅(𝜑−(𝑢)), 𝜗(𝜑+(𝑠)), 𝜑−(𝑡), 𝜑−(𝑠), 𝜑+(𝑢) }. 

 از طرف دیگر 

          𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜑−(𝑠)𝑜𝜑+(𝑢))

= 𝜑−(𝑡)𝑜(𝐿[𝜑−(𝑠), 𝜑+(𝑢)] ∪ {𝜑−(𝑠), 𝜑+(𝑢)})

= 𝜑−(𝑡)𝑜{𝜗(𝜑+(𝑠)), 𝜗̅(𝜑−(𝑢)), 𝜑−(𝑠), 𝜑+(𝑢) } 

                          = 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑢)) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑−(𝑠)

∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑢)

= 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑−(𝑠))] ∪ 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑢))] ∪ 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑢)]

∪ {𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑠)), 𝜗̅(𝜑−(𝑢)), 𝜑+(𝑢)}

= {𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜗̅(𝜑−(𝑢)), 𝜗(𝜑+(𝑠)), 𝜑−(𝑡), 𝜑−(𝑠), 𝜑+(𝑢) }. 

𝑜𝑧(𝑥𝑜𝑦) داریم در این حالت نیزلذا  = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

𝑥( فرض کنید ۲ببرای اثبات حالت  = 𝜑−(𝑡)، 𝑦 = 𝜑−(𝑠)  و𝑧 = 𝜗(𝜑+(𝑢))  که در آن𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ 𝑋. 

𝑢( فرض کنیم ۴-۲ب ∈ {𝑠, 𝑡}.  
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𝑢( اگر ۴-۴-۲ب = 𝑠 = 𝑡 گاه آن 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)) = 𝜑−(𝑠)𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)) = {𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑠))}. 

 از طرف دیگر 

          𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜((𝜑−(𝑠)𝑜𝜑+(𝑢)) = 𝜑−(𝑠)𝑜(𝜑−(𝑠)𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)))
= 𝜑−(𝑠)𝑜𝜑−(𝑠) ∪ 𝜑−(𝑠)𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)) = {𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑠)) }. 

 لذا

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

u( اگر ۲-۴-۲ب = s  و𝑢 ≠ 𝑡 آنگاه  

          (𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)) = {𝜑−(𝑡), 𝜑−(𝑠)}𝑜𝜗(𝜑+(𝑢))

= {𝜑−(𝑡), 𝜑−(𝑠)}𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)) = 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)) ∪ 𝜑−(𝑠)𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)) 

                           = 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑠))] ∪ {𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑠))} ∪ 𝐿[𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑠))]

∪ {𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑠))} = {𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜑−(𝑠), 𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑠))}

= {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜗(𝜑+(𝑡))}. 

 از طرف دیگر 

 

          𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜑−(𝑠)𝑜𝜗(𝜑+(𝑢))) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜑−(𝑠)𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)))

= 𝜑−(𝑡)𝑜(𝐿[𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑠)] ∪ {𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑢))})

= 𝜑−(𝑡)𝑜{𝜗(𝜑+(𝑠)), 𝜑−(𝑠)} = 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜑−(𝑠))

= 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑠))] ∪ {𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑠)), 𝜑−(𝑠)}

= {𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜑−(𝑠), 𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑠))} = {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜗(𝜑+(𝑡))}. 

 

 بنابراین داریم

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

𝑢( اگر ۹-۴-۲ب = 𝑡  و𝑢 ≠ 𝑠 گاهآن 

 

          (𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)) = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑡))

= {𝜑−(𝑡), 𝜑−(𝑠)}𝑜𝜗(𝜑+(𝑡)) = 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗(𝜑+(𝑡)) ∪ 𝜑−(𝑠)𝑜𝜗(𝜑+(𝑡))

= {𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑡))} ∪ 𝐿[𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑡))] ∪ {𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑡))}

= {𝜗(𝜑+(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜑−(𝑡), 𝜑−(𝑠)} = {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜗(𝜑+(𝑠))}. 
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 از طرف دیگر

          𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜑−(𝑠)𝑜𝜗(𝜑+(𝑢))) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜑−(𝑠)𝑜𝜗(𝜑+(𝑡)))

= 𝜑−(𝑡)𝑜(𝐿[𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑡)] ∪ {𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑡))})

= 𝜑−(𝑡)𝑜{𝜗(𝜑+(𝑠)), 𝜑−(𝑡), 𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑡))}

= 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑−(𝑡)𝑜 ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑−(𝑠)

∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗(𝜑+(𝑡))

= 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑠))] ∪ 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑡))]

∪ {𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑡)} = {𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜑−(𝑠), 𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑠))}

= {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜗(𝜑+(𝑠))}. 

 لذا 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

𝑥کنید ( فرض ۹ب برای اثبات برقراری خاصیت شرکت پذیری در حالت = 𝜑−(𝑡)، 

 𝑦 = 𝜗̅(𝜑−(𝑠))  و𝑧 = 𝜑+(𝑢) ر آن که د𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ 𝑋. 

𝑢کنیم می( نخست فرض ۴-۹ب ∈ {𝑠, 𝑡} :در این صورت 

𝑢( اگر ۴-۴-۹ب = 𝑡 آنگاه 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜑+(𝑢) = 

(𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠)) 𝑜𝜑+(𝑡) 

⊇ 𝜑−(𝑡)𝑜 𝜑+(𝑡) = 𝐻. 

 از طرف دیگر

𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜 (𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜑+(𝑢)) = 𝜑−(𝑡)𝑜 (𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜑+(𝑡)) ⊇ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑡) = 𝐻. 

 بنابراین 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

 

𝑢( اگر ۲-۴-۹ب ≠ 𝑡  و𝑢 = 𝑠 گاهآن 

 

          (𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠))) 𝑜𝜑+(𝑢) = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠))) 𝑜𝜑+(𝑠)

= {𝜑−(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))}𝑜𝜑+(𝑠) 

                           = 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑠)] ∪ 𝐿[𝜑+(𝑠), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))] ∪ {𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑠), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))}

= {𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜑+(𝑠), 𝜑+(𝑡)} = {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜗(𝜑+(𝑡))}. 
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 از طرف دیگر داریم:

          𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜 (𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜑+(𝑢)) = 𝜑−(𝑡)𝑜 (𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜑+(𝑠))

= 𝜑−(𝑡)𝑜(𝐿[𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜑+(𝑠)] ∪ {𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜑+(𝑠)}

= 𝜑−(𝑡)𝑜{𝜑+(𝑠), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))} = 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑠) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠))

= 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑡)] ∪ 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))] ∪ {𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))}

= {𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜑+(𝑠), 𝜑+(𝑡)} = {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜗(𝜑+(𝑡))}. 

 بنابراین 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

𝑢( حال فرض کنیم ۲-۹ب ∉ {𝑠, 𝑡}. 

𝑥بنابراین  = 𝜑−(𝑡)، 𝑦 = 𝜗̅(𝜑−(𝑠))  و𝑧 = 𝜑+(𝑢)  که در آن𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ 𝑋. 

𝑠( اگر ۴-۲-۹ب = 𝑡 آنگاه 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠)))𝑜𝜑+(𝑢) = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑡)))𝑜𝜑+(𝑢) = 𝐻−𝑜𝜑+(𝑢)
⊇ 𝜑−(𝑢)𝑜𝜑+(𝑢) = 𝐻. 

 از طرف دیگر 

          𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜 (𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜑+(𝑢)) = 𝜑+(𝑡)𝑜 (𝜗̅(𝜑−(𝑡))𝑜𝜑+(𝑢))

= 𝜑−(𝑡)𝑜(𝐿[𝜗̅(𝜑−(𝑡)), 𝜑+(𝑢)] ∪ {𝜑+(𝑢), 𝜗̅(𝜑−(𝑡))}

= 𝜑−(𝑡)𝑜{𝜑+(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑢)), 𝜑+(𝑢), 𝜗̅(𝜑−(𝑡))} = 𝐻. 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

𝑠اگر ( ۲-۲-۹ب ≠ 𝑡 آنگاه 

          (𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠)))𝑜𝜑+(𝑢) = {𝜑−(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))}𝑜𝜑+(𝑢)
= 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑢) ∪ 𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜑+(𝑢)

= 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑢)] ∪ 𝐿[𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜑+(𝑢)] ∪ {𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑢), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))}

= {𝜗(𝜑+(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑢)), 𝜑+(𝑠), 𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜑+(𝑢), 𝜑−(𝑡)}

= {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜗̅(𝜑−(𝑢)), 𝜑+(𝑠) } 

 از طرف دیگر 

          𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜 (𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜑+(𝑢))

= 𝜑−(𝑡)𝑜(𝐿[𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜑+(𝑢)] ∪ {𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜑+(𝑢)}

= 𝜑−(𝑡)𝑜{𝜑+(𝑠), 𝜗̅(𝜑−(𝑢)), 𝜗(̅̅ ̅𝜑−(𝑠)), 𝜑+(𝑢)}

= 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑠) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠)) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠)))

∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑢)
= 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑡)] ∪ 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑢)]

∪ {𝜑−(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑢)), 𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜑+(𝑢), 𝜑+(𝑠)}

= {𝜗(𝜑+(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜗̅(𝜑−(𝑢)), 𝜑−(𝑠), 𝜑+(𝑢), 𝜑+(𝑠)}

= {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜗̅(𝜑−(𝑢)), 𝜑+(𝑠) }. 
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 بنابراین

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

𝑥فرض کنید  (۱ب برای اثبات خاصیت شرکت پذیر در حالت = 𝜑−(𝑡)، 

 𝑦 = 𝜗̅(𝜑−(𝑠))  و𝑧 = 𝜗(𝜑+(𝑢))  که در آن𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ 𝑋. 

𝑢کنیم میفرض ( ۴-۱ب ∈ {𝑠, 𝑡} :در این صورت 

𝑢( اگر ۴-۴-۱ب = 𝑡 = 𝑠 آنگاه 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)) 

              = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑡)))𝑜𝜗(𝜑+(𝑡)) 

                                      = 𝐻−𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)) ⊇ 𝜗̅(𝜑−(𝑡))𝑜𝜗(𝜑+(𝑡)) = 𝐻. 

 از طرف دیگر

𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜 (𝜗̅(𝜑−(𝑠)) 𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜗̅(𝜑−(𝑡))𝑜𝜗(𝜑+(𝑡))) = 𝜑−(𝑡)𝑜𝐻 = 𝐻. 

 پس

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

𝑢( اگر ۲-۴-۱ب = 𝑡 ≠ 𝑠 آنگاه 

          (𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢))

= (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑡)) = {𝜑−(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))}𝑜𝜗(𝜑+(𝑡))

= 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗(𝜑+(𝑡)) ∪ 𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑡))

= {𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑡))} ∪ (𝐿[𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑡))] ∪ {𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑡))})

= {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜑+(𝑠)}. 

 از طرف دیگر داریم:

          𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑡))
= 𝜑−(𝑡)𝑜(𝐿[𝜗(̅̅ ̅𝜑−(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑡))] ∪ {𝜗̅(𝜑−(𝑠), 𝜗(𝜑+(𝑡))})

= 𝜑−(𝑡)𝑜{𝜑+(𝑠), 𝜑−(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑡))}

= 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑠)     ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑−(𝑡) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠)) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗(𝜑+(𝑡)

= 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑠)] ∪ 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑡))] ∪ {𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑠), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))}

= {𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑠)} = {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜑+(𝑠)}. 

 

 

 بنابراین 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

𝑢( اگر ۹-۴-۱ب = 𝑠 ≠ 𝑡 گاهآن 
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(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠)))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢) = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠)))𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)

⊇ 𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑠)) = 𝐻. 

 از طرف دیگر داریم:

𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢))) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑠))) = 𝜑−(𝑡)𝑜𝐻
= 𝐻. 

 پس داریم

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

𝑢حال فرض کنیم ( ۲-۱ب ∉ {𝑠, 𝑡}  و𝑥 = 𝜑−(𝑡)، 𝑦 = 𝜗̅(𝜑−(𝑠)) و 

 𝑧 = 𝜗(𝜑+(𝑢))  که در آن𝑠, 𝑡, 𝑢 ∈ 𝑋. 

𝑠( اگر ۴-۲-۱ب = 𝑡 آنگاه 

          (𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠)))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢) = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑡)))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢))

= 𝐻−𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)) ⊇ 𝜗̅(𝜑−(𝑢))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)) = 𝐻. 

 از طرف دیگر:

          𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢))) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜗̅(𝜑−(𝑡))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)))

= 𝜑−(𝑡)𝑜(𝐿[𝜗̅(𝜑−(𝑡)), 𝜗(𝜑+(𝑢))] ∪ {𝜗̅(𝜑−(𝑡)), 𝜗(𝜑+(𝑢))}

= 𝜑−(𝑡)𝑜{𝜑+(𝑡), 𝜑−(𝑢), 𝜗̅(𝜑−(𝑡)), 𝜗(𝜑+(𝑢))} = 𝐻. 

 بنابراین 

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) 

𝑠( اگر ۲-۲-۱ب ≠ 𝑡 گاهآن 

          (𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = (𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠)))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)) = {𝜑−(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))}𝑜𝜗(𝜑+(𝑢))

= 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)) ∪ 𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢))

= 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑢))] ∪ 𝐿[𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑢))]

∪ {𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑢)), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))}

= {𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜑−(𝑢), 𝜑+(𝑠), 𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑢)), 𝜗̅(𝜑−(𝑠))}

= {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜑−(𝑢), 𝜑+(𝑠)} 

 از طرف دیگر داریم:

          𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧) = 𝜑−(𝑡)𝑜(𝜗̅(𝜑−(𝑠))𝑜𝜗(𝜑+(𝑢)))

= 𝜑−(𝑡)𝑜(𝐿[𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑢))] ∪ {𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑠))}

= 𝜑−(𝑡)𝑜{𝜑+(𝑠), 𝜑−(𝑢), 𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑢))}

= 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑+(𝑠) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜑−(𝑢) ∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑠))

∪ 𝜑−(𝑡)𝑜𝜗(𝜑+(𝑢))
= 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜑+(𝑠)] ∪ 𝐿[𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑢))]

∪ {𝜑+(𝑠), 𝜑−(𝑡), 𝜑−(𝑢), 𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜗(𝜑+(𝑢))}

= {𝜗(𝜑+(𝑡), 𝜗̅(𝜑−(𝑠)), 𝜑−(𝑢), 𝜑+(𝑠), 𝜑−(𝑡), 𝜗(𝜑+(𝑢))}

= {𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝜗(𝜑+(𝑡)), 𝜑−(𝑢), 𝜑+(𝑠)} 
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 در این حالت نیز داریم

(𝑥𝑜𝑦)𝑜𝑧 = 𝑥𝑜(𝑦𝑜𝑧). 

 باشد.میی برقرار یر( نیز خاصیت شرکت پذ۶ب ( و۵ب  برای حالت های

,𝐻)  .۵ گزاره 𝑜) یک ابرگروه است. 

𝑥𝑜𝐻خاصیت شرکت پذیری است. همچنین برای هردارای  𝑜قبل ابرعمل  گزارهبه  . بنااثبات = 𝐻𝑜𝑥 = 𝐻  , 𝑥 ∈ 𝐻  

,𝐻) بنابراین  .کندمیدر خاصیت اصل تکصیر نیز صدی  𝑜پس ابر عمل  ،برقرار است 𝑜) ه گروابره است که آن را گروابریک

 نامیم.می 𝐻بنیادی روی 

 :دهیممیقرار  باشد. ( یک زنجیر بنیادی+𝜗̅، 𝜑− ،𝜗، 𝑋,𝜑فرض کنید )

∀𝑥 ∈ 𝑋,    𝑅(𝑥) = {𝜑+(𝑥), 𝜗̅(𝜑−(𝑥))},      𝑆(𝑥) = {𝜑−(𝑥), 𝜗(𝜑+(𝑥))} 

 زیر برقرار است. گزارهدر این صورت 

,𝐻)فرض کنید  .۶ گزاره 𝑜)  ه متناهی برگرفته از زنجیر بنیادی گروابر(𝜗̅ ،𝜑− ،𝜗، 𝑋, 𝜑+ ):باشد. در این صورت 

|𝐻| ( ۱الف(    )پیمانه  ≡ 0. 

𝐾،باشد آنگاه Hه گروابرزیر  Kب( اگر  = 𝐻 اگر و تنها اگر 𝑥 ∈ 𝑋  وجود داشته باشد به طوری که𝑅(𝑥) ∩ 𝐾 ≠ 𝜙   

.و 𝑆(𝑥) ∩ 𝐾 ≠ 𝜙  

.باشد آنگاه  Hه سره گروابرزیر  Kج( اگر  |𝐾| ≤
|𝐻|

۲
 

ابرگروهی از مرتبه زیر  Kد( 
|𝐻|

۲
  یم:داشته باش Xاز  𝑥است اگر و تنها اگر به ازای هر  

[𝑅(𝑥) ⊆ 𝐾, 𝑆(𝑥) ∩ 𝐾 = 𝜙] 

 یا

[𝑅(𝑥) ∩ 𝐾 = 𝜙, 𝑆(𝑥) ⊆ 𝐾]. 

 :الف( بر طبق نمادگذاری های انجام شده داریم  .اثبات

|𝐻| = |𝐻−| + |𝐻+| = ۲|𝜑−(𝑋)| + ۲|𝜑+(𝑋)| = ۲|𝑋| + ۲|𝑋| = ۱|𝑋| 

|𝐻|( ۱)پیمانه  داریم، اینبرناب ≡ 0. 

𝑅(𝑥)وجود دارد به طوریکه  Xی در ا 𝑥، و Hه گروابرزیر  Kب( فرض کنید  ∩ 𝐾 ≠ 𝜙  و𝑆(𝑥) ∩ 𝐾 ≠ 𝜙 بدون ،

,𝜑+(𝑥)}کم شدن از کلیت فرض کنید  𝜗̅(𝜑−(𝑥))} ⊆ 𝐾  یا{𝜑+(𝑥), 𝜑−(𝑥)} ⊆ 𝐾  بنابراین داریم

𝜑+(𝑥)𝑜𝜗(𝜑+(𝑥)) ⊆ 𝐾  یا𝜑+(𝑥)𝑜𝜑−(𝑥) ⊆ 𝐾 اما چون ،𝜑+(𝑥), 𝜑−(𝑥) ∈ 𝜑+(𝑥)𝑜𝜗(𝜑+(𝑥)) 

𝐻پس در هر حالت داریم  = 𝜑+(𝑥)𝑜𝜑−(𝑥) ⊆ 𝐾  لذا𝐻 = 𝐾 .عکس مطلب نیز به وضوح برقرار است 

با مرتبه بزرگتر از  𝐻هی از گروابرزیر  𝐾ج( فرض کنید 
|𝐻|

۲
 :این صورت داریم باشد در 
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|
⋃𝑅(𝑥)
𝑥 ∈ 𝑋

| = |
⋃𝑆(𝑥)
𝑥 ∈ 𝑋

| =
|𝐻|

۲
  

|𝐾|اگر  ≥
|𝐻|

۲
𝑅(𝑥)وجود دارد به طوریکه  Xی در ا xپس   ∩ 𝐾 ≠ 𝜙  و𝑆(𝑥) ∩ 𝐾 ≠ 𝜙،  )بنا به قسمت ب

K=H  شود.مینتیجه 

هی از مرتبه گروابرزیر  Kد( فرض کنید 
|𝐻|

۲
 سره است. Kبنابراین  ،باشد 

𝑥سمت ب( اگر بنا به ق ∈ 𝑋 ،𝑅(𝑥) ⊆ 𝐾  آنگاه𝑆(𝑥) ∩ 𝐾 𝑆(𝑥)و یا اگر  ≠ ⊆ 𝐾  آنگاه𝑅(𝑥) ∩ 𝐾 ≠ 𝜙  حال

𝑆(𝑥)داریم  Xاز  xکافی است ثابت کنیم برای هر  ⊆ 𝐾 برای این مقدار فرض کنید .x  ای درX به طوری ود داردجو 

𝑆(𝑥)که  ⊄ 𝐾  و𝑅(𝑥) ⊄ 𝐾. چون 

𝐻 = |
⋃𝑅(𝑥)
𝑥 ∈ 𝑋

| = |
⋃𝑆(𝑥)
𝑥 ∈ 𝑋

|  

|⋃𝑅(𝑥)| = |⋃𝑆(𝑥)| =
|𝐻|

۲
 پس داریم: 

𝐾 ∩ [∪ 𝑅(𝑥)] = 𝑡 <
|𝐻|

۲
− ۲ 

 و

𝐾 ∩ [∪ 𝑆(𝑥)] = (
|𝐻|

۲
− ۲) − 𝑡 

|𝐾|لذا  ≤ 𝑡 + (
|𝐻|

۲
− ۲) − 𝑡 <

|𝐻|

۲
𝑥که این یک تناقض است. بنابراین برای هر   ∈ 𝑋  داریم𝑆(𝑥) ⊆ 𝐾  یا

𝑅(𝑥) ⊆ 𝐾.   همچنین اگر𝑅(𝑥) ⊆ 𝐾  آنگاه𝑆(𝑥) ∩ 𝐾 = 𝜙 اگر و 𝑆(𝑥) ⊆ 𝐾  آنگاه𝑅(𝑥) ∩ 𝐾 = 𝜙.  بر

 داشته باشیم:  Xاز  𝑥که برای  باشد به طوری Hزیر مجموعه ای از  Kرض کنید ف ،عکس

 

[𝑅(𝑥) ⊆ 𝐾, 𝑆(𝑥) ∩ 𝐾 = 𝜙] 

 یا

[𝑆(𝑥) ⊆ 𝐾, 𝑅(𝑥) ∩ 𝐾 = 𝜙] 

هی از مرتبه گروابرزیر  Kکنیم میثابت 
|𝐻|

۲
 است. 

 دانیم می

𝐻 = |
⋃𝑅(𝑥)
𝑥 ∈ 𝑋

| ∪ |
⋃𝑆(𝑥)
𝑥 ∈ 𝑋

|و   |
⋃𝑅(𝑥)
𝑥 ∈ 𝑋

| = |
⋃𝑆(𝑥)
𝑥 ∈ 𝑋

| =
|𝐻|

2
  

|𝑅(𝑥)|و همچنین  = |𝑆(𝑥)| = 𝐾 بنا به فرض اگر  .۲ ∩ |⋃𝑅
(𝑥)

𝑥 ∈ 𝑋
| = 𝑡 آنگاه 
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𝐾 ∩ |⋃𝑆
(𝑥)

𝑥 ∈ 𝑋
| =

|𝐻|

۲
− 𝑡. 

|𝐾|بنابراین  =
|𝐻|

۲
,𝑏رض کنید بسته است. برای این منظور ف K. حال کافی است نشان دهیم که  𝑎 ∈ 𝐾  

𝑅(𝑎)الف( اگر  ⊆ 𝐾  و𝑅(𝑏) ⊆ 𝐾 :آنگاه داریم 

𝑅(𝑎) = {𝜑+(𝑎), 𝜗̅(𝜑−(𝑎))} ⊆ K 

𝑅(𝑏) = {𝜑+(𝑏), 𝜗̅(𝜑−(𝑏))} ⊆ K 

𝜑+(𝑎)𝑜𝜑+(𝑎) = {𝜑+(𝑎)} 

𝜑+(𝑎)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑎)) = {𝜑+(𝑎), 𝜗̅(𝜑−(𝑎))} = 𝑅(𝑎) ⊆ 𝐾 

𝜑+(𝑏)𝑜𝜗̅(𝜑−(𝑏)) = {𝜑+(𝑏), 𝜗̅(𝜑−(𝑏))} = 𝑅(𝑏) ⊆ 𝐾. 

 لذا

𝑎𝑜𝑏 ⊆ 𝑅(𝑎)𝑜𝑅(𝑏) = {𝜑+(𝑎), 𝜗̅(𝜑−(𝑎))}𝑜{𝜑+(𝑏), 𝜗̅(𝜑−(𝑏))} = 𝑅(𝑎) ∪ 𝑅(𝑏) ⊆ 𝐾 

𝑅(𝑎)ب( اگر  ⊆ 𝐾  و𝑆(𝑏) ⊆ 𝐾 :آنگاه داریم 

𝑅(𝑎) = {𝜑+(𝑎), 𝜗̅(𝜑−(𝑎))},   𝑆(𝑏) = {𝜑−(𝑏), 𝜗̅(𝜑+(𝑏))} 

𝑎چون  ≠ 𝑏 داریم 

𝑎𝑜𝑏 ⊆ 𝑅(𝑎)𝑜𝑆(𝑏) = 𝑅(𝑎) ∪ 𝑆(𝑏) ⊆ 𝐾. 

 

𝑅(𝑏)همچنین در حالت های  ⊆ 𝐾  و𝑆(𝑎) ⊆ 𝐾  و یا𝑆(𝑎) ⊆ 𝐾  و𝑆(𝑏) ⊆ 𝐾  نیز به طور مشابه حکم برقرار

,𝑎} داریم ،Kاز  bو  aبسته است. چون برای هر  oابر عمل  تحت Kاست. بنابراین  𝑏} ⊆ 𝐾  پسK  در خاصیت اصل

 است. Hه گروابرزیر  Kکند و بنابراین میتکصیر نیز صدی 

 

 ایوابسته به فیزیک ذرات بنیادی و هسته بنیادی یهاگروهابر. ۳

های ضعیف الکترومغناطیسی و قوی است که به توصیف برهم کنش یای ریاضریهنظ ،مدل استاندارد فیزیک ذرات

ابتدا مفاهیمی  زیرباشند. در میمدل استاندارد  ایها ذرات پایهها و کوارکلپتون .پردازدها میها و کوارکبین لپتون

کنیم و سپس باشند را بیان می[ می۴]مرجع نتایج مربوط به مدل استاندارد فیزیک ذرات بنیادی که برگرفته شده از 

و  یمورد بررس را و تشکیل یک ابر گروه بنیادی به لحاظ شرکت پذیری روی مجموعه لپتون هاساختار معرفی شده ابر

که شوند بلها آزادانه در طبیعت یافت نمیکوارک ،در نظریه مدل استاندارد کوارکمطابق با مدل  قرار می دهیم. تحقیق

د آزادانه تواننها میها لپتونها وجود دارند. برخلاف کوارکها و مزونهای قابل مشاهده هادرونی همچون باریوندر ترکیب

 ء اتم هستند.اها که یکی از اجزدر طبیعت یافت شوند، آنها یک گروه مهم از ذرات بنیادی هستند. مخصوصاً الکترون
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ها در عدد کوانتومی به نام عدد لپتونی است. در مدل استاندارد به اعضای هر ها و پاد نوترونبین نوتریون تفاوت اصلی

و به 𝑙µ به نسل دوم عدد میونی  𝑙𝑒 شود. به نسل اول عدد الکترونی نی نسبت داده میها عدد لپتونی یکسانسل از لپتون

 .اندبندی شدهدسته  ۴ها در جدولاین اعداد لپتونی به همراه بار لپتون .دهندنسبت می  𝑙ԏ  تائونی نسل سوم عدد

 

 .  دسته بندی لپتون ها براساس بار الکتریکی واعدادلپتونی2جدول
𝑙ԏ 𝑙µ 𝑙𝑒 Q Symbol 

۰ ۰ ۴-/۴+ ۴/+۴-  𝑒−/ 𝑒+ 

۰ ۰ ۴-/۴+ ۰ 𝑣𝑒/𝑣𝑒̅  

۰ ۴-/۴+ ۰ ۴/+۴- µ
−
/µ

+
 

۰ ۴-/۴+ ۰ ۰ 𝑣µ/𝑣µ̅̅ ̅ 

۴-/۴+ ۰ ۰ ۴/+۴- ԏ
−
/ԏ

+
 

۴-/۴+ ۰ ۰ ۰ 𝑣ԏ/𝑣ԏ̅̅ ̅ 

 

ای هکنند و تنها از طریق بر هم کنشهای قوی شرکت نمیکنش برهم باشند لذا درها فاقد عدد کوانتومی میلپتون

های ضعیف وها که بدون بار الکتریکی هستند و تنها در برهم کنشنگذارند به ویژه نوتریالکتروضعیف بر یکدیگر تاثیر می

همواره برقرار  نیز تونیهای الکترو ضعیف علاوه بر پایستگی بار الکتریکی پایستگی عدد لپکنند در برهم کنششرکت می

همواره به صورت زوج از یک نسل در برهم کنش  هاپاد لپتونها و این پایستگی جدید بدین معنی است که لپتون .است

ها به صورت با نشان دادن فرآیند محصولات خروجی برهم کنش موسوی نژاد و همکاران [۴]مرجع در.  کنندشرکت می

خاصیت شرکت پذیری   ساختارنشان دادند که این ابر ۴۱از نرم افزار میپل  ا بهره گرفتنب ،(۲جدول ) ابرساختاری جدول

ختار تشکیل دهیم که این ابرساپس نشان مینویسی و س را باز معرفی شده ابر عمل جدول در زیر ابتدا   .ضعیف دارد

ԏهایدر نوشتن نمادبرای راحتی از این پس  دهد.یک ابرگروه بنیادی می
−
, µ
−
, 𝑒−   به ترتیب ازԏ , µ , 𝑒   استفاده

  خواهیم نمود.
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دهیم که نه تنها ابر ساختار برهم کنش بین لپتون ها با در نظر گرفتن پایستگی اعداد لپتونی دارای میدر ادامه نشان 

 هگروبراباشد و ساختار معرفی شده یک میذیری نیز باشد بلکه دارای خاصیت شرکت پمیخاصیت شرکت پذیری ضعیف 

 .کندمیایجاد  بنیادی
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 فرض کنید. گذارینماد

𝑋 = 𝑋− = {e, µ, ԏ} ،𝐹 = {𝑋, 𝑋+, 𝑋−, 𝑉𝑋, 𝑉̅𝑋}، 𝑋+ = { 𝑒+,µ
+
,ԏ
+
}    

𝑉𝑋 = {𝑣𝑒 , 𝑣µ, 𝑣ԏ}.  و𝑉̅𝑋 = {𝑣𝑒̅ , 𝑣µ̅̅ ̅ , 𝑣ԏ̅̅ ̅} .  

   𝜑−: 𝑋 → 𝑋−، 𝜑−(𝑥) = 𝑥,        𝜑+: 𝑋 → 𝑋+، 𝜑+(𝑥) = 𝑥+ 

𝜗(𝑥+) = 𝑣𝑥، 𝜗:𝑋+ → 𝑉𝑋 

𝜗̅(𝑥−) = 𝑣𝑥̅̅ ̅، 𝜗̅: 𝑋− → 𝑉̅𝑋 

,+𝑋,𝜑پنج تایی ) دهند و لذامیتشکیل  Fتناظرهای یک به یکی بین اعضای  𝜗, 𝜑−, 𝜗̅ نجیر بنیادی روی( یک زF  با  

  .نامیممیکه آن را زنجیر بنیادی لپتو ن ها  است X ۀدامن

 .استصورت زیر ه ب 𝜗̅و  𝜗ی وابسته به هاگروهابرجداول با توجه به نمادهای بالا،  .۷لم

 𝝑.  ابرگروه وابسته به ۳جدول
𝑣ԏ̅̅̅ 𝑣µ̅̅ ̅ 𝑣𝑒̅ ԏ µ 𝑒 

 
⊝ 

e 

𝑣ԏ̅̅̅ 
e  
𝑣µ̅̅ ̅ 

e  
𝑣𝑒̅ µ, 

ԏ  
𝑣µ̅̅ ̅, 𝑣ԏ̅̅̅ 

 

e, ԏ e, µ 𝑒 𝑒 
 

µ 

𝑣ԏ̅̅̅ 
e  
𝑣𝑒̅ µ, 

ԏ  
𝑣µ̅̅ ̅, 𝑣ԏ̅̅̅ 

 

µ, 
𝑣𝑒̅ 

µ, ԏ µ e, µ µ 

e  
𝑣𝑒̅ µ, 

ԏ  
𝑣µ̅̅ ̅, 𝑣ԏ̅̅̅ 

 

𝑣µ̅̅ ̅, 

ԏ 
ԏ, 

𝑣𝑒̅ 
ԏ µ, ԏ e, ԏ ԏ 

𝑣𝑒̅, 

𝑣ԏ̅̅̅ 
𝑣𝑒̅ , 
𝑣µ̅̅ ̅ 

𝑣𝑒̅ ԏ, 

𝑣𝑒̅ 
µ, 
𝑣𝑒̅ 

e  
𝑣𝑒̅ µ, 

ԏ  
𝑣µ̅̅ ̅, 𝑣ԏ̅̅̅ 

 

𝑣𝑒̅ 

𝑣µ̅̅ ̅ 

𝑣ԏ̅̅̅ 
𝑣µ̅̅ ̅ 𝑣𝑒̅ , 

𝑣µ̅̅ ̅ 
𝑣µ̅̅ ̅, 

ԏ 
e  
𝑣𝑒̅ µ, 

ԏ  
𝑣µ̅̅ ̅, 𝑣ԏ̅̅̅ 

 

e  
𝑣µ̅̅ ̅ 

𝑣µ̅̅ ̅ 

𝑣ԏ̅̅̅ 𝑣µ̅̅ ̅ 

𝑣ԏ̅̅̅ 
𝑣𝑒̅, 

𝑣ԏ̅̅̅ 
e  
𝑣𝑒̅ µ, 

ԏ  
𝑣µ̅̅ ̅, 𝑣ԏ̅̅̅ 

 

µ 

𝑣ԏ̅̅̅ 
e 

𝑣ԏ̅̅̅ 
𝑣ԏ̅̅̅ 
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 𝛝̅.  ابرگروه وابسته به 0جدول
𝑣ԏ 

 
𝑣µ 𝑣𝑒 ԏ

+
 µ

+
  𝑒+ ⊕ 

 𝑒+, 𝑣ԏ 

 
 𝑒+, 𝑣µ  𝑒+, µ

+
, 

ԏ
+
, 𝑣𝑒 , 

𝑣µ, 𝑣ԏ 

 

 𝑒+,ԏ
+

  𝑒+, µ
+

  𝑒+  𝑒+ 

µ
+
, 𝑣ԏ 

 

𝑣µ, 

 𝑒+, µ
+

 

𝑣𝑒 

µ
+

 

𝑣𝑒 
µ
+

, 

ԏ
+

 

µ
+

  𝑒+, µ
+

 µ
+

 

 𝑒+, µ
+
, 

ԏ
+
, 𝑣𝑒 , 

𝑣µ, 𝑣ԏ 
 

𝑣µ 

ԏ
+

 

𝑣𝑒 

ԏ
+

 
ԏ
+

 µ
+

, 

ԏ
+

 

 𝑒+,ԏ
+

 ԏ
+

 

𝑣ԏ 

𝑣𝑒 
𝑣𝑒 

𝑣µ 
𝑣𝑒 𝑣𝑒 

ԏ
+

 
µ
+

 

𝑣𝑒 
 𝑒+, µ

+
, 

ԏ
+
, 𝑣𝑒 , 

𝑣µ, 𝑣ԏ 
 

𝑣𝑒 

𝑣µ 

𝑣ԏ 

 

𝑣µ 𝑣𝑒 

𝑣µ 
𝑣µ 

ԏ
+

 

𝑣µ, 

 𝑒+, µ
+

 

𝑣𝑒 

 𝑒+, 𝑣µ 𝑣µ 

𝑣ԏ 

 
𝑣µ 

𝑣ԏ 

 

𝑣ԏ 

𝑣𝑒 
 𝑒+, µ

+
, 

ԏ
+
, 𝑣𝑒 , 

𝑣µ, 𝑣ԏ 

 

µ
+
, 𝑣ԏ 

 

 𝑒+, 𝑣ԏ 

 
𝑣ԏ 

 

 

 ها نبرهم کنش بین لپتو ابر ساختاری همان جدول بنیادی لپتون هاه بر گرفته از زنجیرگروابر دهیم کهمیدرادامه نشان 

 (.۲)جدول .باشدمی

 ه بنیادی است.گروابرها یک هم کنش بین لپتونابر ساختار بر .۸ۀگزار

مکان ترکیب عناصر   ۴۰عضوی است و در ۴۲شود که در دوازده مکان ترکیب اعضا می  مشاهده  ۲در جدول .اثبات

با توجه به  عضوی و درسایر مکانها ترکیب دو عضوی است. ۱مکان تعداد اعضا  ۲۱همچنین در  .عضوی است  ۶مجموعه 

خاصیت جابجایی دارد کافیست مکان های بالای قطر اصلی  آن را مورد بررسی قرار دهیم  ،۴در جدول   ∗مل اینکه ابر ع

 این مکان ها عبارتند از: که 

𝑥 ∈ X, 𝑥 ∗ 𝑥+ = 𝐻 

𝑥 ∈ X, 𝑣𝑥 ∗ 𝑣𝑥̅̅ ̅ = 𝐻 

 گیریم که:مینتیجه ، ( ۹)تعریف  بنیادیبر طبق ضابطه ابرعمل 

𝑥 ∈ X , 𝑥 𝑜 𝑥+ = 𝑣𝑥𝑜 𝑣𝑥̅̅ ̅ = 𝐻 
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 داریم: ۴عضوی در جدول ۶ن برای ترکیب های همچنی

𝑣𝑒  ∗   𝑒
+ = 𝑣ԏ ∗ ԏ

+
=  {𝑒+,µ

+
,ԏ
+
, 𝑣𝑒 , 𝑣µ, 𝑣ԏ} 

𝑒 ∗  𝑣𝑒̅ = µ ∗ 𝑣µ̅̅ ̅ = ԏ ∗  𝑣ԏ̅̅ ̅ = {e, 𝑣𝑒̅ µ, ԏ, 𝑣µ̅̅ ̅, 𝑣ԏ̅̅ ̅} 

 :گیریم کهمینتیجه ،  (۹)تعریف  بنیادیبر طبق ضابطه ابرعمل حال 

𝑣𝑒 𝑜  𝑒
+ = 𝑣ԏ𝑜 ԏ

+
= { 𝑒+,µ

+
,ԏ
+
, 𝑣𝑒 , 𝑣µ, 𝑣ԏ} 

  𝑒 𝑜 𝑣𝑒̅ = µ𝑜 𝑣µ̅̅ ̅ = ԏ𝑜 𝑣ԏ̅̅ ̅ = {e, 𝑣𝑒̅ µ, ԏ, 𝑣µ̅̅ ̅, 𝑣ԏ̅̅ ̅} 

ابر ساختار برهم برقرار است و لذا  oو  ∗عمل  کنیم که در سایر حالات نیز انطبای دو ابرمیبا استفاده از لم قبل مشاهده 

 ه بنیادی است.گروابرکنش بین لپتون ها یک 

𝐾 گاهآن، با حداقل هفت عضو باشد  ها برهم کنش بین لپتون ابرگروه هی ازگروابرزیر  𝐾 اگر .۹ ۀگزار = 𝐻. 

 شود.میحاصل  ۶گزارهدرستی این گزاره از قسمت ج(  اثبات.

 است. ۶ ۀگروه از مرتبزیر ابر ۸ ها دارای دقیقاًوه بنیادی برهم کنش بین لپتونرگر. اب24 ۀگزار

|H|قسمت د( چون ۶ ۀگزار. برطبق اثبات = ۴۲ ، K است اگر و تنها اگر به ازای هر  ۶ ۀزیر ابرگروهی از مرتب𝑥  از 

 X = {e, µ, ԏ}  :داشته باشیم 

[𝑅(𝑥) ⊆ 𝐾, 𝑆(𝑥) ∩ 𝐾 = 𝜙] 

 یا

[𝑅(𝑥) ∩ 𝐾 = 𝜙, 𝑆(𝑥) ⊆ 𝐾]. 

 یکی از موارد زیر باشد:صورت است اگر و تنها اگر به  ۶زیر ابرگروهی از مرتبه  Kبنابراین 

𝐾 = 𝑅(e) ∪ 𝑅(µ) ∪ 𝑅(ԏ),                𝐾 = 𝑅(e) ∪ 𝑅(µ) ∪ 𝑆(ԏ) 

𝐾 = 𝑅(e) ∪ 𝑆(µ) ∪ 𝑅(ԏ),                𝐾 = 𝑅(e) ∪ 𝑆(µ) ∪ 𝑆(ԏ) 

𝐾 = 𝑆(e) ∪ 𝑅(µ) ∪ 𝑅(ԏ),                𝐾 = 𝑆(e) ∪ 𝑆(µ) ∪ 𝑅(ԏ) 

𝐾 = 𝑆(e) ∪ 𝑅(µ) ∪ 𝑆(ԏ),                𝐾 = 𝑆(e) ∪ 𝑆(µ) ∪ 𝑆(ԏ) 

,𝐻)از ابرگروه بنیادی  ۱و مرتبه  ۲الف( زیرابرگروه های مرتبه . 22گزاره  𝑜 )   بفرم𝑥 𝑜 𝑦  هستند که𝑥 𝑜 𝑦  دارای

 .عضو است ۱و  ۲به ترتیب 

,𝑋}است اگروتنها اگر ۹زیر ابرگروه های مرتبه  𝐾ب(   𝑋+, 𝑉̅𝑋 , 𝑉𝑋}  . 𝐾 ∈ 

|𝑥 𝑜 𝑦|اگر  𝐻از 𝑦 و 𝑥الف( بنا به جدول کیلی ابرگروه برهم کنش بین لپتون ها برای هر اثبات.  = آنگاه  ۱ یا ۲

𝑥 𝑜 𝑦  زیر ابرگروهی از𝐻  است. همچنین اگر𝐾 = {𝑥, 𝑦}   باشد آنگاه  ۲زیر ابرگروهی از مرتبه𝑥 𝑜 𝑦 ⊆ 𝐾 چون .

𝑥 ≠ 𝑦  پس|𝑥 𝑜 𝑦| ≠ 𝑥 𝑜 𝑦و لذا  ۴ = 𝐾.  اگر𝐾  چون جداول  ۷باشد آنگاه بنا به لم  ۱ۀزیر ابرگروهی از مرتب

 هستند پس داریم: ۱ ۀفاقد زیر ابرگروه از مرتب  𝜗̅و  𝜗های وابسته به ابرگروه
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∅≠{, µ+, ԏ+, 𝑣𝑒 , 𝑣µ, 𝑣ԏ   𝑒+ }K∩  

 و

∅≠{e, µ, ԏ, 𝑣𝑒̅ , 𝑣µ̅̅ ̅ , 𝑣ԏ̅̅ ̅ }K∩  

 :داریم ۹حال با توجه به ضابطه ابرعمل بنیادی تعریف 

∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾, 𝑥𝑜𝑦 =

{
 
 

 
 
𝑥 ⊝ 𝑦                                   𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻− 

𝑥 ⊕ 𝑦                                   𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻+ 

{𝑥, 𝑦}      { 
𝑥 = 𝜑−(𝑡), 𝑦 = 𝜗(𝜑+(𝑡))

𝑥 = 𝜑+(𝑡), 𝑦 = 𝜗̅(𝜑−(𝑡))

𝐿[𝑥, 𝑦] ∪ {𝑥, 𝑦}                 در سایر حالت ها

 

.داریم،  𝐾از 𝑦 و 𝑥لذا برای هر  |𝑥 𝑜 𝑦| = 𝑥 𝑜 𝑦 در حالتی که  ۱ یا ۲ = 𝐿[𝑥, 𝑦] ∪ {𝑥, 𝑦} داریم وضوحه ب 

|𝑥 𝑜 𝑦| = .و به این ترتیب   ۱ 𝑥 𝑜 𝑦 = 𝐾 

 شود.ثابت می ۹ابرعمل بنیادی تعریف  ۀا توجه به ضابطبب( این قسمت همانند قسمت الف 

 گیری نتیجه. 0
 تهقرار گرفعلوم مختلف های اخیر مورد توجه دانشمندان ظریه ابر ساختارهای جبری یکی از مباحصی است که در دههن

های بنیادی رده ابرگروه ها،با استفاده از مفاهیم ابرساختار در این مقاله .تحقیقات ارزشمندی به چاپ رسیده است و

 یندآفر برگرفته از ابرساختار یم کهاهها نشان دادبا معرفی این رده از ابر ساختار .معرفی و مورد تحقیق قرار گرفته است

 [۴]در توسط موسوی نژاد و همکاران لپتونی که برای اولین بار ها با در نظرگرفتن پایستگی اعدادبرهم کنش بین لپتون

ارتباط علاوه بر آنکه  برقراری یک نظم نوین در انجام این  .دهدتشکیل یک ابرگروه بنیادی می ،ه استدمعرفی گردی

ه مجموع ی درخاصیت شرکت پذیربا استفاده ازبرقراری نیز فراهم می سازد تا   این امکان را ،دهدیندها را نشان میفرآ

ها، رده ازجنبه نظریه ابرساختار. مند شویممجموعه بهرهاین عناصر  برهم کنشفرآیند از  ییهاپیشگوییبتوان   ،هالپتون

 قرار داد. نیز توان مورد مطالعه بیشترهای بنیادی را میابرگروه

 تشکر و قدردانی
کیفیت باعث بهتر شدن  شان داوران محترم این مقاله که نظرات ارزشمند به پاس قدردانی از زحماتنویسندگان 

 و امتنان را دارند.است کمال تشکر این مقاله گردیده 
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