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Introduction 
Roughly speaking, a differentiable manifold is a topological space which 
is locally resembles to n-dimensional Euclidean space with standard 
topology near each point. This resemblance is expressed by defining the 
chart and atlas generating the manifold. In the viewpoint of real analysis, 
manifolds are divided into various types such as ܥ௥ manifolds, for ݎ ൒ 0, 
differentiable ܥஶmanifolds and even analytic ܥఠ manifolds. This 
classification of manifolds is done by the charts on the atlases of the 
manifold, that is, the bijection functions which are defined from a section 
of manifold onto an open set in Թ௡.  
This sort of classification leads to create some other types of manifolds. 
As an example, complex manifolds are those locally resembles to ԧ௡ equip 
with standard topology near each point. In this case, the locally 
resemblance is defined using the charts of the atlas of manifold. Of 
common and important class of these manifolds are Riemann and Klein 
surfaces. The latter surface which consists of the former one, is defined by 
bi-analytic functions. Also, quaternion manifolds and p-adic manifolds 
have been studied. 
In the present paper we pursue a different goal and concentrate on the 
topology of the space instead of interchanging Թ with another set. To this 
end we consider the countable-complement topologies which are of 
importance for two reasons.  
1. A set ܺ together with the countable-complement topology is a 

Lindelof topological space which can be substituted for the condition 
of having countable basis in differentiable manifolds.  

2. Over a set ܺ with the countable-complement topology, every 
convergent sequence has a unique limit which is substitute for the 
condition of being Hausdorff in differentiable manifolds. 

 
Materials and methods 
In section 1 the countable-complement topology is defined. Then, some 
aspects of these spaces is studies. In particular, convergent sequences and 
their limits and power series over these spaces are studied. Further, 
continuity of functions is defined. Finally, the Zariski topology is 
generalized to topology, called the Zariski-countable topology. The 
advantage of this work is that one can change every non-countable filed to 
a topological field using the Zariski-countable topology, a task which is 
impossible using the usual Zariski topology. It is proved that any multi-
variable functions on the Zariski-countable spaces are continuous.  
Section 2 is dedicated to countable-complement manifolds which are 
locally resembles near any point to Թ௡ with the countable-complement 
topology. Moreover, derivation in these manifolds is considered and 
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extended from Թ to any field. The algebraic verities are analytic cases of 
these manifolds 
 
Results and discussion 
We define the countable-complement topology and discuss the convergent 
sequences as well as continuity in these spaces. Then, the countable-
complement manifolds are presented which are locally resembles to Թ௡ 
with countable-complement topology. The derivation is considered in 
these manifolds 
 
Conclusion 
The following are concluded from this article. 
 
1. Inspired by the countable-complement topology, a new type of 

manifolds is made so that the algebraic varieties are the analytic case 
of these manifolds.  

2. Using the definition of derivation for the functions defined over the 
open sets of countable-complement spaces, the notion of derivation 
which is specialized to the functions involved with the real field Թ, 
are extended for any non-countable fields.   
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   هاي كليدي:واژه
  ري، بج مجموعه

  توپولوژي زاريسكي، 
   ميدان توپولوژي

 ده وتعميم داده ش شمارا-تحت عنوان توپولوژي زاريسكي به يك توپولوژي توپولوژي زاريسكي،در اين مقاله، 
 حالت تحليلي ،هاي جبريشود كه واريتهشمارا ايجاد مي-نوع جديدي از منيفلدها به كمك توپولوژي متمم

شمارا، هر ميدان -توان تحت توپولوژي زاريسكيمزيت اين كار در اين است كه مي اين منيفلدها هستند.
  ت.پذير نيسي معمولي امكانناشمارا را به يك ميدان توپولوژي تبديل كرد. اين كار با توپولوژي زاريسك

  
  
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  

  .42 – 31)، 2( 9، هاي رياضيپژوهش. شمارا-متمم منيفلدهاي). 1402( محمدعلي، اسدي؛ و علي، جانفدا سرباز ؛قربان، پور سليمان: استناد
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  مقدمه

پذير، يك فضاي توپولوژي است كه به صورت موضعي، شبيه فضاي به بياني نه چندان دقيق، يك منيفلد ديفرانسيل
 ةبعدي با توپولوژي استاندارد است. شباهت موضعي به فضاي اقليدسي، با تعريف نقشه و اطلس توليدكنند-݊اقليدسي 

ݎبراي  ௥ܥهاي هاي متنوعي مثل منيفلديابد. در سطح آناليز حقيقي، منيفلدها به ردهمنيفلد، دقت و رسميت مي ൒ 0 ،
از روي  بندي از منيفلدهاشوند. اين ردهتقسيم مي ఠܥو حتي منيفلدهاي تحليلي  ஶܥپذير منيفلدهاي ديفرانسيل

 Թ௡اي باز در اي باز از منيفلد به روي مجموعهدوسويي كه از قطعه هاي موجود در اطلس منيفلد، يعني توابعينقشه
  گيرد. صورت مي شوند،تعريف مي

ديگر نيز گرديده است. به عنوان مثال،  انواعبندي منيفلدهاي حقيقي، منجر به پيدايش منيفلدهايي از اين روش رده
باشند. در اين با توپولوژي استاندارد مي ԧ௡شبيه فضاي  يموضعبه طور منيفلدهاي مختلط منيفلدهايي هستند كه 

هاي اطلس منيفلد تعريف ، همانند هندسة معمولي، توسط نقشهԧ௡حالت، يعني در هندسة مختلط، شباهت موضعي به 
رگيرندة كه درب ،هاي كلايني هستند. مورد اخيرهاي ريماني و رويههاي عمده و مهم اين نوع منيفلدها رويهشود. ردهمي
. حتي منيفلدهاي كواترنيوني، منيفلدهاي ]1[شوندتحليلي تعريف مي-هاي دوباشد، توسط نگاشتهاي ريماني نيز ميرويه

و منيفلدهاي  ]2[ هستند ԯ௡بعدي -݊ چهارگانيشبيه به فضاي  يموضعبه طور ، كه ԯجايي روي حلقة تقسيم ناجابه
ℚ௣نقش كه به صورت موضعي شبيه به -݌

௡ 3[ اندهستند نيز مطالعه گرديده[ .  

اي ديگر، خود را روي توپولوژي با مجموعه Թمتفاوتي را دنبال كرده و به جاي تعويض مجموعة  ، هدف كاملاًمقالهدر اين 
  .نمودتر ميجالب به دو دليل زير شمارا-. در اين بين توپولوژي متممايمنمودهفضا متمركز 

تواند جايگزين شرط داشتن پايه شمارا يك فضاي توپولوژي ليندلف است كه مي-با توپولوژي متمم ܺمجموعة  -1
 پذير باشد.شمارا در منيفلدهاي ديفرانسيل

تواند جايگزين شمارا، هر دنبالة همگرا داراي حدي يكتاست كه اين شرط مي-با توپولوژي متمم ܺروي مجموعة  -2
 پذير باشد.ديفرانسيلشرط هاسدورف بودن در منيفلدهاي 

با توپولوژي  Թ௡شبيه به يموضعبه طور شمارا، يعني منيفلدهايي كه -به اين ترتيب، هدف ما مطالعة منيفلدهاي متمم
، به همراه 1باشد. البته شباهت به صورت موضعي، نيازمند تعريف دقيقي است كه در بخش ، ميهستند شمارا-متمم
  شمارا آمده است. -هاي عمده و اساسي توپولوژي متممويژگي

هاي شمارا براي توابع تعريف شده روي مجموعه-ثي مختصر در مورد امكان تعريف مشتق متممپس از بح ،2در بخش 
بوده، به هر ميدان دلخواه ناشمارا تعميم  Թشمارا، مفهوم مشتق پذيري كه مختص توابع درگير با -باز فضاهاي متمم
 داده شده است. 

  كنيم.قبل از شروع، تعاريف زير را يادآوري مي
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است. در اين صورت  ࢀمجهز به توپولوژي  ࡲميداني دلخواه باشد كه مجموعه زمينه  ൅,⋅ሻ,ࡲሺ. فرض كنيم تعريف
ሺࡲ,൅,⋅	; ࡲ:൅شود هرگاه توابع يك ميدان توپولوژي ناميده مي ሻࢀ ൈ ࡲ → :⋅و  ࡲ ࡲ ൈ ࡲ → تحت توپولوژي  ࡲ

ࡲپيوسته باشند. در اين تعريف،  ࢀ ൈ  شود.نظر گرفته ميضربي در مجهز به توپولوژي حاصل ࡲ

  ميداني دلخواه و  ܨفرض كنيم 

௡ܨ ൌ ሼሺܽଵ, … , ܽ௡ሻ ∣ ∀݅: ܽ௜ ∈  ሽ	ܨ

براي باشد. در خودش مي ܨضرب دكارتي مجموعه بار حاصل-݊باشد كه همان  ܨهاي مرتب از اعضاي تايي-݊مجموعه 
݂اي دلخواه چندجمله ∈ ,ଵݔሾܨ … ,  عبارت است از  ݂، مجموعه صفر ௡ሿݔ

ܼሺ݂ሻ ൌ ሼሺܽଵ, … , ܽ௡ሻ ∈ ,݂ሺܽଵ	௡|ܨ … ܽ௡ሻ ൌ 0ሽ. 

,ଵݔሾܨاز  ܶدر حالت كلي، براي زيرمجموعه دلخواه  … ,   عبارت است از ܶ، مجموعه صفر ௡ሿݔ

ܼሺܶሻ ൌ ሼሺܽଵ, … , ܽ௡ሻ ∈ ,݂ሺܽଵ	௡|ܨ … , ܽ௡ሻ ൌ 0	،݂ ∈  ሽبراي	هر	ܶ

ܶشود هرگاه يك مجموعه جبري خوانده مي ௡ܨاز ܻ و زيرمجموعه  ⊆ ,ଵݔሾܨ … , ܻموجود باشد كه  ௡ሿݔ ൌ ܼሺܶሻ. 

] 4هاي جبري، باز يك مجموعه جبري است (به [اجتماع دو مجموعه جبري دلخواه و اشتراك هر خانواده از مجموعه
	تعريف كرد. ௡ܨهاي جبري، يك توپولوژي روي توان به كمك مجموعهمراجعه شود). بنابراين، مي1.1گزاره  	

هاي جبري هاي باز، متمم مجموعهپولوژي كه در آن مجموعهعبارت است از تو ௡ܨتوپولوژي رازيسكي روي تعريف. 
 هستند.

݂اي ويژه، چون طبق قضيه اساسي جبر، هر چندجملهبه ∈ ريشه است، بنابراين توپولوژي  ݊داراي  حداكثر ሿݔሾܨ
ଵܨزاريسكي روي  ൌ   متناهي است.-همان توپولوژي متمم ܨ

  شمارا و تعميم توپولوژي زاريسكي-توپولوژي متمم .1
هايي هستند كه متمم متناهي يا شمارا هاي باز دقيقاً عبارت از مجموعه تهي و مجموعهمجموعهشمارا -در توپولوژي متمم

، ضمن بيان گزاره زير .نشان خواهيم داد ௖ܺ با نماد را شمارا-توپولوژي متممبا  ܺدر اين مقاله، فضاي توپولوژي . دارند
  دهد.هاي همگرا نيز ارائه ميتوصيفي از ساختار دنباله ،شمارا-ممها در يك فضاي متحد دنباله يكتايي
ܕܑܔباشد كه  ࢉࢄ فضاي توپولوژي اي همگرا از اعضايدنباله ሽ࢔ሼ࢞ فرض كنيم .1-1 گزاره

ஶ→࢔
࢔࢞ ൌ در اين صورت،  .࢞

࢔موجود است به طوري كه براي هر  ࡺ عدد صحيح مثبت ൒ ࢔࢞داريم  ࡺ ൌ ࢞.  

قرار مي دهيم  برهان  

ܣ ൌ ܺ െ ሼݔ௡: ௡ݔ ്  ሽݔ
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ܣاگر  ൌ ݊، آنگاه براي هر ∅ ൒ ௡ݔ، 1 ൌ ܣ. بنابراين فرض كنيم ݔ ് ݔ. واضح است كه ∅ ∈ داراي متمم شمارا و  ܣو  ܣ

limباز است. چون بنا به فرض  ܺدر نتيجه در 
௡→ஶ

௡ݔ ൌ ݊موجود است به طوري كه براي هر  ܰ، بنابراين عدد طبيعي ݔ ൒ ܰ ،
௡ݔ ∈ ݊آيد كه براي هر چنين بر مي ܣ. از تعريف ܣ ൒ ௡ݔ ، ܰ ൌ   ∎	آيد.و حكم به دست ميݔ

اي به بعد، جملات ؛ يعني از مرحلهثابت هستند-شمارا، سرانجام-هاي همگرا در توپولوژي متمم، دنباله1-1 گزارهطبق 
  ماند.دنباله سرانجام به نقطه حدي خود رسيده و تا آخر ثابت مي

هاي ناارشميدسي شباهت نزديكي دارد. در يك ميدان ناارشميدسي، اگر اين طرز همگرايي با همگرايي در ميدان. تبصره
lim
௡→ஶ

௡ݔ ൌ ݔ ് |௡ݔ|به بعد،  ايمرحله، آنگاه از 0 ൌ   . |ݔ|

 كنيميادآوري ميبا مشخصة صفر است.  هاي نامتناهي روي يك ميدانضربها و حاصلجمعحاصلقضية زير در مورد 
  هيچ مجموع نامتناهي موجود نيست.كه در يك ميدان با مشخصة ناصفر، 

  شمارا باشد.-با مشخصة صفر و مجهز به توپولوژي متمم ميداني ࡲ. فرض كنيم 2-1قضيه 

∑الف) سري ( ܽ௡ஶ
௡ୀଵ  همگراست اگر و تنها اگر دنبالهሼܽ௡ሽ باشد. در نتيجه  0 ، همگرا بهبه طور معادليا ، 0-سرانجام
∑سري تواني  باشد، 0-سرانجام ሼܽ௡ሽبه شرطي كه دنباله  ܽ௡ݔ௡ஶ

௡ୀଵ  ݔبراي هر ∈   همگراست.  ܨ

∏ ضربحاصلب) ( ܽ௡ஶ
௡ୀଵ  همگراست اگر و تنها اگر دنبالهሼܽ௡ሽ باشد.  1-سرانجام  

∑سري  باشد، آنگاه 0-سرانجام ሼܽ௡ሽاگر دنباله  .الف)( .برهان ܽ௡ஶ
௡ୀଵ يك مجموع متناهي است كه همواره همگرا 

∑. برعكس همگرايي سري باشدمي ܽ௡ஶ
௡ୀଵ  معادل با همگرايي دنباله  

௡ݏ ൌ ෍ܽ௞

௡

௞ୀଵ

 

ேݏموجود است به طوري كه  ܰعدد طبيعي ، 1-1 گزارهاست. طبق  ൌ ேାଵݏ ൌ ேାଶݏ ൌ   و يا ⋯

෍ܽ௞

ே

௞ୀଵ

ൌ ෍ܽ௞

ே

௞ୀଵ

൅ ܽேାଵ ൌ ෍ ܽ௞

ேାଵ

௞ୀଵ

൅ ܽேାଶ ൌ ⋯ 

  ∎	گردد.قسمت (ب) مشابه قسمت (الف) ثابت مي است. 0-سرانجام ሼܽ௡ሽكه حاكي از اين است كه دنباله 

، 2-1قضيه از  نمايش خواهيم داد. ௖ܨ با نماد ،مجهز شده باشد شمارا-توپولوژي متمم كه به را با مشخصة صفر ܨ ميدان
شوند. اين امر در ادامه، موضوع بحث ها محدود ميايهاي تواني به چندجملهسري ،௖ܨ فضاي در آيد كهچنين بر مي

-روي يك فضاي متممگزارة زير در مورد پيوستگي توابع تعريف شده  شماراي تحليلي خواهد بود.-منيفلدهاي متمم
  خواهيم گرفت.با مشخصة صفر  ميدانيرا   ܨدر ادامه،  باشد.شمارا مي

:ࢌتابع  باشد. ࢉࡲ فضاي دلخواه از فضاييزير ࢄ . فرض كنيم3-1 گزاره ࢄ → براي هر  و تنها اگر پيوسته است اگر ࢉࡲ
࢟ ∈   ، هر تابع يك به يك، پيوسته است.به ويژه .شمارا باشد ૚ሺሼ࢟ሽሻିࢌ، مجموعه ࢉࡲ
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بسته  ܺبسته است، پس تصوير وارون  آن نيز بايد در  ሽݕሼعضوي ي تكپيوسته باشد، آنگاه چون مجموعه ݂اگر برهان. 
ܣمعادل، شمارا باشد. بر عكس، به طور و يا  ൌ ሼݕଵ, ,ଶݕ … ሽ  ܨرا يك مجموعة بسته در௖  از آنجايي  .گيريمميدر نظر
ܣكه  ൌ ⋃ ሼݕ௡ሽஶ

௡ୀଵ پس ،  

݂ିଵሺܣሻ ൌራ݂ିଵሺሼݕ௡ሽሻ
ஶ

௡ୀଵ

, 

  ∎   باشد.پيوسته مي ݂كه شمارا و در نتيجه بسته است. نتيجه اينكه 

Թ:݂تابع توجه داريم كه پيوستگي از يك توپولوژي به توپولوژي ديگر ممكن است تغيير وضعيت دهد.  → Թ با ضابطه  

݂ሺݔሻ ൌ ൜
0, ݔ ∈ ሺെ∞, 0ሻ
,ݔ ݔ ∈ ሾ0,∞ሻ  

ଵሺሼ0ሽሻି݂  شمارا پيوسته نيست، زيرا-يك تابع پيوسته در توپولوژي استاندارد است كه در توپولوژي متمم ൌ

ሺെ∞, 0ሻ  داراي متمم ناشمارايሾ0,∞ሻ ݃تابع  در . بر عكس،شدبامي:Թ → Թ تعريف شده به صورت  

݃ሺݔሻ ൌ ൜
0, ݔ ∈ ℚ
,ݔ ݔ ∉ ℚ 

ݕبه ازاي هر  ∈ Թ ،݃ିଵሺሼݕሽሻ شمارا-تابعي پيوسته در توپولوژي متمم ݃، 3-1 گزارهبنابراين طبق  ،شمارا مي باشد 
  باشد.در توپولوژي استاندارد پيوسته نميكه ، در حالياست

,ሺܺܥو  فضاهاي توپولوژي دلخواهܻ و ܺ كنيم فرض مي ܻሻ  ݂مجموعة توابع پيوسته: ܺ → كنيم مي يادآوري باشند. ܻ
,ሺܺܥباز روي مجموعه -توپولوژي فشردهكه  ܻሻ  توسط زيرپايه  

ܵሺܥ, ܷሻ ൌ ሼ݂: ܺ → ܻ|݂ሺܥሻ ⊂ ܷሽ, 

࡯كه در آن  ⊂ ࢁفشرده و  ࢄ ⊂   شود.باز است، توليد مي ࢅ

پيوسته است، به عبارت ديگر،  ܨ ميدان اي با ضرايب دربينيم كه هر چندجملهاساسي جبر، مي ةو قضي 3-1 گزارهطبق 
  باشد، داريم: ܨهاي يك متغيره با ضرايب در ايجبر چندجمله ሿݔሾܨاگر 

ሿݔሾܨ ⊂ ,௖ܨሺܥ  .௖ሻܨ

,௖ܨሺܥبا اين وجود، مجموعه  هاي دوتايي عمل ،پيوسته، يك جبر نيست. در حقيقتتوابع  ضرب وجمع  هايبا عمل ௖ሻܨ
൅,ൈ: ௖ܨ ൈ ௖ܨ →   هاي ناشمارا باشد، هيچ يك از مجموعه ܨپيوسته نيستند. اگر  ௖ܨ

ሼሺݔ, ݕݔ|ሻݕ ൌ 1ሽ, ሼሺݔ, ݔ|ሻݕ ൅ ݕ ൌ 1ሽ 

  گروه توپولوژي نيست. با اين وجود، قضية زير برقرار است. يك  ௖ܨباز نيستند. اين بدان معني است كه 
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,ࢉࡲሺ࡯يك ميدان و  ࡲفرض كنيم  .1-1قضيه  باز باشد. در اين صورت، مجموعة -مجهز به توپولوژي فشرده ሻࢉࡲ

,ࢉࡲሺ࡯در  ሾ࢞ሿࡲهاي يك متغيره ايجملهچند   چگال است. ሻࢉࡲ

  اثبات قضيه، به لم زير نياز داريم. براي

ܣ مجموعه اي دلخواه باشد.مجموعه ܺفرض كنيم   .2-1لم  ⊂ ܺ௖  متناهي باشد. ܣفشرده است، اگر و فقط اگر   

࡭فرض كنيم  ،فشرده است. برعكس ࡭ به وضوح متناهي باشد، آنگاه ࡭. اگر برهان ⊂ فشرده و نامتناهي باشد.  ࢉࢄ
ሽ࢔ࢇሼمتمايز (و در نتيجه واگراي) با جملات  ةدنبال ⊂ ࢔را انتخاب كرده و براي هر  ࡭ ൒ ૚را  ࢔ࢂهاي باز ، مجموعه

 به صورت

௡ܸ ൌ ܺ െ ሼܽ௡, ܽ௡ାଵ, … ሽ 

݉اگر هاي باز داراي اين ويژگي هستند كه كنيم. اين مجموعهتعريف مي ൏ ௠ܸ، آنگاه ݊ ⊂ ௡ܸ  ܣو ⊂ ⋃ ௡ܸ
ஶ
௡ୀଵ .

ሼفشرده است، پس زيرپوششي متناهي از  ܣچون  ௡ܸሽ௡ஹଵ  مثل൛ ௡ܸభ, … , ௡ܸಿൟ  ݊موجود است كه در آنଵ ൏ ⋯ ൏

݊ே . ولي⋃ ௡ܸೖ
ே
௞ୀଵ ൌ ௡ܸಿ .از طرفي ديگر ،ܽேାଵ, ܽேାଶ, … ∉ ௡ܸಿ  ܽو ياேାଵ, ܽேାଶ, … ∉ كه يك تناقض  ܣ

  ∎  است. 

-اعضاي زيرپايه براي توپولوژي فشرده. پس، متناهي هستند ௖ܨهاي فشرده زيرمجموعه 2-1لم طبق . 1-1قضيه برهان 
,௖ܨሺܥباز روي    به صورت ௖ሻܨ

ܵሺሼݔଵ, … , ,௡ሽݔ ܨ െ ሻܣ ൌ ሼ݂: ௖ܨ → ,ଵሻݔ௖|݂ሺܨ … , ݂ሺݔ௡ሻ ∉  ሽܣ

,௖ܨሺܥدر  ሿݔሾܨت. براي اثبات چگال بودن يك مجموعة شماراس ܣكه در آن باشند مي ست نشان دهيم ا ، كافي௖ሻܨ
,ଵݔሺሼܵاي كه در داخل هر عضو زيرپايه … , ,௡ሽݔ ܨ െ اي موجود است. اين نيز واضح است زيرا يك تابع چندجمله ሻܣ

1كه براي هر  ݊ ةاز درج ሻݔሺ݌اي هر تابع چندجمله ൑ ݇ ൑ ௞ሻݔሺ݌، ݊ ൌ ௞ݖ ∉ اي ، در داخل اين عضو زيرپايهܣ
0قرار دارد. به عنوان مثال، هرگاه  ∉ ሻݔሺ݌، آنگاه ܣ ൌ ሺݔ െ ⋯ଵሻݔ ሺݔ െ ها اييكي از اين چندجمله ௡ሻݔ

  ∎   باشد.مي

-توپولوژي متمم را به ଶܨ. به ويژه اينكه، در بررسي اعمال جمع و ضرب، يك گروه توپولوژي نيست ௖ܨديديم كه ميدان 
ܨሺ، يعني ଶܨشمارا روي -كه توپولوژي متمم گفتايد م. بمجهز نموديشمارا  ൈ تر از توپولوژي حاصلضربي درشت ሻ௖ܨ

௖ܨ ൈ ,ݔሼሺمجموعه  ،است. با اين حال ௖ܨ ݔ|ሻݕ ൅ ݕ ൌ 1ሽ  .در اين توپولوژي نيز بسته نيست  

ଶܨاكنون يك توپولوژي روي  ൌ ܨ ൈ به يك  ܨكنيم كه تحت آن، ميدان به تقليد از توپولوژي زاريسكي تعريف مي ܨ
  كنيم كه برهان آن سرراست است.ميشود. ابتدا به قضية زير توجه ميدان توپولوژي تبديل مي

,ࢄሺ. فرض كنيم 3-1قضيه  هاي شماراي اعضاي را گرداية شامل تمام اشتراك ′ࢀيك فضاي توپولوژي باشد. گردايه  ሻࢀ
  است.  ࢀتر از و ظريف ࢄنيز يك توپولوژي روي  ′ࢀكنيم. در اين صورت تعريف مي ࢀ
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,ሺܺدر حالتي كه  ܶሻ  چيزي جز توپولوژي گسسته نيست. اما در حالت خاص،  ′ܶيك فضاي هاوسدورف باشد، توپولوژي
) در نظر گرفته شود، يك توپولوژي ܨروي ميدان دلخواه و نامتناهي متناهي -وقتي كه توپولوژي زاريسكي (توپولوژي متمم

  د.كنل مييبدتبه يك ميدان توپولوژي را  ௖ܨ، ميدان ص اخيرآيد كه در حالت خابه دست مي

 ௡ܨ ضرب دكارتيحاصل يك ميدان ناشمارا باشد. روي مجموعه ܨفرض كنيم شمارا). -(توپولوژي زاريسكي 4-1تعريف 
ܣ زيرمجموعه يم:كنمي تعريفيك توپولوژي به اين صورت  ⊂ به صورت  تهي بوده و يا بسته است اگر و تنها اگر ௡ܨ
 ௡ܨ فضاي و ناميدهشمارا -بسته باشد. اين توپولوژي را توپولوژي زاريسكي-هاي زاريسكياجتماعي شمارا از زيرمجموعه

௓௖ܨنماد  اين توپولوژي را با با
௡ دهيم.نشان مي  

௖ܨتر از توپولوژي حاصلضربي ظريف ௡ܨشمارا روي -توجه داريم كه توپولوژي زاريسكي ൈ ⋯ൈ ت. در واقع، اس ௖ܨ
  داريم:

ሺܨ ൈ ⋯ൈ ሻ௖ܨ ⊂ ௖ܨ ൈ ⋯ൈ ௖ܨ ⊂ ௓௖ܨ
௡ . 

  يك ميدان توپولوژي است. ௓௖ܨتوانيم نشان دهيم كه حال به راحتي مي

شمارا در نظر گرفته شود، آنگاه -با توپولوژي زاريسكي ଶܨگيريم. اگر را در نظر مي ܨميدان ناشماراي   .5-1قضيه 
௓௖ܨ ൌ   يك ميدان توپولوژي است. ௖ܨ

௓௖ܨ:൅بايد نشان دهيم كه عمل جمع  برهان.
ଶ → ܣبسته و دلخواه  ةپيوسته است. براي مجموع ௖ܨ ⊂ نگارة ، پيش௖ܨ

  اين مجموعه تحت عمل جمع به صورت

ራሼሺݔ, ሻݕ ∈ ݔ|ଶܨ ൅ ݕ ൌ ܽሽ
௔∈஺

 

௓௖ܨ، يك مجموعة بسته در 4-1تعريف  طبقباشد كه مي
ଶ ܨشود كه عمل ضرب باشد. به همين ترتيب، ثابت ميمي௖  نيز

  ∎  پيوسته است. 

  متغيره نيز پيوسته است.-݊اي دهد، هر تابع چندجملهطور كه قضية بعد نشان ميعلاوه بر اين، همان

,ሺ࢞૚࢖اي چندجمله .6-1قضيه  … , ࢉࢆࡲبه عنوان تابعي از  ሻ࢔࢞
  ، پيوسته است. ࢉࡲبه روي  ࢔

ݕبراي هر  برهان. ∈ -يك مجموعة زاريسكي ሽሻݕଵሺሼି݌شمارا، مجموعه -دلخواه، طبق تعريف توپولوژي زاريسكي ௖ܨ
  ∎  باشد.اي به اين شكل پيوسته ميهر چندجملهبسته است. بنابراين 

  

  شمارا-منيفلدهاي متمم .2
ده ش پذيري توابع تعريفشمارا، به بررسي مختصري در مورد ديفرانسيل-در اين بخش، پس از تعريف منيفلدهاي متمم

و  ر،پذي، مشتقردة پيوسته سهشمارا به -. به اين ترتيب، منيفلدهاي متممپردازيممي ௖ܨهاي باز ميدان روي زيرمجموعه
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) هاايهاي جبري (مكان صفر چندجملهشماراي تحليلي، همان واريته-شوند كه منيفلدهاي متممتحليلي تقسيم مي

  نمايندة يك ميدان ناشمارا باشد. ܨكنيم كه در سرتاسر اين بخش، قرارداد ميباشند. مي
:ࢌپيوستگي توابع  ࢄ → پذيري را براي چنين توابعي توان مفهوم مشتقبررسي شد. ولي چگونه مي 3-1گزاره  در ࢉࡲ

اشد. بشمارا مي-ها در توپولوژي متممتعريف كرد؟ يك راه ممكن براي اين كار، استفاده از خاصيت يكتايي حد دنباله
:ࢌبراي تابع  ࢄ → ૙࢞در نقطه  ࢌ، مقدار مشتق ࢉࡲ ∈   را برابر حد دنباله ࢄ

݂ሺݔ௡ሻ െ ݂ሺݔ଴ሻ
௡ݔ െ ଴ݔ

 

مسلماً اين كسر، يك صورت مبهم به  .است ଴ݔاي همگرا به دنباله ௡ሽݔሼكه در آن،  كنيمدر صورت وجود، تعريف مي
଴شكل 

଴
  گيري استفاده خواهيم كرد.براي نمايش عمل مشتق ௖݀است و همواره نياز به رفع ابهام دارد. ما از نماد  

ሺ࢞ሻ࢖اي مثل براي هر چندجمله .1-2گزاره  ൌ ૙ࢇ ൅ ૚࢞ࢇ ൅⋯൅ ሺ࢞૙ሻ࢖ࢉࢊداريم  ࢑࢞࢑ࢇ ൌ   .ᇱሺ࢞૙ሻ࢖

  با تشكيل كسر مورد نظر و ساده كردن آن، به دنبالهبرهان. 

௡ሻݔሺ݌ െ ଴ሻݔሺ݌
௡ݔ െ ଴ݔ

ൌ ܽଵ ൅ ܽଶሺݔ௡ ൅ ଴ሻݔ ൅ ⋯൅ ܽ௞ ෍ ௡௜ݔ ଴ݔ
௝

௜ା௝ୀ௞ିଵ

 

  ∎  است. ଴ሻݔሺ′݌است. بنابراين، دنبالة فوق همگرا به  ଴ݔ-اي سرانجامدنباله ௡ሽݔሼرسيم كه در آن مي

پذير شمارا ارائه شد، روي ميدان اعداد حقيقي، هر تابع مشتق-حقيقت امر اين است كه به خاطر تعريفي كه از مشتق متمم
پذيري را ببينيد). به اين ترتيب، مفهوم مشتق 2-2ل مثاباشد ولي نه به عكس (شمارا نيز مي-پذير متمممعمولي، مشتق

هاي دلخواه ناشمارا شمارا، قابل تعميم روي ميدان-است، به كمك مشتق متمم Թكه مختص توابع تعريف شده روي 
  باشد. مي

-را براي نمايش مشتق متمم ௖௥݂݀رتبة دو و بالاتر را نيز تعريف كرد. نماد پذيري متوان مشتقمشابه حالت معمولي، مي
اي داراي مشتق اي، از هر مرتبهآيد كه توابع چندجمله، چنين بر مي1-2گزاره بريم. از به كار مي ݂تابع  ݎشماراي مرتبه 

اي داراي اي نيست ولي از هر مرتبهباشند. مثال بعد، يك نمونة ديگر از يك تابع است كه چندجملهشمارا مي-متمم
  شمارا است.-مشتق متمم

ࢉԹ:ࢌتابع  .2-2ل مثا → Թبا ضابطه  ࢉ  

݂ሺݔሻ ൌ ൜
0, ݔ ∈ ℚ
,ݔ ݔ ∉ ℚ 

  شماراي آن توسط-يك تابع پيوسته است كه مشتق متمم

݀௖݂ሺݔሻ ൌ ൜
0, ݔ ∈ ℚ
1, ݔ ∉ ℚ 
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ݎشود. به همين ترتيب، براي هر داده مي ൐ ሻݔ௖௥݂ሺ݀، داريم 1 ൌ پيوسته نيست ولي داراي  ௖݂݀. توجه داريم كه 0
  باشد.شمارا مي-مشتق متمم

شمارا، همانند تعريف يك منيفلد -تعريف ما از يك منيفلد متممكنيم. شمارا تمركز مي-اكنون روي منيفلدهاي متمم
ܷ:߶گيريم. هر تابع يك به يك را در نظر مي ܺدلخواه  ولوژيپتوفصاي پذير است. ديفرانسيل → ௓௖ܨ

௡  ܷكه در آن 
,ሺܷشود. نماد ناميده مي ܺاست، يك نقشه روي  ܺيك زيرمجموعة باز  ߶ሻ  براي نشان دادن يك نقشه و دامنة آن

,ሺܷఈهاي شمارا، نياز به اطلسي داريم كه نقشه-كار خواهد رفت. براي تعريف منيفلد متممبه ߶ఈሻ  را به  ܺموجود روي
ܺرا به صورت كامل نشان دهند، يعني  ܺها، كه اين نقشه به طوري اي مناسب، در كنار هم گرد آوردگونه ൌ ⋃ ܷఈఈ 

,ሺܷఈبراي هر دو نقشة  ، به علاوه،و ߶ఈሻ  وሺ ఉܷ, ߶ఉሻ   ܷكهఈ ∩ ఉܷ ്   ، تابع∅

߶ఈ ∘ ߶ఉ
ିଵ: ߶ఉ൫ܷఈ ∩ ఉܷ൯ → ߶ఈ൫ܷఈ ∩ ఉܷ൯ 

ఈ߶اگر تابع نمود. به ويژه،  بندي شمارا رده-منيفلدهاي متمم به طوري كه بتوان از روي آن باشد يداراي ويژگي خاص ∘

߶ఉ
ିଵ شودپذير، تحليلي) ناميده مياي) باشد، منيفلد حاصل پيوسته (مشتقپذير، چندجملهپيوسته (مشتق .  

ఈ߶. اشاره كرديم كه اگر هر كدام از توابع دهيمرا توضيح ميشماراي تحليلي -گذاري منيفلدهاي متممدليل نام ∘ ߶ఉ
ିଵ 

ود كه توابع شمنيفلدي اطلاق مي هب ناميم. نام تحليلي اساساًاي باشند، آنگاه منيفلد حاصل را تحليلي مييك چندجمله
߶ఈ ∘ ߶ఉ

ିଵ هاي تواني در فضاهاي ، سري2-1قضيه  همگي تحليلي، يعني سري تواني باشند. توجه داريم كه طبق
اي زير، ردهسادة  مثال. رسدمناسب به نظر ميگذاري يابند. بنابراين، اين نامها تقليل ميايشمارا، به چندجمله-متمم

  دهد. شمارا به دست مي-عمده از منيفلدهاي متمم

ܷفرض كنيم (نمودار يك تابع).  3-2 مثال ⊂ ௓௖ܨ
௡  ݂يك مجموعة باز و: ܷ → ௓௖ܨ

௠ يك تابع پيوسته باشد. مجموعه  

ሺ݂ሻܩ ൌ ൛൫ݔ, ݂ሺݔሻ൯หݔ ∈ ܷൟ 

  شود، تحت نقشه ناميده مي ݂كه نمودار تابع 

ሻࢌሺࡳ:ࣘ → ,൫࢞ࣘ,ࢁ ሺ࢞ሻ൯ࢌ ൌ ࢞ 

 ࢌتابع  اي بودنپذيري، يا چندجملهشود. ردة اين منيفلد، به پيوستگي، مشتقتبديل ميشمارا -متممبه يك منيفلد 
  بستگي دارد. 

࢓پذيري را براي حالت مشتق .4-2 تبصره ൌ ࢔ ൌ ૚ پذير ايم. بنابراين، اگر بخواهيم در مورد مشتقتعريف كرده
ࢁ:ࢌبودن منيفلد حاصل از تابع  → ࢉࢆࡲ

ࢁبراي  ࢓ ⊂ ࢉࢆࡲ
࢓، كه در آن ࢔ ൐ ૚  ࢔و ൐ ૚ صحبت كنيم، بايد مشتق ،

  توابع چند متغيره را به طريقي مناسب تعريف كرده باشيم.

  شود كه نمودار تابع ديده مي 2-2ل مثابه اين ترتيب، به كمك 

݂ሺݔሻ ൌ ൜
0, ݔ ∈ ℚ
,ݔ ݔ ∉ ℚ 
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  پذير و ناتحليلي و نمودار شماراي پيوسته، مشتق-يك منيفلد متمم

݀௖݂ሺݔሻ ൌ ൜
0, ݔ ∈ ℚ
1, ݔ ∉ ℚ 

باشد. همچنين پذير است كه منيفلدي پيوسته نيست و به همين دليل، تحليلي نيز نميشماراي مشتق-يك منيفلد متمم
  پذير است. اي يعني هر واريتة جبري، يك منيفلد تحليلي، پيوسته و مشتقنمودار هر تابع چندجمله

  نكات پاياني .3
,௖ܨሺܥ، در فضاي ሿݔሾܨها اي، مجموعة چندجمله1-1قضيه مطابق    چگال است.  ௖ሻܨ

:ࢌبراي هر تابع پيوسته  .1-3پرسش  ࢉࡲ → -ها، چه تعبيري در نمودار يا منيفلد متمماي، چگال بودن چندجملهࢉࡲ
  دارد؟ ࢌشماراي حاصل از تابع 

  معين شد.  ௖ܺهاي فشرده روي هاي همگرا و مجموعه، به ترتيب، ماهيت دنباله2-1لم و  1-1 گزارهدر 

ࢉࢆࡲهاي فشرده در هاي همگرا و مجموعه، دنبالهࡲبراي يك ميدان ناشمارا مثل . 2-3پرسش 
  كنند؟چگونه رفتار مي ࢔

ࣛپذير و تحليلي باشد. به وضوح، به ترتيب، نمايش دهندة ردة منيفلدهاي پيوسته، مشتق ࣛ، و ࣞ، ࣝفرض كنيم  ⊂

ࣛو  ࣝ ⊂   پذير وجود دارد كه پيوسته نيست.همچنين ديديم كه منيفلدي مشتق. ࣞ

  پذير نباشد؟آيا منيفلدي پيوسته موجود است كه مشتق .3-3 پرسش

مفيد داوران در جهت بهبود كيفيت دانند كه از نظرات و پيشنهادات نويسندگان بر خود وظيفه مي تشكر و قدرداني.
ھمچنين، نويسندگان اول و دوم، اين مقاله را به روح پاک نويسنده سوم، شادروان دکتر  مقاله تشكر و قدرداني نمايند.

محمدعلی اسدی که مدتی بعد از ارسال مقاله به مجله، دار فانی را وداع نموده و ما و جامعۀ رياضی کشور را داغدار 
  می دارند. نمود، تقديم
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