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Introduction                                                                                                           
In recent years, one of the most important topics in group theory, which is used 
in certain groups such as n-Bell, n-Levi and n-Kappe groups, is the discussion 

of commutators. Let 0,1n   be an integer. A group G is called n-Bell if it 

satisfies the identity [ , ] [ , ]n nx y x y  for all ,x y G . The study of n-Bell 

groups has been done in several articles. A special case of these groups that 

satisfies in a relationship [ , ] [ , ]n nx y x y  for all ,x y G  is called n-Levi 

group. The group G is also called n-Kappe whenever [ , , ] 1nx y y    for all

,x y G .  Suppose G is an arbitrary group and g is an element on G and 

( )Aut G  .If 1[ , ] 1ng     , then g is called the exterior right n-auto 

Engle element of the group G, and we denote the set of all the exterior right n-
auto Engle element of the group G with 

      1: , 1,n nAR G x G x Aut G  
       

and also the set of all the exterior left n-auto Engle element of the group G with  

      1: , 1,n nAL G x G x x Aut G 
      . 

Furthermore, exterior n-th absolute center group G will denoted by 

    1: , 1,n nL G g G x g g x G
      . 

In this paper, we prove that the sets  2AR G  and  2AL G  are characteristic 

subgroups in G. We also prove that if G is an exterior n-auto Bell group, then 

3/ ( )G L G
 has finite exponent dividing 2 ( 1)n n .  

Material and Method                                                                                             
In this research, we introduce the non-abelain exterior product that leads to 
definition exterior n-auto Engle group, n-auto Bell, n-auto Levi group, n-auto 
Kappe group  and exterior n-th absolute centre. By using the theorems and 
results which were explained about exterior 2-auto Engle and exterior n-auto 
Bell in section two and composition of these two groups to each other, at the 

end we obtain a bound for structure exponent the factor group 3/ ( )G L G
.   
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Result and discussion                                                                                            
As regards one of the most important issues in group theory is the structure of 
groups. Our goal in this research is to explain the non-abelian structure of the 
exterior product of group. We  investigation about structural similarities 
between exterior n-auto Engle group, n-auto Bell, n-auto Levi group, n-auto 
Kappe group, and some properties of the classes these groups. In this paper, we 
define the exterior product group of non-abelian for group G. 

We prove that the sets  2AR G and  2AL G  are characteristic subgroups in G. 

Furthermore, we obtain a bound for the exponent of the factor group 

3/ ( )G L G
where G is an exterior n-auto Bell group. 

 
Conclusion:                                                                                                            
We obtain the following results from this research: 

 Let G be a group exterior (n-1)-auto Kappe and exterior n-auto 
Bell.Then, Group G is (n-1)-auto Bell group. 

 Let G be a group of exterior 2-auto Engle and exterior n-auto Bell. 

Then, the factor group  ^
2G AR G has a finite exponent that divide 

the number n(n-1). 

 Let G be a group. Then  2AR G  is a characteristic subgroup of G, 

that is included  L G  and included  2AR G  

 Let G be an exterior n-auto Bell (Levi) group and exterior m-auto Bell 
(Levi) group. Then, G is an exterior mn-Bell (Levi) group. 

 Every exterior n-auto Levi group is an exterior n(1-n)-auto Levi group. 
 Every exterior n-auto Bell group is an exterior n(1-n)-auto Bell group. 

 If G is an exterior n-auto Bell group, then the factor group 3 ( )G L G

has finite exponent dividing 2 ( 1)n n . 

 

How to cite: Mostafa Sajedi, Hamid Darabi. (2023). Some results on Exterior n-auto Bell groups. Mathematical 

Researches, 9 (2), 157 -  170. 
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  خود بل بيروني࢔‐هاي ي گروهبرخي نتايج درباره
   2حميد دارابي ، 1 مصطفي ساجدي

  
   sajedi@esfarayen.ac.ir   :رايانامه .گروه رياضي، مجتمع آموزش عالي فني و مهندسي اسفراين، اسفراين، ايران .1

  darabi@esfarayen.ac.ir   :رايانامه مهندسي اسفراين، اسفراين، ايران.گروه رياضي، مجتمع آموزش عالي فني و نويسنده مسئول، . 2

  
  چكيده  اطلاعات مقاله

  مقاله پژوهشينوع مقاله: 
  
  
 7/4/1400 :افتيدر خيتار

  10/7/1400: بازنگري خيتار
  28/9/1400: رشيپذ خيتار
  12/9/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
 –n بيروني،خودبل  
  خودلوي بيروني،-݊ 
n- .خودكاپه بيروني  
  
  

هموتوپي ريشه دارد. اين مفهوم  هيو نظري جبري، توپولوژي جبري نظريه -kتانسوري ناآبلي در  ضربحاصل
كنيم ضرب بيروني ناآبلي را معرفي ميها موردتوجه واقع شد. در اين مقاله، مفهوم حاصلبعدها، در نظريه گروه

–هاي چنين، ضمن معرفي گروهضرب تانسوري ناآبلي دارد. همتري نسبت به مفهوم حاصلكه ساختار ضعيف

nبيروني،  خود بلn- و خودلوي بيروني–nكنيم. اثبات مي ها راگروههاي اين خودكاپه بيروني، برخي ويژگي
خودبل بيروني باشد، آنگاه –nيك گروه Gكنيم كه اگر ، ثابت ميجمله از 3/G L G  داراي نماي متناهي

است كه بر  2 1n n پذير است.بخش  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  .170 – 157)، 2( 9، هاي رياضيپژوهش. بل بيرونيخود ݊-هاي گروهي برخي نتايج درباره). 1402( حميدمصطفي.، دارابي، ، ساجدي: استناد
  

  
  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 

 

    

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
6-

17
 ]

 

                             3 / 14

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3209-fa.html


  
  

  1402دوم، ، شماره نهم دوره ،هاي رياضيپژوهش

  

 

160 

  مقدمه
كاپه مورد استفاده nلوي وnبل، nيهاگروهي خاصي مانند هاگروهها كه در مباحث نظريه گروه نيترمهميكي از 
بل گويند n را G]، گروه1[ بر اساسيك عدد صحيح باشد.  0,1nباشد. فرض كنيد گيرد، بحث جابجاگرها ميقرار مي

]اگر در تساوي  , ] [ , ]n nx y x y  به ازاي هر,x y G هاي صدق كند. مطالعه گروهn متعددي انجام شده  مقالاتبل در
ها كه در رابطه ] را ببينيد. حالت خاصي از اين گروه6] و [5]، [4]، [3]، [2]، [1يد [توانيماست. براي مطالعه بيشتر 

[ , ] [ , ]n nx y x y هاي، گروهكنندصدق ميnشوند. همچنين گروهلوي ناميده ميG  راn به ازاي  هرگاهكاپه گويند
x,هر  y G  در تساوي[ , , ] 1nx y y هايصدق كند. رده گروهn] معرفي شده است. 1لوي توسط كاپه [ 

آبلي را معرفي كردند. ما در اين مقاله، براي هاي تانسوري غير]، مفهوم گروه7[ و همكارانمقدم  زادهرجب 2015در سال 
gتوسط عناصر  دشدهيتولكنيم. اين گروه را گروه ضرب بيروني ناآبلي را تعريف مي، گروه حاصلGگروه  كنيم تعريف مي

  كه در روابط زير صدق كند.

  
  

,

,

1,

g ggg g g

g g g  

  

  

 

     

   

 
  

g,براي هر  g G  و هر, ( )Aut G  .  
1كنيم در اين تعاريف قرارداد مي

g
gg

    1وhg h gh.  
بل -2آبلي، يك گروه بل بيروني نا-2تر است. به عنوان مثال، هر گروههاي تانسوري غيرآبلي ضعيفنسبت به گروهاين مفهوم 

  باشد، اما عكس اين مطلب درست نيست.تانسوري ناآبلي مي
و  Gعضوي از gگروهي دلخواه،  Gفرض كنيم  Aut G  كنيم كه نمادهايباشد. يادآوري مي[ , ]ng   و[ , ]n g 

بترتيب به صورت استقرايي    1
1[ , ] [ , ], ; [ , ]n ng g g g g      و  

  1
1[ , ] [ , ], ; [ , ] [ , ]n ng g g g g    
    

  شوند.تعريف مي
و  Gعضوي از gگروهي دلخواه،  Gفرض كنيم  Aut G  1باشد. اگر[ , ] 1ng    كه در آن  آنگاه ،g  را يك

را با نماد  Gخودانگل بيروني راست گروه nناميم و مجموعه تمام عناصرميGخودانگل بيروني راست گروه nعنصر
( )nAR G دهيم. بنابرايننشان مي      1: , 1,n nAR G x G x Aut G  

       مجموعه تمام عناصر
n خودانگل بيروني چپ گروهG را با نماد( )nAL G كنيم:زير تعريف مي صورتبهنشان داده و  

      1: , 1,n nAL G x G x x Aut G 
       

 همچنين

    1: , 1,n nL G g G x g g x G
       
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ناميم كه شامل مي Gامين مركز مطلق بيروني گروه nرا  L G  مركز مطلق گروه)Gباشد.) مي  
كنيم كهاست. يادآوري مي Gواضح است اين گروه يك زيرگروه مشخصه از    1L G L G  مركز مطلق بيروني گروه ،G 

  شود.ناميده مي
كنيم كهدر اين مقاله، ثابت مي 2AL G  و 2AR G در هاي مشخصه زيرگروهG كنيم كه اگر همچنين ثابت مي. هستند

G  گروهn ،خودبل بيروني باشد 3/G L G  داراي نماي متناهي است كه بر 2 1n n پذير است.بخش  
  

  بل بيروني خود-2نتايجي از گروه  -2

اين  شوند. براي اثبات و جزئيات بيشتر دركنيم كه در اثبات نتايج اصلي استفاده ميدر اين بخش ابتدا چند قضيه بيان مي
  راجعه نمود.م ]11[و  ]10]، [9[ ]،8[ ]،7[ ]،6[ توان بهموارد مي

xيك گروه،  Gفرض كنيد  .2.1قضيه  G  و Aut G.در اين صورت روابط زير برقرارند . 

1.  ,x x x   

2.     1
, ,x x    

3. 
11[ , ] [ , ]x x  
   

4. 
11[ , ] [ , ] xx x 
   

5. [ , ] [ , ]x x     

6. [ , ] [ , ][ , ]x x x     

  را ببينيد. ]11[مرجع برهان. 

يك گروه، Gفرض كنيد. 2,2قضيه  2x AR G  و Aut G .در اين صورت روابط زير برقرارند . 

1. 1[ , , ] [ , , ]g g      

2.    2
, , , ,g g        

3.  2
, , , 1g      

4.  2
3g L G  

5. 1[ ,[ , ], ] [ , ,[ , ]] [ , ,[ , ]] 1g g g            

6. [ , , , ] 1g      

  را ببينيد. ]11[مرجع برهان. 

,هاي زير براي هريك گروه باشد، آنگاه رابطه Gفرض كنيم  .2.3قضيه ,g h g G برقرار است. 
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1.      1 1 1g
g g gg


           

2.    [ , ]g g
g g

       

3.      1
,g g g

        

4.  , [ , ] [ , ]g g g g         

  را ببينيد. ]8[مرجع برهان. 

)روهي دلخواه،گ Gفرض كنيد  .2.4قضيه  )Aut G   2و ( )x AR G برقرارند.. در اين صورت روابط زير  

1. x  خودانگل بيروني چپ است.-2يك عنصر 

]صحيح، sو  rبراي هر  .2 , ] [ , ]r s rsx x      

3.  2
3x Z G  

  را ببينيد. ]9[مرجع برهان. 

  آوريم.براي اثبات نتايج اصلي، ابتدا لم زير را مي

عضوي از  gيك گروه، Gفرض كنيم. 2.5لم  2AR G و, , , ( )Aut G    .باشند. روابط زير برقرار است  

1.   1 1g g      

2.      1
, ,g g   


    

3.      ,
, ,g g

 
       

4.  , 1g
    

  برهان.
از آنجا كه ) 1 2g AR G) داريم: 2.3) از قضيه 3، با استفاده از قسمت  

     1
1 ,g g g

         
در نتيجه  g g

   1كردن توسط. با مزدوج) آيد.، نتيجه بدست مي2.3) قضيه 1و استفاده از قسمت  

   ) داريم:1با استفاده از قسمت () 2

  11 1 g g  
     

  )، 1با بسط طرفين اين رابطه و استفاده مجدد از قسمت (

      
1

 g g g g
    



      
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چون   G Aut Gآبلي است، با ضرب طرفين رابطه فوق در عبارت   
1

1 1 g g
 

 


  نمودن آن  و معكوس
 داريم:

       
1 1

1 11 1 g g g g
    
 

        
 

 

  ،2.3از قضيه  )3(حال بنا به قسمت 

  1 1 [ , ] [ , ] 1g g        
  داريم: 2.3) از قضيه 1و قسمت ( 2.4) از قضيه 2از طرفي بنا به قسمت (

        1
,1 , , 1

g
g g


   

    
كردن رابطه اخير توسط با مزدوج ,g  شود كهنتيجه مي  

       1, 1 , , 1
g

g g


   
    

،2,2) از قضيه 5و قسمت ( 1,2) از قضيه 1بنابر قسمت ( ,g   روي  ,g  كند. لذا بديهي عمل مي  

     
1

 , , 1g g


   


    
 ،1حال در اين رابطه به جاي   بنابراين دهيمقرار مي .  

    1 1 , , 1g g


           
  و از آنجا  

   
1[ , ] 1

 [ , ] [ , ] 1
g

g g
   

     
]كردن توسط كردن رابطه اخير و مزدوجبا معكوس , ]g آيد.، حكم بدست مي  

  آيد.مي به دست) نتيجه 2( و قسمت 2,2 هيقض) 5، قسمت (2.3 هيقض )3( قسمتبا استفاده از  )3
از آنجا كه  )4 2g AR G به ازاي هر ،, ( )Aut G    :داريم[ , ] 1g     

  شود:ضرب بيروني ناآبلي نتيجه ميبا بسط اين رابطه و استفاده از روابط تعريف حاصل

    [ , ]

1 [ , ]

[ , ] [ , ] [ , ]
g

g

g g g
    

 

     

 

     

1كردن اين رابطه توسط زدوجبا م ،  

    [ , ]
[ , ] [ , ] [ , ] 1

g
g g g

           
])، 3از طرفي بنابر قسمت ( , ]g   روي  [ , ]g   كند. در نتيجه بطور بديهي عمل مي  

[ , ] 1g     
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يك گروه دلخواه، Gفرض كنيد .2.6قضيه  2g AR G  و , , Aut G     وn در اين  .يك عدد طبيعي باشد
 صورت روابط زير برقرار است.

1.  [ , ] [ , ]
nng g       

2.  nn ng g g        

3.  2
[ , ] [ , ]g g       

4. [ , ] [ , ] 1g      

5.  2
3g L G  

6.     ,
g g g

           
  برهان.

  داريم: 2.5) لم 3با استفاده از استقرا و قسمت ( )1

        
     
  

1
, 1

1

, , ,

, ,

,

n
gn n

n

n

g g g

g g

g


     

   

 






   

  

 

  

  داريم: 2.4) از قضيه 2دهيم. با استفاده از قسمت (اثبات را با استقرا انجام مي )2

    
    

1

1

n
n

n nn

g g g

g g g g

  

   





   

      
  

  آوريم:) بدست مي1و قسمت ( 2.5) لم 2، قسمت (2.3) از قضيه 3به روشي مشابه، با استقرا رياضي و استفاده از قسمت (

 nng g     
  داريم: 2.5) لم 1و قسمت ( 2.3) قضيه 3با استفاده از قسمت () 3

 

       

1

1 1

[ , ]g g

g g g g


   

   



 

  

     
  

بودن و آبلي 2.5و لم  2.3استفاده از قضيه حال با  G Aut G :داريم  

 2
[ , ] [ , ]g g       

  داريم: 2.5لم ) 2با استفاده از قسمت () 4

  1
[ , ] [ , ]g g        

  داريم: 2.1) قضيه 1و قسمت ( 2.5با بسط دو طرف رابطه فوق و استفاده مجدد از لم 
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       [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ] [ , ]g g g g g
                 

  بنابراين

                , , , , , ,g g g g g
 

          
 

       
  درنتيجه

[ , ] [ , ] 1g      
  داريم: 2,2) قضيه 2و قسمت ( 2.5لم ) 2با استفاده از قسمت () 5

 

   

1

1 12 2 2

1 [ , ] [ , ] [ ,[ , ]]

[ , , ] [ , , ] [ , , ]

g g

g g g

     

        



 

   

     
  

لذا  2
3g L G.  

  داريم: 2.3) قضيه4) و (2هاي (از قسمت با استفاده) 6

   [ , ]
g g g

           
يك گروه باشد. در اين صورت  Gفرض كنيم  .2.7قضيه 2AR G  يك زيرگروه مشخصه شامل L G  و مشمول در
 2AR G .است  
  همريختي : برهان

   : [ , ]G Aut G G Aut G    
با ضابطه  [ , ]x x    گيريم. با توجه به اينكه را در نظر مي[ , ] 1g     براي هر 2g AR G 

)و  )Aut G  ،:داريم  
1 ([ , ] ) [ , , ]g g        

 لذا 2g AR G .  
اثبات    2L G AR G .بديهي است  

كنيم كه اكنون ثابت مي 2AR G  يك زيرگروهG  است. فرض كنيد 2g AR G در اين صورت با استفاده از ،
و از آنجايي كه  2.1) قضيه 1و قسمت ( 2.3) قضيه 1قسمت (   2 2AR G AR G  :داريم  

1[ , ] 1g      
پس  1

2g AR G .  
,2بودن فرض كنيد براي بسته ( )g h AR G  و( )Aut G ) 2.4) قضيه 4. با قسمت،[ , ] 1gh     و لذا

  حكم اثبات شده است.
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  خودبل بيرونيn–هاي گروه -3

  پردازيم.خودكاپه بيروني مي-nخودلوي بيروني و -n، خودبل بيروني-nهايدر اين بخش به معرفي گروه
0,1nيك گروه و  Gفرض كنيد . 3.1تعريف    يك عدد صحيح باشد. در اين صورتG  راn–ناميم خودبل بيروني مي

xهرگاه به ازاي هر  G و هر Aut G  :داشته باشيم  
n nx x     

شمارند و را مي 1nيا  nهاي از نماي متناهي كه نماي آنها عدد صحيح شود كه همه گروهسادگي اثبات ميبه Aut G 
1n يا nعدد   شمارد، را ميn-هاي هايي براي گروهخودبل بيروني هستند. اين مطلب، مثالn خودبل بيروني بدست
 باشد.بل بيروني ميخود-3، يك گروه 8Dدهد. به عنوان مثال، گروه دووجهي مي

0,1nيك گروه و  Gفرض كنيد  .32,تعريف    يك عدد صحيح باشد. در اين صورتG را يك گروهn خودلوي بيروني
xناميم هرگاه به ازاي هر مي G  و هر Aut G .رابطه زير برقرار باشد  

 nnx x     
خودبل بيروني است. عكس اين مطلب در حالت كلي برقرار نيست. اما  n–خودلوي بيروني  n–هر گروه  ،2.3طبق قضيه 
  اند.خودانگل بيروني اين دو مفهوم يكسان-2هاي براي گروه

  كنيم.خودلوي بيروني را بررسي مي-nخودبل بيروني و -nهاي در ادامه بعضي از خواص گروه
خودبل (لوي) -nmخودبل (لوي) بيروني باشد. در اين صورت -mخودبل (لوي) بيروني و -nيك گروه  Gفرض كنيد . 3.3لم 

  بيروني است.
  اثبات واضح است. برهان: 

  
x,يك گروه باشد. روابط زير به ازاي هر  Gفرض كنيد . 3.4قضيه y G  و هر , Aut G   .برقرار است  

1.       y yy x x y
           

2.          x
x x x x

                

3.      1

1 1[ , ] [ , ] [ , ] 1
y x

x yy
x y x

 
     

      
  برهان.

  آيد.با استفاده از تعريف، به آساني بدست مي )1
  داريم: 2.3ضرب بيروني ناآبلي و قضيه با استفاده از تعريف حاصل )2
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  
  
         
      

[ , ]

1

[ , ]

[ , ]
x

x

x x x x

x x

x x

x x

 





     

  

         

     

 

     

  

      

    

 

  داريم: 2.3) و قضيه 1بنابر قسمت ( )3

     
     

1 1 1

1

[ , ]
y y y

y y y

y y

x x x

x y x y

  



   

   

  



 

   

    
 

  شود كه) نتيجه مي2) و (1هاي (ازطرفي با استفاده از قسمت

           

     

          

          

1

1

11 1 1 1

11

1 1 1

1 1 1

[ , ]
x x

x

x y

y x

x x x

x x

x x xx

x x xx

y y y y y

y y

y y y y

y y y y

     



 

 

         

     

       

       





    



   

   

        

    

      

      

 

  همچنين

     1 1 1[ , ]
x y xx

yx x x
  

   
       

  شود.با استفاده از روابط فوق، حكم حاصل مي
خودبل بيروني، -nهر گروه  .3.5قضيه 1 n .خودبل بيروني است  

  برهان:
xخودبل بيروني باشد. در اين صورت براي هر -nيك گروه  Gفرض كنيد  G  و هر( )Aut G  رابطهn nx x     را

1وسيله كردن اين تساوي بهداريم. با مزدوج

1

x
  

 داريم:3.4) از قضيه 1كردن آن و با استفاده از قسمت (و معكوس ،  

      
1

11 1 1 1 1 1xn nx x x x
 

   


           
1بنابراين  1 1 1n nx x       .  

  خواهيم داشت: xتوسط  1xو  توسط  1با جايگذاري 
1 1n nx x      

گروه Gبنابراين  1 n-  .خود بل بيروني است  
خودبل بيروني، -nهر گروه . 3.6نتيجه  1n n-.خودبل بيروني است  
  ، واضح است.3.3بنابر لم برهان: 
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خودلوي بيروني، -nهر گروه  .3.7قضيه  1n n-.خودلوي بيروني است  
  برهان.

  خودلوي بيروني است، در اين صورت-nيك گروه  Gفرض كنيم 

              11 1
nx x n nn nx x x x x x x x                       

گروهي  Gبنابراين  1 n- 3.3خودلوي بيروني است. بنابر لم ،G  گروهي 1n n-است. خودلوي بيروني  
قسمتيدر ادامه كراني براي نماي گروه خارج 2G AR G كنيم. توجه داريم كه مركز بيروني گروه به صورت معرفي مي

  شود.زير تعريف مي
   : 1,Z G x G x g g G        

  آوريم.ابتدا خواصي از مركز بيروني گروه را در قضيه زير مي

xخودبل بيروني باشد. روابط زير به ازاي هر -nيك گروه  Gفرض كنيد . 3.8قضيه  G  و هر Aut G .برقرار است  
1( 1[ , ] 1n nx x   

2(     1n n Aut Gx Z x  

3(   Aut Gnx Z x اگروتنهااگر[ , ] 1n x x  به ازاي هر ، Aut G. 

  برهان.
  خود بل بيروني است،-nيك گروه  Gچون  )1

   
 

1

1

1

nxn n n

xn n

x x x

x x

  

 





  



    

   
  

  كردن آن داريم:و معكوس xكردن بوسيله با مزدوج

 
1 nxn nx x 


    
،3.2با استفاده از اين مطلب و قضيه   1[ , ]n n n nx x x x     .  1بنابراين[ , ] 1n nx x   

g,، به ازاي هر4.3) قضيه 3با استفاده از قسمت ( )2 h G و Aut G :داريم  

   [ , ] [ , ] [ , ] 1hgg h h g h g        حال اگر قرار دهيم: ng x  1و: nh x ) و 1. با استفاده از قسمت (
  خودبل بيروني داريم:-nتعريف گروه 

1 ( 1) 1 1 (1 )1 [ , ] ( ) ( ) ( )n n n n n n n n nx x x x x x x x x                 

از اين رو     1n n Aut Gx Z x .  
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3(  ( )n Aut Gx Z x   معادل اين است كه به ازاي هر  Aut G  ،1nx x  1. لذا [ , ]nx x    و

]بنابراين  , ] 1n x x  . 

 

0,1nيك گروه و  Gفرض كنيد . 3.9تعريف    يك عدد صحيح باشد. در اين صورتG  راn–ناميم خودكاپه بيروني مي
xهرگاه به ازاي هر  G  و Aut G :داشته باشيم  

[ , ] 1nx     
قسمتي خودكاپه بيروني است، هرگاه گروه خارج-G ،nواضح است كه گروه  2G AR G  داراي نماي متناهي باشد كه

  شمارد.را مي nعدد 
  كنيم.بيان و اثبات ميهاي خودبل بيروني و خودكاپه بيروني در ادامه نتايجي در مورد ارتباط بين گروه

  
يك گروهGفرض كنيد. 10.	3قضيه 1n -كاپه بيروني و خودn- بيروني باشد. در اين صورت خودبلG  گروهي

 1n -.خودبل بيروني است  
xفرض كنيد برهان:  G و  Aut G چون .G خودكاپه بيروني است ، 1

2
nx AR G ) از لم 2. بنابه قسمت (

داريم:                    5.2  11 1 1 1[ , ] [ , ] 1n n n nx x x x 
        

  شود:نتيجه مي 3.2) قضيه 3حال با استفاده از قسمت (

       
1 1 11 1 1 1 1 1[ ]

nxn n n n n nx x x x x x    
                

  به طور مشابه،

   1 11 1 1n n nx x x  
         

، 5.3بيروني است طبق قضيه  خودبل-G ،nازآنجا كه  1 n-خودبل بيروني نيز هست. بنابراين  
1 1n nx x      

  و لذا اثبات كامل است.
قسمتي خودبل بيروني باشد. در اين صورت، گروه خارج-nخودانگل بيروني و -2يك گروه  Gفرض كنيد  .3.11قضيه 
 2G AR G نماي متناهي دارد كه عدد 1n n شمارد.را مي  

  برهان.
  داريم 3.8طبق قضيه 

    1n n Aut Gx Z x    

درنتيجه  1[ , ] 1n n x x   . 
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  خودانگل بيروني است، داريم:-G ،2چون 
 1[ , ] 1n nx     

در نتيجه  (1 )
2

n nx AR G  شود.و حكم اثبات مي  

 

بيروني و خودبل -nخودانگل و -2يك گروه  Gفرض كنيد .3.12قضيه  3L G  سومين جمله سري خودمركزي بالايي
قسمتي صورت نماي گروه خارجباشد. در اين Gبيروني  3G L G  عدد 2 1n n  شمارد.را مي  
  برهان.

قرار دهيد  1m n n  2.6قضيه و با استفاده از  3.11. بنابر قضيه ، 2
3

mx L G كند.و اين اثبات را كامل مي  
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