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Introduction 

In the realm of information processing, particularly inferences derived from 

uncertain information, classical logic serves as a foundational system. 

However, to address the challenges posed by uncertainty and fuzzy 

information, diverse non-classical logic systems have been extensively 

proposed and researched. These non-classical logics have proven 

indispensable in computer science, offering formal and effective tools for 

managing uncertain and fuzzy data. 

To underpin these non-classical logic systems, various algebras of logic have 

been introduced as semantical frameworks. Examples include BCK-algebras, 

residuated lattices, divisible residuated lattices, MTL-algebras, Girard 

monoids, BL-algebras, Gödel algebras, MV-algebras, and Heyting algebras. 

Among these, residuated lattices stand out as fundamental and crucial 

algebraic structures, playing an unassailable role in the theory of fuzzy logic. 

The notion of a state, on the other hand, is an analogue of probability measure. 

Such a notion plays a crucial role in the theory of quantum structures which 

generalizes the Kolmogorov probabilistic space. Forty years after appearing 

MV-algebras, the notion of a state on an MV-algebra was introduced by 

Mundici [52] as averaging process for formulas in Lukasiewicz logic, and also 

as a special case of a state on a D-poset by Kopka and Chovanec [44]. 

Dvurecenskij in [19] extended states theory to pseudo-MV algebras (non-

commutative generalization of MV-algebras) and gave an example to show 

that in contrast to MV-algebras, there exists a pseudo-MV algebra which has 

no states. Riecan in [68] defined a state for BL-algebras as an extension of the 

additive measure, using ideas of orthogonal elements. Inspired by [19], 

Georgescu in [29] proposed the notions of Bosbach states, a very nice 

definition of a state not using the concept of orthogonal elements, which in the 

case of pseudo-MV algebras coincides with the notion of a state for pseudo-

MV algebras. The main idea of Georgescu was to use an identity studied by 

Bosbach in residuation groupoids [3]. He also showed that any Bosbach state 

is a Riecan state on good pseudo BL-algebras. Dvurecenskij et. al. in [21] 

extended the notion of Bosbach and Riecan states to bounded non-

commutative Rl-monoids. Kuhr and Mundici [46] showed that his approach 

fits well to De Finetti's subjective probabilities, too. 
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Material and Methods 

This paper undertakes an in-depth exploration of the co-annihilator filters in 

state residuated lattices, aiming to enhance our understanding of this concept. 

While the spectrum of co-annihilator filters in residuated lattices has been 

previously examined by [62, 63, 64, 71, 72], this study introduces additional 

properties that contribute novel insights into algebraic aspects. The 

investigation extends to prime filters of co-annihilator filters in a state 

residuated lattice, yielding diverse and compelling results. The parallelism 

between prime filters and prime filters of co-annihilator filters adds to the 

intrigue of this research. Notably, some results obtained in prior works can be 

replicated through the framework of state residuated lattices. The paper is 

motivated by the quest to identify common patterns between the annihilator 

ideals in rings and the co-annihilator filters in state residuated lattices, 

highlighting intriguing similarities between these two contexts. 

 

Results and discussion 

In this paper, we introduce the notion of generalized state co-annihilators in 

state residuated lattices. We establish a connection between generalized state 

co-annihilators and Galois connection (Proposition 4.7). If 𝔄𝜈 is a state 

residuated lattice, we show that the set of filters of 𝔄𝜈forms a complete 

Heyting algebra (Corollary 4.6) in which the relative pseudo-complement of 

𝐺with respect to 𝐹 is (𝐺: 𝐹)𝜈. Also, we show that the set of state coannihilator 

filters of 𝔄𝜈 forms a Boolean lattice (Theorem 4.14). Ultimately, we 

characterize generalized state co-annihilators in terms of state prime filters 

and state minimal prime filters. 

 

Conclusion 

The following conclusions are obtained from this research. 

• There exists a connection between generalized state co-annihilators 

and Galois connection 

• The set of filters of 𝔄𝜈forms a complete Heyting algebra. 

• The set of state co-annihilator filters of 𝔄𝜈 forms a Boolean lattice. 

 

 

How to cite: Karimi Shahmarvandi, A., Rasouli, S., & Khaksar Haghani, F. (2023). Generalized state co-annihilators 

instate residuated lattices, Mathematical Researches, 9 (3), 178 – 213.   
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  های کلیدی:واژه

سازهای حالت  پوچهم

 یافته،  تعمیم

ی حالت،  ماندهی مشبکه

 های اول حالت، پالایه

 .  های اول کمینه حالتپالایه

کنیم. نشان  ی حالت را معرفی میهای ماندهیافته در مشبکهسازهای حالت تعمیمپوچ در این مقاله، مفهوم هم

ی  یک مشبکه  𝔄یافته و التصاق گالوا برقرار است. اگر سازهای حالت تعمیمپوچ دهیم که ارتباطی بین هممی

 طوری دهند بهمی  1ها، تشکیل یک جبر هیتینگی پالایهکنیم که مجموعهگاه ثابت می ی حالت باشد، آن مانده 

شبه نسبی    که  به    𝐺متمم  با    𝐹نسبت  :𝐹)را  𝐺)𝜈   می بهنشان  میدهیم.  نشان  مجموعه علاوه  ی  دهیم 

همپالایه مشبکه پوچ های  یک  حالت،  میساز  تشکیل  را  بولی  کردن ی  مشخص  به  نهایت،  در  دهند. 

پردازیم. درآخر به  های اول کمینه حالت می های اول حالت و پالایه یافته در پالایهسازهای حالت تعمیمپوچ هم

چنین  های اول حالت و اول کمینه و همی حالت، پالایه یافتههای توسعهی حالت، پالایهی مانده بررسی مشبکه 

 پردازیم.سازهای حالت میپوچ هم

 

 

 

 

 
 

های  پژوهش  ،  ی حالتهای ماندهسازهای حالت در مشبکهپوچتعمیم هم(.  1402)  فرهاد،  خاکسارحقانیو    سعید،  رسولی  ،علی یار،  کریمی شهماروندی:  استناد
 .213  – 178(، 3) 9، ریاضی

                  
  

 نویسندگان.  ©                                                       خوارزمیدانشگاه ناشر: 

 

 

 
1Heyting 
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 مقدمه .1
جایی،  ی جابهی مانده. مفهوم مشبکه.های بدون قاعده انقباض هستندمنطق جایی، همتای جبری  ی جابههای ماندهمشبکه 

[، به بررسی این مفهوم پرداختند. 73،13،12در]  3و دیلوورس  2[ مطرح شد. بعد از او، وارد39در ]  1اولین بار توسط کرول

شماری  های بیها تحت نام[ مطالعه شدند. این مشبکه55در ]  6[ و پاولکا 1در ]  5و وینگر   4، توسط بالبسهای ماندهسپس مشبکه 

جایی،  های جابهتکواره-ℓو    [53]در  𝐹𝐿𝑒𝑤جبرهای  [،  39]تام در    𝐵𝐶𝐾[، جبرهای  35]در    𝐵𝐶𝐾های  از جمله مشبکه 

های جبری جالب توجهی دارای ویژگی  های ماندهمشبکه نظر از جذابیت منطقی،  اند. صرفشناخته شده[  2]و صحیح در    مانده

  [ 38]های مانده به  ی بیشتر در مورد مشبکه اند. برای مطالعهارائه شده  [28،45،54]های مانده درهای مشبکههستند. ویژگی

  ی دهند که ردهنشان می[،  36]7دهیم. به دنبال نتایج آدزیاک نمایش می  ℒℛ های مانده را با  ی مشبکه مراجعه کنید. رده

ℒℛ  ی  دهد. منظور از یک حالت، شبیه اندازهرو تشکیل یک گونه میای است و از اینشکل معادلههای مانده بهمشبکه  از

کند که به فضای احتمالاتی کولموگوروف ی ساختارهای کوانتوم بازی میاحتمال است. چنین مفهومی نقش مهمی در نظریه

معرفی    [52] 8ی موندیسیوسیلهجبر، به-𝑀𝑉جبرها، مفهوم حالت روی یک  -𝑀𝑉سال پس از ظهور تعمیم یافته است. چهل  

عنوان یک مورد خاص از یک حالت روی  چنین بهو هم  9ها در منطق لوکاسوییچسازی برای فرمولشد، مانند فرآیند متوسط

ی حالت  ، نظریه 12[، دورسنسکیج 19[ مطرح شدند. در ]44در ]  11و چوانس  10ی جزئاً مرتب که توسط کوپکا مجموعه-𝐷یک  

-𝑀𝑉دهد در مقابل  ( و مثالی ارائه داد که نشان میجبرها-𝑀𝑉جایی از  توسعه داد )تعمیم غیرجابهجبرها  -𝑀𝑉را به شبه

با استفاده از مفهوم عضوهای متعامد و  [،  68]در    13جبری وجود دارد که دارای هیچ حالتی نیست. ریسان-𝑀𝑉جبرها، شبه  

در    14جورجسکو [،  19]جبرها پرداخت. با الهام گرفتن از  -𝐵𝐿ی جمعی، به تعریف حالتی برای  عنوان یک توسیع از اندازهبه

را پیشنهاد داد و تعریفی مناسب از یک حالت ارائه داد که از مفهوم عناصر متعامد استفاده    15های بوسباچ مفاهیم حالت[،  29]

ی اصلی جورجسکو، استفاده  باشد. ایدهجبرها منطبق می-𝑀𝑉جبرها با مفهوم حالت برای شبه  -𝑀𝑉کند و در مورد شبه  نمی

چنین نشان داد که هر حالت بوسباچ،  او هم[.  3]ی بوسباچ در گروهوار مانده مورد مطالعه قرار گرفت  وسیلهاز اتحادی بود که به

های بوسباچ و ریسان را  [، مفهوم حالت21دورسنسکیج و همکاران در ]جبرهای خوب است.  -𝐵𝐿یک حالت ریسان روی شبه
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خوبی به  نشان دادند که این مفهوم به  [  46]و موندیسی در    1جایی کراندار توسعه دادند. کوهرهای غیرجابهتکواره -𝑅ℓبه  

طور خودکار منطق  جبرهای با حالت، جبرهای عام نیستند، به-𝑀𝑉که  جایینزدیک است. از آن2احتمالات ذهنی فینتیس 

ی یک منطق جبری پرداختند با استفاده از رویکرد احتمالی، به ارائه [،  26،25]در    4و مونتاگنا   3کنند. فلامینیوادعایی را القا نمی

عنوان یک حالت داخلی )به σها با افزودن عمل یکتایی  جبرها است. آن -𝑀𝑉ارز آن دقیقاً انواعی ازکه معناشناسی جبری هم

صورت معادلاتی توصیف شده است تا خصوصیات اساسی جبرها را توسعه دادند. این عمل یکتا به-𝑀𝑉یا عملگر حالت(، زبان 

جبرهای حالت، یعنی  -𝑀𝑉تری از  ی قوی[ نسخه16دورسنسکیج در ]و  5یک حالت در معنای اصلی آن حفظ شود. دی نولا 

𝑀𝑉-را ارائه دادند) منظور از    ریختی-جبرهای حالت𝑀𝑉-ریختی، یک خودریختی خودتوانی روی یک  -جبر حالت𝑀𝑉 -

ی نویسندگان به مطالعه[،  18]ریختی را بررسی کردند. در  -جبرهای حالت -𝑀𝑉برخی از انواع    [  17]ها در  جبر است(. آن

ناپذیر پرداختند و برخی  جبرهای حالت تحویل -𝑀𝑉همراه توصیف زیرمستقیمی از  ریخت به-جبرهای حالت-𝑀𝑉  چندگونا

از  توصیف  تعدادی  مورد  در  جالب  حالت-𝑀𝑉های  به -جبرهای  را  بهریختی  نتایج  آوردند.  مراجع دست  در  آمده،  دست 

پیدا کردند. مفهوم  24،23،4] تعمیم   ]𝐵𝐿-به از مفهوم  جبر حالت،  توسیع  توسط سینگو -𝑀𝑉عنوان یک  و    6جبر حالت، 

و    7ها بسط داد. هی تکواره-𝑅ℓ[، مفهوم عملگرهای حالت را به  24دورسنسکیج در ]معرفی شد. سپس    [  7]همکاران در  

های وابسته به این عملگرها  های مانده را معرفی و تعدادی از ویژگیی عملگرهای حالت روی مشبکه [، ایده33همکاران در ]

کوندو  اخیراً  کردند.  بررسی  ]  8را  مطالعه42در  و  معرفی  به  ویژگی[،  از  تعدادی  تعمیمی  حالت  عملگرهای  روی های  یافته 

یابد.  ساز یک مجموعه، مفهومی است که از تاب و تعامد تعمیم میها، منظور از پوچ ی حلقه های مانده پرداخت. در نظریهمشبکه 

های مختلفی  های گوناگون، تلاشسازهای مجموعه، با استفاده از اصول پوچ10های ریکارتو حلقه  9های بائر چنین حلقه هم

سازهای نسبی در  ی پوچنظریه[،  51در ]12، مندلکر 1968هستند. در سال  11ی شباهت جبری جبرهای ون نیومان برای ارائه 

ها پرداخت. پس از آن سازهای نسبی آنپذیری برحسب پوچ های توزیععلاوه او به توصیف مشبکهها را معرفی کرد. بهمشبکه 

سازها  ها پرداختند و چندین ساختار جبری در پوچ ها و مشبکه سازها در ساختار حلقه نویسندگان زیادی به معرفی مفهوم پوچ

پذیر انجام  های توزیعسازها در مشبکهای از پوچی گسترده [ مطالعه11،10]  در14[ و کورنیش 69در ]13را مشخص کردند. اسپید 
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- 𝐵𝐶𝐾برای  [،  40،34]جبرها استفاده کرده است. در  -𝑀𝑉های بئرساز برای توسیع[، از مفهوم پوچ27در ]  1اند. فیلیپویوداده

جبرها استفاده –𝐵𝐿های بئرسازها برای توسیعپوچاز مفهوم هم[  49]2سازها استفاده شده است. لیوستینبرها از مفهوم پوچ ج

بررسی    [  6]جبرها در  -𝐵𝐿و برای شبه    [32]ها در  تکواره-𝑅ℓهای توسعه یافته برای  کرده است. این مفهوم تحت عنوان پالایه

ی مانده پرداخته شده است. مفهوم  ها از یک مشبکهی پالایهها در مشبکهبه مشخص کردن توسیع پالایه[،  41]اند. در  شده

به  توسعه  پالایه در  -𝐵𝐿یافته  حالت  شبه  مشبکه   [  8]جبرهای  مورد  در  ماندهو  در  های  حالت  شده  [  33]ی  داده  تعمیم 

–gی  های ماندهیافته به مشبکه های توسعهپالایه[،  42]چنین در  نامند. همساز میپوچیافته را همهای حالت توسعهاست.پالایه

 اند. گذاری شدهقطبی نام[، 47،48]سازها در برخی مقالات از جمله پوچاند. همحالت تعمیم داده شده

ی  های ماندهها و نتایج مربوط به مشبکهبخش دوم، برخی از تعاریف، گزارهاین مقاله در چهار بخش تنظیم شده است. در  

های بعدی مقاله استفاده  های مانده که در بخشها را با چند مثال از مشبکه کنیم. آنحالت و التصاق گالوا را یادآوری می

های  های اول کمینه حالت و اول حالت در مشبکه کنیم. در بخش سوم، مفهوم پالایهخواهند شد، شرح داده و بررسی می

های اول کمینه حالت شامل آن است. در  دهیم که هر پالایه حالت، اشتراک پالایهی حالت را معرفی کرده و نشان میمانده

برقرار ای  ساز حالت و التصاق گالوا، رابطهپوچهای همساز حالت پرداخته و بین پالایهپوچهای همبخش چهارم، به معرفی پالایه

   دهد.ی بولی میتنهایی تشکیل یک مشبکه ساز حالت، بهپوچهای همی تمام پالایهدهیم که مجموعه علاوه نشان میکنیم. بهمی

 

 پیش نیازها  .2

ها  ی حالت را یادآوری نموده و برخی خواص جدید از آنهای ماندهدر این بخش، برخی تعاریف و خواص مربوط به مشبکه

 . های بعدی از آن استفاده خواهیم کردنموده که در بخشرا اثبات 

 ی حالتهای ماندهمشبکه  1.2

𝔄جبر   = (𝐴;∨,∧,⊙, → مشبکه   (0,1, نامیمرا  مانده  ℓ(𝔄)هرگاه    ی  = (𝐴;∨,∧ کراندار،  مشبکهیک    (0,1, ی 

(𝐴;⊙ ,⊙)  جایی وی جابهتکواره (1,  یک جفت الحاقی باشد.  (→

𝑎، برای هر  𝔄ی ی ماندهدر مشبکه  ∈ 𝐴  دهیم قرار می¬𝑎 ≔ 𝑎 → به    های ماندهی برخی خواص مشبکه . برای مطالعه0

 رجوع کنید.  [ 45]

,𝑥صورت برای هر  ی مانده باشد. در اینمشبکه  𝔄فرض کنید    [.38. ]1ملاحظه   𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴 :شرایط زیر برقرار هستند ، 

𝑥 ⊙ (𝑦 ∨ 𝑧) = (𝑥 ⊙ 𝑦) ∨ (𝑥 ⊙ 𝑧)(𝑟1؛ 
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𝑥 ∨ (𝑦 ⊙ 𝑧) ≥ (𝑥 ∨ 𝑦) ⊙ (𝑥 ∨ 𝑧)(𝑟2  . 

 دو شرط زیر برقرار باشد:نامیم، هرگاه  می 𝔄را پالایه  𝐴از  𝐹ی غیرتهی ی مانده باشد. زیرمجموعه یک مشبکه 𝔄فرض کنید 

a) 𝑥 ⊙ 𝑦 ∈ 𝐹  برای هر ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹  ؛ 

b)  برای هر𝑥 ∈ 𝐹   و𝑦 ∈ 𝐴  ،𝑥 ∨ 𝑦 ∈ 𝐹. 

 های زیر را برآورده سازد: یک پالایه است اگر و تنها ویژگی 𝐴از  𝐹ی زیرمجموعه  [9.2، قضیه 58]بنابر 

1. 1 ∈ 𝐹؛ 

𝑥برای هر    .2 ∈ 𝐹   و𝑦 ∈ 𝐴 ،𝑥 → 𝑦 ∈ 𝐹   نتیجه دهد𝑦 ∈ 𝐹. 

ی تمام  ، مجموعهℱ𝐹(𝔄)گاه منظور از  باشد، آن  𝔄ای از  پالایه  𝐹دهیم. اگر  نشان می  ℱ(𝔄)را با    𝔄های  ی پالایهمجموعه 

𝐹داشته باشیم    𝐹که برای پالایه باشد. درصورتیمی  𝐹های شامل  پالایه ≠ 𝐴  گوییم ،𝐹  توان وضوح مییک پالایه سره است. به

0سره است، اگر و تنها اگر   𝐹دید که پالایه ∉ 𝐹 به ازای هر .𝑋 ⊆ 𝐴پالایه ،𝔄 ی وسیلهتولید شده به𝑋   را باℱ(𝑋)   نشان

𝔄دهیم.  یک مشبکه مانده  می = (𝐴;∨,∧,⊙, → ,𝑥را یک جبر هیتینگ گوییم هرگاه برای هر   (0,1, 𝑦 ∈ 𝐴 ، 

 𝑥 ⊙ 𝑦 =  𝑥 ∧ 𝑦  به عبارت دیگر برای هر𝑥 ∈ 𝐴    داشته باشیم𝑥2 = 𝑥  یک مشبکه کامل را یک قاب گوییم هرگاه  .

𝑆در قاعده توزیع پذیری نامتناهی صدق کند، یعنی برای هر   ⊆ 𝐴   و 𝑎 ∈ 𝐴 داشته باشیم 

𝑎 ∧ ⋁𝑆 = ⋁{𝑎 ∧ 𝑠|𝑠 ∈ 𝑆}. 

چنین سوپریمم  ای است و همی مجموعه قابی است که در آن اینفیمم، اشتراک نظریه  ℱ(𝔄)[،  5]از    3.17ی  با توجه به قضیه

ℱ ⊆ ℱ(𝔄)  ،∨ ℱ = ℱ(∪ ℱ)  رو  باشد. از اینمیℱ(𝔄)    جبر هیتینگ کاملی است که شبه متمم نسبی𝐹    نسبت به𝐺 

 باشد: صورت زیر میبه

𝐹 ↪ 𝐺 =∨ {H ∈ ℱ(𝔄) ∶  𝐹 ∩ 𝐻 ⊆ 𝐺}. 

صورت برای هر باشد. در این 𝐴ای از  زیرمجموعه  𝑋یک پالایه و   𝐹ی مانده،  یک مشبکه 𝔄فرض کنید    .[5].  2ملاحظه  

𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴:شرایط زیر برقرار هستند ، 

1) ℱ(𝑋) = {𝑎 ∈ 𝐴 ∶ 𝑥1 ⊙ … ⊙ 𝑥𝑛 ≤ 𝑎, 𝑛 ≥ 1, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋}؛ 

2) ℱ(𝐹, 𝑋) ≔ 𝐹 ∨ ℱ(𝑋) = {𝑎 ∈ 𝐴 ∶ 𝑓 ⊙ 𝑥1 ⊙ … ⊙ 𝑥𝑛 ≤ 𝑎, 𝑓 ∈ 𝐹, 𝑥1, … , 𝑥𝑛 ∈ 𝑋} 

3) ℱ(𝐹, 𝑥) ∩ ℱ(𝐹, 𝑦) = ℱ(𝐹, 𝑥 ∨ 𝑦)؛ 

4) 𝑥 ≤ 𝑦 دهد  نتیجه میℱ(𝑦) ⊆ ℱ(𝑥)؛ 
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5) ℱ(𝑥) ∨ ℱ(𝑦) = ℱ(𝑥 ∧ 𝑦) = ℱ(𝑥 ⊙ 𝑦) = ℱ(𝑥, 𝑦). 

:𝜈ی مانده باشد. نگاشت  یک مشبکه  𝔄فرض کنید    .[58]  .1.2تعریف  𝐴 → 𝐴    را یک عملگر حالت روی𝔄    نامیم، هرگاه

 شرایط زیر برقرار باشند:

ν(0) = 0(𝔰1؛ 

ν(𝔰2  یکنوا باشد؛ 

𝜈(𝑥 → 𝑦) = 𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑥 ∧ 𝑦)(𝔰3؛ 

𝜈(𝜈(𝑥) ⊙ 𝜈(𝑦)) = 𝜈(𝑥) ⊙ 𝜈(𝑦)(𝔰4؛ 

𝜈(𝜈(𝑥) ∨ 𝜈(𝑦)) = 𝜈(𝑥) ∨ 𝜈(𝑦)(𝔰5؛ 

𝜈(𝜈(𝑥) ∧ 𝜈(𝑦)) = 𝜈(𝑥) ∧ 𝜈(𝑦)(𝔰6  . 

𝔄𝜈گاه  باشد، آن 𝔄یک عملگر حالت روی  𝜈ی مانده و  یک مشبکه 𝔄اگر  = (𝔄; 𝜈)  طور ی حالت، یا بهی ماندهرا مشبکه

 .  دهیمنمایش می ℒℛ𝒮ی حالت را با  های ماندهی مشبکهنامیم. ردهمی 𝜈با حالت دورنی   ی ماندهتر، مشبکهدقیق

ker(𝜈)دهیم  ، قرار می𝔄ی  ی ماندهروی مشبکه   𝜈برای هر عملگر حالت   = 𝜈←(1)  عملگر حالت .𝜈    ،را صادق گوییم

ker(𝜈)هرگاه   = {1} . 

 

𝐴5فرض کنید  . 2.2مثال   = {0, 𝑎, 𝑏, 𝑐,  صورت زیر است:به1ای باشد که دارای نمودار هاسمشبکه {1

 

 𝔄5: نمودار هاس  1شکل  

 کنیم: صورت زیر تعریف میرا به →و   ⊙، عملگرهای  𝐴5روی 
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 :1جدول شماره  

1 𝑐 𝑏 𝑎 0 ⊙ 
0 0 0 0 0 0 
𝑎 𝑎 0 𝑎 0 𝑎 
𝑏 0 0 0 0 𝑏 
𝑐 𝑎 0 𝑎 0 𝑐 
1 𝑐 𝑏 𝑎 0 1 

 

 :2جدول شماره  

1 𝑐 𝑏 𝑎 0 → 
1 1 1 1 1 0 
1 1 𝑏 1 𝑏 𝑎 
1 1 1 𝑐 𝑐 𝑏 
1 1 𝑏 𝑐 𝑏 𝑐 
1 𝑐 𝑏 𝑎 0 1 

 

𝔄5روشن است که   = (𝐴5;∨,∧,⊙, → :𝜈ی مانده است. اگر نگاشت  مشبکه  (0,1, 𝐴5 → 𝐴5   صورت زیر تعریف را به

 کنیم: می

𝜈(𝑥) = {
0,                𝑥 = 0, 𝑏

1,  در غیر اینصورت 

;𝔄5)کنیم که  مشاهده می 𝜈)  ی حالت  های ماندههای مشبکهی حالت است. در زیر به معرفی برخی از ویژگیی ماندهمشبکه

 پردازیم. می

,𝑥صورت برای هر  ی حالت است. در اینی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  .  3ملاحظه   𝑦 ∈ 𝐴:شرایط زیر برقرار هستند ، 

𝜈(1) = 1(𝔰7؛ 

𝜈(¬𝑥) = ¬𝜈(𝑥)(𝔰8؛ 

𝜈(𝑥) ⊙ 𝜈(𝑦) ≤ 𝜈(𝑥 ⊙ 𝑦)(𝔰9ویژه از  . به𝑥 ⊙ 𝑦 = 𝜈(𝑥)  گیریمنتیجه می 0 ⊙ 𝜈(𝑦) =  ؛0

(𝔰10  اگر𝑥 ≤ 𝑦گاه  ، آن¬𝜈(𝑦) ⊙ 𝜈(𝑥) =  ؛ 0

(𝔰11  اگر𝑥   و𝑦 گاه  پذیر باشند، آنمقایسه𝜈(𝑥 → 𝑦) = 𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑦)؛ 
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(𝔰12  اگر𝜈 که  گاه از اینصادق باشد، آن𝑥 < 𝑦 گیریم که نتیجه می𝜈(𝑥) < 𝜈(𝑦) ؛ 

𝜈2(𝑥) = 𝜈(𝑥)(𝔰13؛ 

𝜈(𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑦)) = 𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑦)(𝔰14؛ 

𝜈(𝐴) = {𝑎 ∈ 𝐴 ∶  𝜈(𝑎) = 𝑎}(𝔰15؛ 

𝜈(𝐴)(𝔰16   زیرجبر𝔄 است؛ 

ker (𝜈) ∩ 𝜈(𝐴) = {1}(𝔰17. 

 داریم:  1.2ازتعریف  𝔰6و   𝔰3براساس  𝖘𝟏𝟒)اثبات.  

ν(𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑦)) = 𝜈(𝜈(𝑥)) → 𝜈(𝜈(𝑥) ∧ 𝜈(𝑦)) 

                                                                     = 𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑥) ∧ 𝜈(𝑦) 

                                   = 𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑥) ⊙ (𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑦)) 

                                  = 𝜈(𝑥) → (𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑦) ⊙ 𝜈(𝑥)) 

= 𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑦) 

 در نتیجه 

ν(𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑦)) = 𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑦) 

   𝜈(𝐴) = {𝑎 ∈ 𝐴 ∶  𝜈(𝑎) = 𝑎}(𝖘𝟏𝟓 

ν(0)،  (𝔰1)یکنواست. با توجه به    ν،  (𝔰2)چنین با توجه به  است، هم  𝔄یک عملگر حالت روی    νچون  = چنین  و هم  0

ν(1)،  (𝔰7)بنابر   = 𝑎صادق است، پس برای هر   ν. بنابراین چون 1 ∈ 𝐴  ،ν(𝑎) = 𝑎 

 شود.  اثبات می [42] مشابه  سایرقسمت ها

پالایه نامیم، هرگاه  -𝜈یا    𝔄𝜈را پالایه   𝔄از    𝐹ی حالت است. پالایهی ماندهیک مشبکه    𝔄𝜈فرض کنید    . [58].3.2تعریف  

𝜈(𝐹) ⊆ 𝐹ی تمام  . مجموعه𝜈-ها را با  پالایهℱ(𝔄𝜈) دهیم. روشن است که نشان می 

1, ker(𝜈) , 𝐴 ∈ ℱ(𝔄𝜈). 

 پالایه است.  -𝐹  ،𝜈گاه  باشد، آن ker (𝜈)مشمول در  𝔄ای از پالایه 𝐹علاوه به آسانی نتیجه می شود که اگر به

 صورت داریمرا در نظر بگیرید. در این 2.2مطرح شده در مثال  𝔄5ی  ی ماندهمشبکه.  4.2مثال 
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ℱ((𝔄5)𝜈) = {𝐹1 = 1, 𝐹2 = {𝑎, 𝑐, 1}, 𝐹3 = 𝐴5}. 

 

 صورت شرایط زیر برقرار هستند: ی حالت است.. در اینی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  .  5.2گزاره  

1) 𝐹 ∈ ℱ(𝔄) دهد که  نتیجه می𝜈←(𝐹) ∈ ℱ(𝔄𝜈) ؛ 

𝐹که  از این  (2 ∈ ℱ(𝔄𝜈) گیریم که  نتیجه می𝐹 ∩ 𝜈(𝐴) = 𝜈(𝐹) ∈ ℱ(𝜈(𝐴)) ؛ 

3) 𝐹 ∈ ℱ(𝜈(𝐴)) دهد  نتیجه می𝜈←(𝐹) ∈ ℱ(𝔄𝜈). 

1، داریم (𝔰8)ی باشد. با توجه به رابطه 𝔄ای از پالایه 𝐹(: فرض کنید  1) اثبات. ∈ 𝜈←(𝐹) فرض کنیم . 

 𝑥1, 𝑥1 → 𝑥2 ∈ 𝜈←(𝐹)    به این ترتیب داریم .𝜈(𝑥1), 𝜈(𝑥1 → 𝑥2) ∈ 𝐹  چون .𝐹   یک پالایه است، با توجه به

ν(𝑥1)گیریم که  ، نتیجه می(𝔰11)ی  رابطه  → 𝜈(𝑥2) ∈ 𝐹    و به این ترتیب𝜈(𝑥2) ∈ 𝐹  در نتیجه .𝑥2 ∈ 𝜈←(𝐹)    که

𝜈(𝜈←(𝐹))گیریم که  ، نتیجه می(𝔰14)ی  چنین با توجه به رابطهاست. هم  𝔄یک پالایه از    𝜈←(𝐹)دهد  نشان می =

𝜈←(𝐹)  به این ترتیب .𝜈←(𝐹)  ،𝜈-  .پالایه است 

𝜈(𝐹)پالایه است. بنابراین  -𝜈یک    𝐹(: فرض کنید  2) ⊆ 𝐹 ∩ 𝜈(𝐴)    و𝑎 ∈ 𝐹 ∩ 𝜈(𝐴)  دهند که  نتیجه می𝑥 ∈ 𝐴 

 کهطوری د است به موجو

𝑎 = 𝜈2(𝑥) = 𝜈(𝑎) ∈ 𝜈(𝐹), 𝑎 = 𝜈(𝑥). 

می نتیجه  رابطه  این  که  از  𝐹گیریم  ∩ 𝜈(𝐴) = 𝜈(𝐹)هم داریم  .  1چنین  = 𝜈(1) ∈ 𝜈(𝐹)  باشیم داشته  اگر   .

𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝜈(𝐴) چنین  و هم𝑥1,  𝑥1 → 𝑥2 ∈ 𝜈(𝐹) = 𝐹 ∩ 𝜈(𝐴) گاه ، آن𝑥2 ∈ 𝐹 ∩ 𝜈(𝐴) = 𝜈(𝐹)  بنابراین .

𝜈(𝐹)گیریم که  نتیجه می ∈ ℱ(𝜈(𝐴))  . 

 ∎شود. ( اثبات می1(: مشابه )3)

صورت نگاشت زیر یک عملگر حالت  پالایه باشد. در این-νیک   𝐹ی حالت و  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  . 6.2گزاره  

𝔄روی 
𝐹⁄ :است 

𝜈
𝐹⁄ : 𝐴

𝐹⁄ → 𝐴
𝐹⁄ ,   

𝜈
𝐹⁄ (𝑎

𝐹⁄ ) = 𝜈(𝑎)
𝐹⁄ . 

𝑥فرض کنید  اثبات. 
𝐹⁄ =

𝑦
𝐹⁄صورت . در این𝑥 → 𝑦, 𝑦 → 𝑥 ∈ 𝐹  چون .𝐹 ∈ ℱ(𝔄𝜈) بنابراین ، 

𝜈(𝑥 → 𝑦), 𝜈(𝑦 → 𝑥) ∈ 𝐹. 

 ، روشن است که (𝔰3)طبق 
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𝜈(𝑥) → 𝜈(𝑦), 𝜈(𝑦) → 𝜈(𝑥) ∈ 𝐹. 

𝜈(𝑥)گیریم که  به این ترتیب نتیجه می 
𝐹⁄ =

𝜈(𝑦)
𝐹⁄ واضح است که روابط .(𝔰1)  ،(𝔰4)  ،(𝔰5)  ،(𝔰6)    و(𝔰7) با توجه

𝜈به عملگر   𝐹⁄    برقرار هستند. اگر𝑥 𝐹⁄ ≤ 𝑦 𝐹⁄ گاه  ، آن𝑥 → 𝑦 ∈ 𝐹    ،با توجه به فرض .𝜈(𝑥 → 𝑦) ∈ 𝐹چنین . هم

𝜈(𝑥)داریم   (𝔰3)طبق  → 𝜈(𝑦) ∈ 𝐹رو . از این𝜈(𝑥) 𝐹⁄ ≤ 𝜈(𝑦) 𝐹⁄  که به این معنی است که 

𝜈 𝐹⁄ (𝑥 𝐹⁄ ) ≤ 𝜈 𝐹⁄ (𝑦 𝐹⁄ ). 

𝜈بنابراین  𝐹⁄   در(𝔰2) کند و به این ترتیب صدق می𝜈 𝐹⁄  ی  ی ماندهیک عملگر حالت روی مشبکه𝔄 𝐹⁄  .است∎ 

;𝐴)ی  ی حالت است. عملگر بستار وابسته به دستگاه بستهی ماندهیک مشبکه   𝔄𝜈فرض کنید   ℱ(𝔄𝜈))    را باℱ𝔄𝜈   نشان

 شود.نشان داده می ℱ𝜈که ابهامی وجود نداشته باشد، با  دهیم و در صورتیمی

Aفرض کنیم   = (𝐴; Bو    و    (≥ = (𝐵; :𝑓ی جزئاً مرتب و  دو مجموعه(≽ 𝐴 → 𝐵  ی نگاشتی بین این دو مجموعه

 جزئاً مرتب  باشد.  

1) 𝑓  آنتی ازایرا  به  هرگاه  نامیم،  ,𝑎1تون  𝑎2 ∈ 𝐴  از  ،𝑎1 ≤ 𝑎2  ،𝑓(𝑎2) ≼ 𝑓(𝑎1)   به بگیریم.  نتیجه  ویژه را 

𝐴که  زمانی = 𝐵   . 

2) 𝑓 را افزایشی یا گسترده نامیم، هرگاه به ازای𝑎 ∈ 𝐴 داشته باشیم ،𝑎 ≤ 𝑓(𝑎). 

3) 𝑓   را خودتوان نامیم، هرگاه𝑓2 = 𝑓 . 

4) 𝑓  یک عملگر بستار رویA   است، هرگاه𝑓   .افزایشی، ایزوتون و خودتوان باشد 

 𝐴، یک عضو از  𝑓ی ثابت از عملگر بستار  نامیم )منظور از نقطه می  𝑓ی  را عضو بسته   𝑓ی ثابت از عملگر بستار  یک نقطه

𝑓(𝑎)است که در شرط    𝑎مانند   = 𝑎  ی عضوهای بسته از عملگر بستار  کند(. مجموعهصدق می𝑓    را باC𝒇  دهیم.نشان می 

𝑋ی حالت است و  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  . 7.2گزاره   ⊆ 𝐴صورت داریم. در این 

ℱ𝜈(𝑋) = ℱ(𝑋 ∪ 𝜈(𝑋)). 

کنید  اثبات.   𝑎فرض  ∈ ℱ(𝑋 ∪ 𝜈(𝑋))این در  صحیح  .  عدد  دارد  وجود  ,𝑦1و    𝑛صورت  … , 𝑦𝑛 ∈ 𝑋 ∪ 𝜈(𝑋) 

𝑦1که طوری به ⊙ … ⊙ 𝑦𝑛 ≤ 𝑎  با در نظر گرفتن .(𝔰2)   و(𝔰9)  داریم 

𝜈(𝑦1) ⊙ … ⊙ 𝜈(𝑦𝑛) ≤ 𝜈(𝑎). 

ℱ(𝑋رو  از این  ∪ 𝜈(𝑋))  یک𝜈-  پالایه و شامل𝑋 .است   
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𝑋باشد. واضح است که  𝑋پالایه و شامل  -𝜈یک   𝐺فرض کنیم   ∪ 𝜈(𝑋) ⊆ 𝐺  و لذا داریم 

ℱ(𝑋 ∪ 𝜈(𝑋)) ⊆ 𝐺. 

ℱ𝜈(𝑋)به این ترتیب  = ℱ(𝑋 ∪ 𝜈(𝑋))  . 

,𝑥است و  𝔄𝜈 یک پالایه از    𝐹ی حالت و   ی ماندهیک مشبکه   𝔄𝜈فرض کنید  . 8.2نتیجه  𝑦 ∈ 𝐴  صورت شرایط  . در این

 زیر برقرار هستند:

1) ℱ𝜈(𝑥) = ℱ(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) = ℱ(𝑥 ∧ 𝜈(𝑥)) = ℱ(𝑥, 𝜈(𝑥)) = ℱ(𝑥) ∨ ℱ(𝜈(𝑥))؛ 

2) ℱ𝜈(𝐹, 𝑥) = ℱ (𝐹 ∪ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥))) = {𝑎 ∈ 𝐴: 𝑓 ⊙ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥))
𝑛

≤ 𝑎, 𝑓 ∈ 𝐹, 𝑛 ≥ 1}  .

,ℱ𝜈(1در حالت خاص   𝑋) = ℱ𝜈(𝑋)؛ 

𝑥اگر  (3 ≤ 𝑦گاه  ، آنℱ𝜈(𝑦) ⊆ ℱ𝜈(𝑥)؛ 

4) ℱ𝜈(𝜈(𝑥)) ⊆ ℱ𝜈(𝑥). 

 شوند.  نتیجه می 7.2و گزاره  2(، از ملاحظه 3( و )2(، )1)اثبات.  

 (، داریم 3( و )1، )(𝔰13)(: بنابر  4)

ℱ𝜈(𝜈(𝑥)) = ℱ(𝜈(𝑥) ∧ 𝜈2(𝑥))  = ℱ(𝜈(𝑥) ∧ 𝜈(𝑥)) = ℱ(𝜈(𝑥)) 

⊆ ℱ(𝑥 ∧ 𝜈(𝑥)) = ℱ𝜈(𝑥) 

 

,𝑥ی حالت است و  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  .  9.2نتیجه   𝑦 ∈ 𝐴 صورت شرایط زیر برقرار هستند:. در این 

1) ℱ𝜈(𝑥) ∩ ℱ𝜈(𝑦) = ℱ(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝜈(𝑦), 𝜈(𝑥) ∨ 𝑦, 𝜈(𝑥) ∨ 𝜈(𝑦))؛ 

2) ℱ𝜈(𝑥 ∨ 𝑦) ⊆ ℱ𝜈(𝑥) ∩ ℱ𝜈(𝑦)؛ 

3) ℱ𝜈(𝑥) ∨ ℱ𝜈(𝑦) = ℱ(𝑥, 𝑦, 𝜈(𝑥), 𝜈(𝑦))؛ 

4) ℱ𝜈(𝑥 ⊙ 𝑦) ⊆ ℱ𝜈(𝑥) ∨ ℱ𝜈(𝑦). 

 ، داریم 8.2( از گزاره 1و بند ) 2( از ملاحظه 5، بند )ℱ(𝔄)ای با توجه به توزیع پذیری مشبکه  (1)اثبات.  

ℱ𝜈(𝑥) ∩ ℱ𝜈(𝑦) = ℱ(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∩ ℱ(𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦)) = ℱ (𝑥 ∨ ℱ(𝜈(𝑥))) 

∩ ℱ (𝑦 ∨ ℱ(𝜈(𝑦))) = (ℱ(𝑥) ∩ ℱ(𝑦)) ∨ (ℱ(𝑥) ∩ ℱ(𝜈(𝑦))) ∨ 

(ℱ(𝜈(𝑥)) ∩ ℱ(𝑦)) ∨ (ℱ(𝜈(𝑥)) ∩ ℱ(𝜈(𝑦))) 
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= ℱ(𝑥 ∨ 𝑦) ∨ ℱ(𝑥 ∨ 𝜈(𝑦)) ∨ ℱ(𝜈(𝑥) ∨ 𝑦) ∨ ℱ(𝜈(𝑥) ∨ 𝜈(𝑦)) 

= ℱ(𝑥 ∨ 𝑦, 𝑥 ∨ 𝜈(𝑦), 𝜈(𝑥) ∨ 𝑦, 𝜈(𝑥) ∨ 𝜈(𝑦)). 

 ، واضح است. (𝔰2)( و  1ی )(: با توجه به رابطه 2)

 ، داریم 8.2( از گزاره 1و بند ) 2( از ملاحظه 5(: با توجه به بند )3)

ℱ𝜈(𝑥) ∨ ℱ𝜈(𝑦) = ℱ(𝑥, 𝜈(𝑥)) ∨ ℱ(𝑦, 𝜈(𝑦)) = ℱ(𝑥, 𝑦, 𝜈(𝑥), 𝜈(𝑦)). 

 ∎، قابل اثبات است.        (𝔰2)( و  3(: با توجه به بند )4)

 است.  ℱ(𝔄)زیرقابی از   ℱ(𝔄𝜈)صورت  ی حالت است. در اینی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  . 10.2گزاره  

چنین ای، بسته است. همی مجموعه تحت اشتراک نظریه ℱصورت باشد. در این  𝔄𝜈های  ای از پالایهگردایه ℱفرض کنید  اثبات.  

 داریم

𝜈(∪ ℱ) =∪𝐹∈ℱ 𝜈(𝐹) ⊆∪ ℱ. 

 ، داریم7.2با توجه به گزاره 

𝜈(∨ ℱ) = 𝜈(ℱ(∪ ℱ)) = 𝜈 (ℱ(∪ ℱ ∪ 𝜈(∪ ℱ))) 

= 𝜈(ℱ𝜈(∪ ℱ)) ⊆ ℱ𝜈(∪ ℱ) = ℱ(∪ ℱ) =∨ ℱ. ∎ 

اینی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید   پالایهی همهصورت مجموعه ی حالت است. در  با  ی  ها یک جبر هیتینگ است و 

ℱ(𝔄𝜈)  [28]نمایش داده می شود . 

  𝐹صورت شبه متمم نسبی  باشند. در این  𝔄𝜈دو پالایه از    𝐺و  𝐹 ی حالت وی ماندهیک مشبکه   𝔄𝜈فرض کنیم    ،اکنون

 دهیم: صورت زیر نشان میرا به 𝐺نسبت به 

𝐹 ↪𝜈 𝐺 =∨ {𝐻 ∈ ℱ(𝔄𝜈) ∶ 𝐹 ∩ 𝐻 ⊆ 𝐺}. 

 

جبر هیتینگ است و شبه متمم نسبی    ℱ(𝔄𝜈)گاه ی حالت باشد، آنی ماندهمشبکه  𝔄𝜈، اگر 10.2طبق گزاره  .  4ملاحظه  

𝐹  نسبت به𝐺 باشد: صورت زیر میبه 

𝐹 ↪𝜈 𝐺 =∨ {𝐻 ∈ ℱ(𝔄𝜈) ∶ 𝐹 ∩ 𝐻 ⊆ 𝐺}. 
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 التصاق گالوا    2.2

,𝑓)زوج    . [30].11.2تعریف   𝑔)  التصاق گالوا بین زوج Aهای  را یک  = (𝐴; Bو    (≥ = (𝐵; نامیم، هرگاه    (≽

𝑓: 𝐴 → 𝐵   و𝑔: 𝐵 → 𝐴   توابعی باشند که برای هر𝑎 ∈ 𝐴   و𝑏 ∈ 𝐵 داشته باشیم 

𝑎 ≤ 𝑔(𝑏) ⇔ 𝑏 ≼ 𝑓(𝑎). 

:𝑓دو زنجیر و    Bو    Aفرض کنیم  .[30].12.2گزاره   𝐴 → 𝐵    و𝑔: 𝐵 → 𝐴    دو نگاشت باشند. زوج(𝑓, 𝑔)    را یک التصاق

 برقرار باشند:نامیم، اگر و تنها اگر شرایط زیر  Bو   Aگالوا بین  

1) 𝑓𝑔   و𝑔𝑓 های افزایشی باشند؛ نگاشت 

2) 𝑓   و𝑔 تون باشند. های آنتینگاشت 

,𝑓)فرض کنید    .[ 30].13.2گزاره   𝑔)  های جزئاً مرتب  یک التصاق گالوا بین مجموعهA    وBصورت روابط باشد. در این

 زیر برقرار هستند:

1) 𝑓𝑔𝑓 = 𝑓   و𝑔𝑓𝑔 = 𝑔؛ 

𝑋اگر برای  (2 ⊆ 𝐴  ،∨ 𝑋 گاه  وجود داشته باشد، آن∧ 𝑓(𝑋)   وجود دارد و∧ 𝑓(𝑋) = 𝑓(∨ 𝑋)؛ 

3) 𝑔𝑓   عملگر بستار رویA است وC𝑔𝑓 = 𝑔(𝐵)  . 

:𝑓یک مجموعه و   𝐴فرض کنید   . [70].14.2قضیه   𝒫(𝐴) → 𝒫(𝐴)  صورت  یک عملگر بستار باشد. در اینC𝑓   نسبت به

 ی کامل است:عملگرهای زیر یک مشبکه

∧𝑓:C𝑓 ×C𝑓 → C𝑓 , 

(𝑋, 𝑌) ↦ 𝑋 ∩ 𝑌 

∨𝑓:C𝑓 ×C𝑓 → C𝑓 , 

(𝑋, 𝑌) ↦ 𝑓(𝑋 ∪ 𝑌) 

,𝑓)دو مجموعه و  𝐵و   𝐴فرض کنیم  .  15.2نتیجه   𝑔)   یک التصاق گالوا بین𝒫(𝐴)  و𝒫(𝐵) صورت باشد. در این 

(𝑔(𝒫(𝐵));∧𝑔,∨𝑔, 0 = 𝑔(𝐵), 1 = 𝑔(∅)), 

𝑖∈𝐼{𝑌𝑖}ی  ی کامل کراندار است که برای هر خانوادهیک مشبکه ⊆ 𝒫(𝐵) داریم ، 

∧𝑖∈𝐼
𝑔

𝑔(𝑌𝑖) = 𝑔(∪𝑖∈𝐼 𝑌𝑖), 

∨𝑖∈𝐼
𝑔

𝑔(𝑌𝑖) = 𝑔(∩𝑖∈𝐼 𝑓𝑔(𝑌𝑖)). 
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C𝑔𝑓است و    𝒫(𝐴)یک عملگر بستار روی    𝑔𝑓،  13.2( از گزاره  3طبق بند )اثبات.   = 𝑔(𝒫(𝐵))    14.2. بنابر قضیه  ،

(𝑔(𝒫(𝐵));∧𝑔𝑓 ,∨𝑔𝑓) ی ی کاملی است که برای هر خانوادهمشبکه{𝑌𝑖}𝑖∈𝐼 ⊆ 𝒫(𝐵)،  داریم 

∧𝑖∈𝐼
𝑔𝑓

𝑔(𝑌𝑖) =∩𝑖∈𝐼 𝑔(𝑌𝑖), 

∨𝑖∈𝐼
𝑔𝑓

𝑔(𝑌𝑖) = 𝑔𝑓(∪𝑖∈𝐼 𝑔(𝑌𝑖)). 

 ، داریم13.2ی ( از گزاره2باشد. بنابر بند ) 𝐵ی های مجموعهای از زیرمجموعه خانواده 𝑖∈𝐼{𝑌𝑖}اکنون فرض کنیم 

∩𝑖∈𝐼 𝑔(𝑌𝑖) = 𝑔(∪𝑖∈𝐼 𝑌𝑖). 

 گیریم که  به این ترتیب نتیجه می

∧𝑖∈𝐼
𝑔𝑓

𝑔(𝑌𝑖) =∧𝑖∈𝐼
𝑔

𝑔(𝑌𝑖). 

 چنین داریمهم

𝑔𝑓(∪𝑖∈𝐼 𝑔(𝑌𝑖)) = 𝑔(∩𝑖∈𝐼 𝑓𝑔(𝑌𝑖)). 

 شود: ی زیر نتیجه گرفته میبنابراین رابطه 

∨𝑖∈𝐼
𝑔𝑓

𝑔(𝑌𝑖) =∨𝑖∈𝐼
𝑔

𝑔(𝑌𝑖). 

𝑌، برای هر  12.2( از گزاره  2علاوه با توجه به بند )ی کامل است. بهیک مشبکه  (𝑔(𝒫(𝐵));∧𝑔,∨𝑔)رو  از این  ⊆ 𝐵 

𝑔(𝐵)داریم  ⊆ 𝑔(𝑌) ⊆ 𝑔(∅)رو  . از این 

(𝑔(𝒫(𝐵));∧𝑔,∨𝑔, 0 = 𝑔(𝐵), 1 = 𝑔(∅)), 

 ∎ی کراندار است. یک مشبکه

 های اول حالت و اول کمینه حالت پالایه  -3

[،  7]پردازیم. در  ی حالت میهای ماندههای اول کمینه حالت و اول حالت در مشبکهدر این بخش، به بررسی  مفهوم پالایه 

های  ها در مشبکه اند. در قسمت بعدی، این تعریف را یادآوری کرده و به مشخص کردن آن های بیشینه حالت بررسی شدهپالایه

 پردازیم.  می مانده

- 𝜈نامیم، هرگاه در هیچ  حالت می  بیشینهرا    𝑀  پالایه سره-𝜈ی حالت باشد.  ی ماندهمشبکه  𝔄𝑣فرض کنید  .  1.3تعریف  

 کنیم. استفاده می 𝑀𝑎𝑥(𝔄𝑣) ، از نمادبیشینههای  پالایه-𝜈ی ی همهالایه دیگری قرار نگیرد. برای نمایش مجموعهپ 

 توسیع داد. بیشینهپالایه -𝜈توان به را می 𝔄𝑣ی حالت  ی ماندهپالایه سره از یک مشبکه-𝜈هر  . 2.3گزاره  
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 ∎ی مستقیم از لم زورن است.    یک نتیجهاثبات.  

 [ است. 18.3، لم 33[ و ]3.3، قضیه 8[، ]4.5، گزاره 7ی زیر مشابه ]گزاره         

، شرایط زیر معادل  𝑀پالایه سره-𝜈صورت برای هر  ی حالت باشد. در اینی ماندهیک مشبکه   𝔄𝑣فرض کنید  .  3.3گزاره  

 هستند:

1) 𝑀 حالت است؛ بیشینه 

𝑥اگر  (2 ∉ 𝑀گاه  ، آن𝑚 ∈ 𝑀   و عدد صحیح𝑛   وجود دارند که𝑚 ⊙ (𝜈(𝑥) ⊙ 𝑥)𝑛 =  ؛0

𝑥اگر  (3 ∉ 𝑀گاه یک عدد صحیح ، آن𝑛 که  طوری وجود دارد به¬𝜈(𝑥)𝑛 ∈ 𝑀. 

𝑥(: فرض کنیم  1)  ⇒(  2)اثبات.   ∉ 𝑀    چون .𝑀  ،𝜈-  است، پس    بیشینهپالایهℱ𝜈(𝑀 ∪ {𝑥}) = 𝐴( از 2. طبق بند )

𝑚چنین و هم 𝑛، عدد صحیح  8.2گزاره  ∈ 𝑀  وجود دارند که𝑚 ⊙ (𝜈(𝑥) ⊙ 𝑥)𝑛 = 0 . 

𝑥(: فرض کنیم  2) ⇒(  3) ∉ 𝑀 صورت عدد صحیح  . در این𝑛   و𝑚 ∈ 𝑀 که طوری وجود دارند به 

𝑚 ⊙ (𝜈(𝑥) ⊙ 𝑥)𝑛 = 0. 

𝜈(𝑚)،  (𝔰14)و    (𝔰10)بنابر   ⊙ (𝜈(𝑥))
2𝑛

= 𝜈(𝑚). به این ترتیب داریم  0 ≤ ¬𝜈(𝑥)2𝑛  چون .𝑀  ،𝜈- ،پالایه است

𝜈(𝑚)بنابراین  ∈ 𝑀گیریم که  . لذا نتیجه می¬𝜈(𝑥)2𝑛 ∈ M. 

𝑥(: فرض کنیم  3) ⇒(  1) ∉ 𝑀 صورت برای عدد صحیح  . در این𝑛 ،¬𝜈(𝑥)𝑛 ∈ 𝑀( از گزاره 2. طبق بند )8.2 ، 

0 = ¬𝜈(𝑥)𝑛 ⊙ 𝜈(𝑥)𝑛 ∈ ℱ𝜈(𝑀, 𝑥). 

𝑀رو  از این  ∈ 𝑀𝑎𝑥(𝔄𝜈)          .∎ 

 صورت شرایط زیر برقرار هستند: ی حالت باشد. در اینی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  . 4.3گزاره  

𝑀از  (1 ∈ 𝑀𝑎𝑥(𝔄𝜈) گیریم که نتیجه می𝜈(𝑀) ∈ 𝑀𝑎𝑥(𝜈(𝐴))؛ 

2) 𝑀 ∈ 𝑀𝑎𝑥(𝜈(𝐴)) دهد  نتیجه می𝜈←(𝑀) ∈ 𝑀𝑎𝑥(𝔄𝜈)  . 

 سره است، 𝑀، چون 5.2( از گزاره 3باشد. با توجه به بند ) بیشینهپالایه -νیک   𝑀(:فرض کنیم  1)اثبات.  

 𝜈(𝑀) = 𝑀 ∩ 𝜈(𝐴) به این ترتیب .𝜈(𝑀)  یک پالایه سره از𝜈(𝐴)   است. فرض کنیم𝑥 ∈ 𝜈(𝐴)\𝜈(𝑀)   . 

𝑥لذا   ∉ 𝑀  عدد صحیح  3.3( از گزاره  3رو طبق بند )از این ،𝑛  که  طوری وجود دارد به¬𝑥𝑛 = ¬𝜈(𝑥)𝑛 ∈ 𝑀  در نتیجه .

ν(𝑀)  ی  ی ماندهاز مشبکه  بیشینهیک پالایه𝜈(𝐴)  .است 
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𝜈←(𝑀)گیریم سره است، نتیجه می  𝑀باشد. چون    𝜈(𝐴)ی  ی ماندهیک پالایه بیشینه از مشبکه  𝑀(: فرض کنیم  2) ⊊

𝐴  ( از گزاره  3و لذا طبق بند )5.2  ،𝜈←(𝑀)    یک𝜈-  پالایه از𝔄    است. اکنون فرض کنیم𝑥 ∉ 𝜈←(𝑀)  صورت . در این

𝜈(𝑥) ∉ 𝑀   و لذا عدد صحیح𝑛 ای وجود دارد که  گونه به¬𝜈(𝑥)𝑛 ∈ 𝑀  بنابر .(𝔰5)   و(𝔰9)  داریم 

𝜈(¬𝜈(𝑥)𝑛) = ¬𝜈(𝑥)𝑛 ∈ 𝑀. 

𝜈(𝑥)𝑛¬در نتیجه  ∈ 𝜈←(𝑀)( از گزاره 3. بنابراین، طبق بند )3.3  ،𝜈←(𝑀)  یک𝜈- .پالایه بیشینه است∎ 

کنید  .  5.3تعریف   ماندهیک مشبکه   𝔄𝜈فرض  باشد.  ی  به  𝑃پالایه سره-𝜈ی حالت  )یا  اول حالت  پالایه  تر، طور دقیقرا 

برای هر  -𝜈پالایه  نامیم، هرگاه  𝐹2  ،𝐹1و    𝐹1پالایه-𝜈اول(  ∩ 𝐹2 = 𝑃    نتیجه بدهد که𝐹1 = 𝑃    یا𝐹2 = 𝑃عبارت . به

 ناپذیر باشد.  تحویل-∩،  𝑃دیگر،  

از  ی تمام پالایهمجموعه  شود که چنین به آسانی مشاهده میدهیم. همنشان می  𝑆𝑝𝑒𝑐𝜈(𝔄𝜈)را با    𝔄𝜈های اول حالت 

𝑀𝑎𝑥(𝔄𝜈) ⊆ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝜈(𝔄𝜈). 

های اول  جبرها مشخص کرد. در گزاره بعدی، پالایه-𝐵𝐿های اول حالت را برای شبه  [، پالایه6.3، گزاره  8کانستنتنیسکو در ]

 کنیم. های مانده مشخص میحالت را در مشبکه 

 ، شرایط زیر معادل یکدیگرند: 𝑃پالایه-𝜈ی حالت باشد. برای هر  ی ماندهمشبکه 𝔄𝜈فرض کنید  .  6.3گزاره  

1) 𝑃 یک پالایه اول حالت است؛ 

𝐹1پالایه باشند و  -𝐹2  ،𝜈و   𝐹1اگر  (2 ∩ 𝐹2 ⊆ 𝑃گاه  ، آن𝐹1 ⊆ 𝑃  یا𝐹2 ⊆ 𝑃 ؛ 

,𝑥اگر  (3 𝑦 ∈ 𝐴 کهطوریوجود داشته باشند به 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦)) ∈ 𝑃, 

𝑥گاه  آن  ∈ 𝑃   یا𝑦 ∈ 𝑃 . 

𝐹1که  طوری پالایه باشند به-𝐹2  ،𝜈و   𝐹1(: فرض کنیم  1) ⇒(  2)اثبات.   ∩ 𝐹2 ⊆ 𝑃 به این ترتیب . 

 (𝐹1 ∩ 𝐹2) ∨𝜈 𝑃 = 𝑃 اکنون داریم . 

(𝐹1 ∨𝜈 𝑃) ∩ (𝐹2 ∨𝜈 𝑃) = 𝑃, 

𝐹1یعنی   ∨𝜈 𝑃 = 𝑃   یا𝐹2 ∨𝜈 𝑃 = 𝑃  حال فرض کنیم .𝐹1 ∨𝜈 𝑃 = 𝑃 در نتیجه داریم . 

𝐹1 ∪ 𝑃 ⊆ 𝐹1 ∨𝜈 𝑃 = 𝑃, 

𝐹1رو و از این ⊆ 𝑃 . 
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کنیم    (:2)  ⇒(  3) ,𝑥فرض  𝑦 ∈ 𝐴  به باشند  داشته  𝑥)که  طوری وجود  ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦)) ∈ 𝑃چنین . هم

𝑧فرض کنیم  ∈ ℱ𝜈(𝑃, 𝑥) ∩ ℱ𝜈(𝑃, 𝑦)  .( از گزاره  2اکنون بنابر بند )اعداد صحیح  8.2 ،𝑚   و𝑛   و𝑝1و 𝑝2 ∈ 𝑃   وجود

 که طوری دارند به

𝑥 ≥ (𝑝1 ⊙ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥))𝑛) ∨ (𝑝2 ⊙ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥))𝑚). 

 گیریم که ، نتیجه می(𝑟2)ی بنابر رابطه

𝑥 ≥ (𝑝1 ∨ 𝑝2) ⊙ (𝑝1 ∨ (𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦))𝑚)  ⊙ ((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥))𝑛 ∨ 𝑝2) ⊙ ((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) 

∨ (𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦)))𝑛𝑚. 

𝑥گیریم که  پس نتیجه می ∈ 𝑃  و بنابراین 

ℱ𝜈(𝑃, 𝑥) ∩ ℱ𝜈(𝑃, 𝑦) ⊆ 𝑃, 

𝑥دهد  که نتیجه می ∈ ℱ𝜈(𝑃, 𝑥) ⊆ 𝑃   یا𝑦 ∈ ℱ𝜈(𝑃, 𝑦) ⊆ 𝑃 . 

𝐹1که طوریپالایه باشند به-𝜈دو   𝐹2و   𝐹1(: فرض کنیم  3) ⇒(  1) ∩ 𝐹2 = 𝑃  ،𝐹1 ≠ 𝑃   و𝐹2 ≠ 𝑃فرض کنیم . 

 𝑥 ∈ 𝐹1\𝑃   و𝑦 ∈ 𝐹2\𝑃 بنابراین داریم . 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦)) ∈ 𝐹1 ∩ 𝐹2 = 𝑃, 

𝑥و به این معنی است که   ∈ 𝑃   یا𝑦 ∈ 𝑃 باشد.             که یک تناقض می∎ 

,𝑥نامیم، هرگاه از  ی حالت میبسته-∨ی را زیرمجموعه  𝔄𝜈از  C   ی غیرتهیزیرمجموعه  𝑦 ∈ C  نتیجه بگیریم که 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦)) ∈ C. 

′𝑃ی اول حالت است، اگر و تنها اگر  یک پالایه  𝑃پالایه باشد. واضح است که  -𝜈یک    𝑃فرض کنیم  .  5ملاحظه   ≔ 𝐴 − 𝑃  

زیرمجموعه  بهبسته-∨ی  یک  باشد.  اگر  ی حالت  از خانواده  𝛤علاوه  آنپالایه-𝜈ای  باشد،  اول حالت  ∪)گاه  های  𝛤)′    یک

 ی حالت است.  بسته -∨ی زیرمجموعه 

  𝐹باشد که اشتراک آن با    𝔄𝜈ی حالت از  بسته-∨ی  یک زیرمجموعه Cو    𝔄𝜈پالایه از  -𝜈یک    𝐹فرض کنید  .  7.3قضیه  

اول  -𝑃  ،𝜈علاوه است. به   بیشینه،  "Cخاصیت اشتراک نداشتن با "قرار دارد که نسبت به  𝑃پالایه -𝜈درون   𝐹گاه تهی است. آن

 است. 

 فرض کنیم  اثبات. 

Σ = {G ∈ ℱ(𝔄𝜈) ∶ 𝐹 ⊆ 𝐺, 𝐺 ∩C = ∅}. 
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 باشد. فرض کنیم  Σعضو بیشینه  𝑃کند. فرض کنیم  در لم زورن صدق می Σروشن است که 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦)) ∈ 𝑃, 𝑥, 𝑦 ∉ 𝑃. 

 ، داریم𝑃با توجه به بیشینه بودن 

ℱ𝜈(𝑃, 𝑥) ∩C ≠ ∅, ℱ𝜈(𝑃, 𝑦) ∩C ≠ ∅. 

 فرض کنیم  

𝑎𝑥 ∈ ℱ𝜈(𝑃, 𝑥) ∩C, 𝑎𝑦 ∈ ℱ𝜈(𝑃, 𝑦) ∩C.  

,𝑝𝑥چنین  و هم 𝑛و   𝑚، اعداد صحیح 8.2( از گزاره 2با توجه به بند ) 𝑝𝑦 ∈ 𝑃 که طوری وجود دارند به 

(𝑎𝑥 ⊙ 𝜈(𝑎𝑥)) ∨ (𝑎𝑦 ⊙ 𝜈(𝑎𝑦)) ≥ (𝑝𝑥 ⊙ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥))
𝑛

) ∨ (𝑝𝑦 ⊙ (𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦))
𝑚

). 

 داریم (𝑟2)بنابر  

(𝑎𝑥 ⊙ 𝜈(𝑎𝑥)) ∨ (𝑎𝑦 ⊙ 𝜈(𝑎𝑦)) ≥ (𝑝𝑥 ∨ 𝑝𝑦) ⊙ (𝑝𝑥 ∨ (𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦))
𝑚

) ⊙ 

((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥))
𝑛

∨ 𝑝𝑦) ⊙ ((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦)))
𝑛𝑚

, 

 رو و از این

(𝑎𝑥 ⊙ 𝜈(𝑎𝑥)) ∨ (𝑎𝑦 ⊙ 𝜈(𝑎𝑦)) ∈ 𝑃 ∩C, 

𝑥که یک تناقض است. بنابراین   ∈ 𝑃   یا𝑦 ∈ 𝑃  6.3و با توجه به گزاره  ،𝑃   .یک پالایه اول حالت است 

𝑥باشد،   𝔄𝑛پالایه از -𝜈یک   𝐹فرض کنید  . 8.3نتیجه   ∈ 𝐴   و∅ ≠ 𝑋 ⊆ 𝐴صورت شرایط زیر برقرار هستند:. در این 

𝑋اگر   (1 ⊈ 𝐹گاه ، آن𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝜈(𝔄𝜈)  که  طوری وجود دارد به𝐹 ⊆ 𝑃   و𝑃   نسبت به ویژگی𝑋 ⊈ 𝑃 ، بیشینه

 است؛

2) ℱ𝜈(𝑋) =∩ {𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝜈(𝔄𝜈): 𝑋 ⊆ 𝑃}. 

 ∎است.        7.3ی مستقیم از قضیه نتیجهاثبات.  

𝑋ی حالت باشد و  ی ماندهیک مشبکه   𝔄𝜈فرض کنیم  .  9.3تعریف   ⊆ 𝐴  پالایه اول حالت .𝑃   را پالایه اول کمینه حالت

 حالت(، هرگاه -𝑋نامیم )پالایه اول کمینه  می 𝑋متعلق به  

{𝑄 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝜈(𝔄𝜈) ∶ 𝑋 ⊆ 𝑄 ⊆ 𝑃} = 𝑃. 
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داشته   𝑃دهیم. اگر برای پالایه اول حالت نشان می  𝑀𝑖𝑛𝑋(𝔄𝜈)را با   𝔄𝜈حالت -𝑋های اول کمینه ی پالایهی همهمجموعه 

𝑃باشیم   ∈ 𝑀𝑖𝑛1(𝔄𝜈)گاه  ، آن𝑃 نامیم.  را پالایه  اول کمینه حالت می 

 بنابر لم زورن، لم زیر را داریم: 

Cباشد که    𝔄𝜈ی حالت از  بسته -∨ی  یک زیرمجموعه Cباشد. اگر    𝔄𝜈پالایه از  -𝜈یک    𝐹فرض کنید  .  10.3لم   ∩ 𝐹 = ∅  ،

 ، بیشینه است، قرار دارد."𝐹اشتراک نداشتن با  "که نسبت به خاصیت Ϲی حالت  بسته -∨ی در یک زیرمجموعه C   گاه آن 

𝑃باشد.    𝔄𝜈پالایه از  -𝜈یک    𝐹فرض کنید  .  11.3قضیه  ⊆ 𝐴    را پالایه اول کمینه𝐹-  حالت گوییم، اگر و تنها اگر𝑃′   یک

 ، بیشینه باشد.  "𝐹اشتراک نداشتن با  "که نسبت به خاصیت طوری باشد به 𝔄از  بسته -∨ی زیرمجموعه 

کنیم  اثبات.   𝑃فرض  ⊆ 𝐴  که  طوری به𝑃′   زیرمجموعه از  بسته -∨ی  بزرگترین  حالت  به خاصیت   𝔄𝜈ی  نسبت  و  باشد 

𝑄ای وجود دارد که گونهبه  𝑄، پالایه اول حالت 7.3، بیشینه باشد. بنابر گزاره  "𝐹اشتراک نداشتن با " ∩ 𝑃′ = . بنابراین ∅

𝑄 ⊆ 𝑃  5. با توجه به ملاحظه  ،𝑄′   ی حالت از  بسته -∨ی  یک زیرمجموعه𝔄𝜈    ،است. طبق فرض𝑃′ ⊆ 𝑄′    و𝑄′ ∩ 𝐹 =

′𝑃، داریم  ′𝑃. با توجه به بیشینه بودن  ∅ = 𝑄′    و𝑃 = 𝑄گیریم که  . بنابراین نتیجه می𝑃    یک پالایه اول حالت است و

 حالت است. -𝐹یک پالایه اول کمینه  𝑃علاوه  به

ی حالت بسته-∨ی زیرمجموعه ′𝑃،  5باشد. بنابر ملاحظه  𝔄𝜈حالت از  -𝐹یک پالایه اول کمینه  𝑃برعکس، فرض کنیم      

′𝑃است که    𝔄𝜈از   ∩ 𝐹 = گیریم که  در نظر می  𝔄𝜈ی حالت از  بسته-∨ی  را زیرمجموعه C،  10.3. با استفاده از لم  ∅

C، بیشینه باشد. به این ترتیب " 𝐹اشتراک نداشتن با  “نسبت به خاصیت 
Cحالت است که -𝐹یک پالایه اول کمینه  ′

′ ∩

𝑃′ = Cرو  و از این  ∅
′ ⊆ 𝑃  ،طبق فرض .C = 𝑃′،بنابراین .𝑃′  از    بسته-∨ی  یک زیرمجموعه𝔄𝜈    است که نسبت به

 ∎، بیشینه است. "𝐹اشتراک نداشتن با  "خاصیت 

𝑋ی حالت،  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنیم  .  12.3نتیجه   ⊆ 𝐴  و𝑃   یک پالایه اول حالت شامل𝑋 صورت  باشد. در این

 وجود دارد.   𝑃حالت مشمول  در -𝑋یک پالایه اول کمینه 

از  بسته-∨ی  یک زیرمجموعه   ′𝑃،  5طبق ملاحظه  اثبات.   ′𝑃که  طوری است به  𝔄𝜈ی حالت  ∩ ℱ𝜈(𝑋) = . بنابر لم  ∅

 دست آورد که نسبت به ویژگی به ′𝑃شامل   𝔄از   Cی حالت بسته-∨ی توان یک زیرمجموعه ، می10.3

C ∩ ℱ𝜈(X) = C،  11.3بیشینه است. با توجه به قضیه    ∅
است.   𝑃حالت و مشمول  در  -ℱ𝜈(𝑋)یک پالایه اول کمینه    ′

Cدر نتیجه 
 ∎است.      𝑃حالت مشمول در - 𝑋یک پالایه اول کمینه  ′

𝑋ی حالت باشد و  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  . 13.3نتیجه   ⊆ 𝐴 صورت داریم. در این 

ℱ𝜈(𝑋) =∩ {𝑚 ∈ 𝑀𝑖𝑛𝜈(𝔄𝜈) ∶ 𝑋 ⊆ 𝑚}. 
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 های زیر را در نظر بگیرید: مجموعه اثبات. 

𝛴 = {𝑃 ∈ 𝑆𝑝𝑒𝑐𝜈(𝔄𝜈) ∶ 𝑋 ⊆ 𝑃}, 

𝛤 = {𝑚 ∈ 𝑀𝑖𝑛𝜈(𝔄𝜈) ∶ 𝑋 ⊆ 𝑚}. 

∩، کافی است نشان دهیم که  8.3( از نتیجه  2با توجه به بند ) 𝛴 =∩ 𝛤 واضح است که .∩ 𝛴 ⊆∩ 𝛤 اکنون فرض کنیم .

𝑎 ∈∩ 𝛤    و𝑃    عضو دلخواهی ازΣ    یک پالایه اول کمینه  12.3باشد. بنابر نتیجه ،𝑋-  حالت𝔪مشمول در ،𝑃   وجود دارد. از

𝑎رو این ∈ 𝔪 ⊆ 𝑃   و به این ترتیب∩ 𝛤 ⊆∩ Σ         .∎ 

 

 سازهای حالت پوچ هم  -4

کنیم  چنین ثابت میپردازیم. همی حالت میهای ماندهیافته در مشبکهسازهای تعمیمپوچهم-𝜈در این بخش، به معرفی مفهوم  

بین   ارتباطی  تعمیمپوچهم-νکه  ماندهیافته در مشبکهسازهای  نشان  های  نهایت،  در  است.  برقرار  گالوا  التصاق  و  ی حالت 

 دهد.  ی حالت، یک جبر هیتینگ کامل را تشکیل میی ماندههای یک مشبکهپالایه-νی دهیم که مجموعهمی

𝑋باشد. به ازای هر    𝔄ای از  پالایه  𝐹ی حالت و  ی ماندهیک مشبکه   𝔄𝜈فرض کنید  .  1.4تعریف   ⊆ 𝐴  ،ν-ساز  پوچهم𝑋  

:𝐹)را با   𝐹متعلق به   𝑋)𝜈 کنیم: صورت زیر تعریف مینشان داده و به 

(𝐹: 𝑋)𝜈 = {𝑎 ∈ 𝐴 ∶ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨  (𝑎 ⊙ 𝜈(𝑎)) ∈ 𝐹, ∀𝑥 ∈ 𝑋}. 

𝑋اگر   = {𝑥1, … , 𝑥𝑛}گاه  ، آن(𝐹: 𝑋)𝜈   را با  (𝐹: 𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝜈  1)علاوه دهیم. بهنشان می: 𝑋)𝜈     راν-ساز  پوچهم𝑋 

𝑋𝜈نامیده و با  
 دهیم.  نشان می ⊥

حالت  .  2.4مثال   مثال    𝐹2پالایه  می  4.2از  نظر  در  میرا  مشاهده  که  گیریم.  :𝐹2)کنیم  0)𝜈 = (𝐹2: 𝑏)𝜈 = 𝐹2    و

(𝐹2: 𝑎)𝜈 = (𝐹2: 𝑐)𝜈 = (𝐹2: 1)𝜈 = 𝐴5  . 

،  [32]شود )در  نامیده می  𝑋وابسته به    𝐹ی  یافتهبیان کردیم، پالایه توسعه  1.4که در تعریف    𝑋ساز  پوچهم-ν.  6ملاحظه  

در   ی ماندههای یک مشبکه ی پالایهیافته در مشبکههای توسعهجبرها(. پالایه-𝐵𝐿برای شبه  [،  6،9]ها و در تکواره-𝑅ℓبرای  

[ تعمیم  33های مانده در ]جبرها و برای مشبکه-𝐵𝐿حالت  [، به شبه8یافته در ]ی توسعه [ مشخص شدند. مفهوم پالایه41]

وقتی پالایهیافتند  توسعه که  نامیده شدند. همپوچیافته، همهای حالت  پالایهسازها  توسعهچنین  برای مشبکههای  های  یافته 

 [ تعمیم یافتند.  42حالت در ]-𝑔ی  مانده

 پالایه هستند.  -νی حالت،  ی ماندهسازهای یک مشبکهپوچهم-νدهیم که بعدی، نشان می در گزاره
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𝑋صورت برای هر  باشد. در این  𝔄ای از  پالایه  𝐹ی حالت و  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  .  3.4گزاره   ⊆ 𝐴  ،(𝐹: 𝑋)𝜈 

 است.   𝔄𝜈ای از پالایه

𝑋فرض کنیم اثبات.   ⊆ 𝐴صورت بنابر . در این( 𝔰7) ،1 ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈 زیرا فرض کنیم ،𝑥 ∈ 𝑋  :باشد دراین صورت داریم 

   (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (1 ⊙ 𝜈(1)) = 1 ∈ 𝐹    ازاینکه  .𝜈(1)) = شده و نتیجه می گیریم    1، لذا پرانتزدوم برابر  1

1 ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈. 

,𝑎اکنون فرض کنیم  𝑏 ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈صورت برای هر . در این𝑥 ∈ 𝑋  ، 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑎 ⊙ 𝜈(𝑎)) ∈ 𝐹, 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑏 ⊙ 𝜈(𝑏)) ∈ 𝐹. 

 گیریم کهرو نتیجه میاز این 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝑎, (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎) ∈ 𝐹, 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝑏, (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑏) ∈ 𝐹. 

 چنین داریمهم

((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝑎) ⊙ ((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝑏) ∈ 𝐹, 

((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎)) ⊙ ((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑏)) ∈ 𝐹. 

 ، (𝑟2)ی با توجه به رابطه

((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝑎) ⊙ ((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝑏) ≤ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑎 ⊙ 𝑏), 

 دهد: ی زیر را نتیجه میی اخیر، رابطه رابطه که 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑎 ⊙ 𝑏) ∈ 𝐹. 

 ، داریم (𝔰9)و   (𝑟2)بنابر  

((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎)) ⊙ ((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑏)) ≤ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝜈(𝑎) ⊙ 𝜈(𝑏))

≤ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎 ⊙ 𝑏), 

 گیریم که و از این رابطه، نتیجه می
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(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎 ⊙ 𝑏) ∈ 𝐹. 

 به این ترتیب

((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑎 ⊙ 𝑏)) ⊙ ((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎 ⊙ 𝑏)) ∈ 𝐹. 

 ، داریم (𝑟2)ی با توجه به رابطه

((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑎 ⊙ 𝑏)) ⊙ ((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎 ⊙ 𝑏))

≤ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ ((𝑎 ⊙ 𝑏) ⊙ 𝜈(𝑎 ⊙ 𝑏)), 

 دهد: ی زیر را نتیجه میکه رابطه 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ ((𝑎 ⊙ 𝑏) ⊙ 𝜈(𝑎 ⊙ 𝑏)) ∈ 𝐹. 

𝑎لذا   ⊙ 𝑏 ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈  اگر .𝑎 ≤ 𝑏گاه بنابر  ، آن(𝔰2)  گیریم که  نتیجه می𝑎 ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈    و در نتیجه𝑏 ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈  .

:𝐹)رو  از این  𝑋)𝜈 ای از  پالایه𝔄   است. اکنون فرض کنیم𝑎 ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈رو . از این 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑎 ⊙ 𝜈(𝑎)) ∈ 𝐹, 

𝑥)و در نتیجه  ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎) ∈ 𝐹 چون .𝐹  پالایه است، لذا 

((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎)) ⊙ ((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎)) ∈ 𝐹. 

 ، (𝑟2)ی از طرفی بنابر رابطه

((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎)) ⊙ ((𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ 𝜈(𝑎)) ≤ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝜈(𝑎) ⊙ 𝜈(𝑎)). 

 آوریم: دست میی زیر را به، رابطه(𝔰13)با استفاده از 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝜈(𝑎) ⊙ 𝜈(𝜈(𝑎))) = (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝜈(𝑎) ⊙ 𝜈(𝑎)) ∈ 𝐹. 

𝜈(𝑎)گیریم که  به این ترتیب نتیجه می ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈  لذا .(𝐹: 𝑋)𝜈   یک𝜈-     .پالایه است∎ 

 کنیم. مییافته را بیان سازهای توسعهپوچهم-νهای  ی بعدی، برخی از ویژگیدر گزاره

,𝑋صورت برای هر  ی حالت باشد. در اینی ماندهیک مشبکه   𝔄𝜈فرض کنید  . 4.4گزاره  𝑌 ∈ 𝒫(𝐴)   و𝐹, 𝐺 ∈ ℱ(𝔄)  ،

 شرایط زیر برقرار هستند: 

𝑋از  (1 ⊆ (𝐹: 𝑌)𝜈  ،𝑌 ⊆ (𝐹: 𝑋)𝜈 شود؛نتیجه می 
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𝐹گاه  پالایه باشد، آن-𝐹  ،νاگر  (2 ⊆ (𝐹: 𝑋)𝜈 ؛ 

𝐹از  (3 ⊆ 𝐺  ،(𝐹: 𝑋)𝜈 ⊆ (𝐺: 𝑋)𝜈 شود؛نتیجه می 

4) (𝐹: 𝑋)𝜈 = 𝐴   اگر و تنها اگر برای هر ،𝑥 ∈ 𝑋  ،𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥) ∈ 𝐹علاوه اگر داشته باشیم   . به𝐹 ∈ ℱ(𝔄𝜈)              

(𝐹: ∅)𝜈 = (𝐹: 1)𝜈 = 𝐴گاه  ، آن(𝐹: 𝐹)𝜈 = 𝐴؛ 

5) 𝑋 ∩ (𝐹: 𝑋)𝜈 ⊆ 𝐹؛ 

𝐹پالایه باشد و  -𝐹  ،𝜈اگر   (6 ⊆ 𝑋گاه  ، آن𝑋 ∩ (𝐹: 𝑋)𝜈 = 𝐹ویژه برای هر  . به𝜈- پالایه𝐹  داریم ،(𝐹: 𝐴)𝜈 =

𝐹. 

𝑋(: فرض کنیم  1)اثبات.   ⊆ (𝐹: 𝑌)𝜈   و𝑥 ∈ 𝑋 صورت برای هر . در این𝑦 ∈ 𝑌 داریم ، 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑦 ⊙ 𝜈(𝑦)) ∈ 𝐹, 

𝑦یعنی   ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈رو . از این𝑌 ⊆ (𝐹: 𝑋)𝜈 . 

𝑓(: فرض کنیم  2) ∈ 𝐹 چون .𝐹 ∈ ℱ(𝔄𝜈) بنابراین ، 

ν(𝑓) ∈ 𝐹, 𝑓 ⊙ 𝜈(𝑓) ∈ 𝐹. 

𝑥پس برای هر   ∈ 𝑋 داریم ، 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑓 ⊙ 𝜈(𝑓)) ≥ 𝑓 ⊙ 𝜈(𝑓) ∈ 𝐹. 

𝑓در نتیجه  ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈. 

𝐹(: فرض کنیم  3) ⊆ 𝐺   و𝑎 ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈  به این ترتیب برای هر .𝑥 ∈ 𝑋داریم ، 

(𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑎 ⊙ 𝜈(𝑎)) ∈ 𝐹 ⊆ 𝐹. 

𝑎رو  از این  ∈ (𝐺: 𝑋)𝜈. 

:𝐹)(: فرض کنیم  4) 𝑋)𝜈 = 𝐴   و𝑥 ∈ 𝑋 رو. از این 

𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥) = (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∈ 𝐹. 

𝑥به این ترتیب  ⊙ 𝜈(𝑥) ∈ 𝐹   . 

𝑎برعکس، فرض کنیم       ∈ 𝐴 لذا برای هر .𝑥 ∈ 𝑋  ، 

𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥) ≤ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑎 ⊙ 𝜈(𝑎)). 

𝑎به این ترتیب با توجه به فرض،   ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈  یعنی ،(𝐹: 𝑋)𝜈 = 𝐴ی اثبات نیز واضح است. مانده. باقی 
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𝑥(: فرض کنیم  5) ∈ 𝑋 ∩ (𝐹: 𝑋)𝜈  در نتیجه . 

𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥) = (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∨ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∈ 𝐹. 

𝑥)چون   ⊙ 𝜈(𝑥)) ≤ 𝑥  لذا ،𝑥 ∈ 𝐹   . 

 ∎( است.    5( و )2ی مستقیم بندهای )(: نتیجه 6)

دهند. در  ی حالت، تشکیل جبر هیتینگ میی ماندههای یک مشبکهپالایه-νی  ، مشاهده کردیم که مجموعه4در ملاحظه  

 پردازیم.  سازها میپوچهم-𝜈های نسبی این جبر هیتینگ در متممگزاره بعدی، به بررسی شبه

متمم نسبی  صورت شبه باشند. در این 𝔄𝜈پالایه از  -ν، دو  𝐺و  𝐹ی حالت و  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  .  5.4گزاره  

𝐺  نسبت به𝐹  ،(𝐹: 𝐺)𝜈   .است 

 ، داریم  4.4( از گزاره 5طبق بند )اثبات.  

𝐺 ∩ (𝐹: 𝐺)𝜈 ⊆ 𝐹. 

𝐺، داشته باشیم  𝐻پالایه-νاکنون فرض کنیم که برای   ∩ 𝐻 ⊆ 𝐹چنین فرض کنیم  . همℎ ∈ 𝐻    و𝑔 ∈ 𝐺  چون .𝐺    و

𝐻  ،ν-پالایه هستند، داریم 

(ℎ ⊙ 𝜈(ℎ)) ∨ (𝑔 ⊙ 𝜈(𝑔)) ∈ 𝐺 ∩ 𝐻 ⊆ 𝐹, 

ℎو در نتیجه   ∈ (𝐹: 𝐺)𝜈  بنابراین .𝐻 ⊆ (𝐹: 𝐺)𝜈گیریم که  . لذا نتیجه می(𝐹: 𝐺)𝜈  متمم نسبی از  یک شبه𝐺   نسبت

 ∎است.      𝐹به 

 دست آمده است. به  5.4نتیجه زیر بلافاصله از گزاره   

 صورت روابط زیر برقرار هستند:باشد. در این 𝔄ی حالت  ی ماندهیک پالایه از مشبکه  𝐹فرض کنیم  .  6.4نتیجه  

1) (ℱ𝐹(𝔄𝜈);∩,∨, (𝐹: −), 𝐹, 𝐴) است؛  کامل یک جبر هیتینگ 

2) ℱ𝐹(𝔄𝜈)  یک جبر بولی است، اگر و تنها اگر برای هر𝐺 ∈ ℱ𝐹(𝔄𝜈)  ،(𝐹: (𝐹: 𝐺)𝜈) = 𝐺. 

 ، ازاین که هر دو عنصر دارای شبه متمم نسبی هستند، نتیجه میگیریم  5.4با توجه به گزاره اثبات:   

(ℱ𝐹(𝔄𝜈);∩,∨, (𝐹: −), 𝐹, 𝐴)  .یک جبر هیتینگ است 

 باشد. نگاشت زیر را در نظر بگیرید:  𝔄ای از پالایه 𝐹ی حالت و  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  .  7.4گزاره  

C𝐹
𝜈 : 𝒫(𝐴) → 𝒫(𝐴), 
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                    𝑋 ↦ (𝐹: 𝑋)𝜈 

C𝐹)صورت زوج در این
𝜈 ,C𝐹

𝜈)  یک التصاق گالوا روی𝒫(𝐴)   .است 

 ∎، واضح است.   4.4( از گزاره 1طبق بند )اثبات.  

 شود.  زیر حاصل می ، نتیجه7.4و گزاره  13.2، گزاره 12.2با توجه به گزاره 

,𝑋باشد. برای هر    𝔄ای از  ، پالایه𝐹ی حالت و  ی ماندهیک مشبکه   𝔄𝜈فرض کنید  . 8.4نتیجه  𝑌 ⊆ 𝐴 شرایط زیر برقرار ،

 هستند:

1) 𝑋 ⊆ (𝐹: (𝐹: 𝑋)𝜈)𝜈؛ 

𝑋از  (2 ⊆ 𝑌  ،(𝐹: 𝑌)𝜈 ⊆ (𝐹: 𝑋)𝜈 شود؛نتیجه می 

3) (𝐹: 𝑋)𝜈 = (𝐹: (𝐹: (𝐹: 𝑋)𝜈)𝜈)𝜈؛ 

4) C𝐹C𝐹  یک عملگر بستار روی𝒫(𝐴)   است و 

CC𝐹
𝜈
C𝐹

𝜈 = C𝐹
𝜈(𝒫(𝐴)) = {(𝐹: 𝑋)𝜈 ∶ 𝑋 ⊆ 𝐴}. 

 کنیم.  یافته را بیان میسازهای حالت توسعهپوچهای هم، برخی از ویژگی7.4عنوان کاربردی از گزاره در گزاره بعدی، به

 ی باشد. برای هـر خانواده 𝔄𝜈ای از پالایه 𝐹ی حالـت و  ی ماندهیک مـشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  .  9.4گزاره  

{𝑋} ∪ {𝑋𝑖}𝑖∈𝐼 ⊆ 𝒫(𝐴) برقرار هستند:، شرایط زیر 

1) (𝐹:∪𝑖∈𝐼 𝑋𝑖)𝜈 =∩𝑖∈𝐼 (𝐹: 𝑋𝑖)𝜈؛ 

2) (𝐹: 𝑋)𝜈 =∩𝑥∈𝑋 (𝐹: 𝑥)𝜈؛ 

:𝐹)گاه  باشد، آن  𝐹یک پالایه مشمول در   𝐺اگر  (3 ℱ𝜈(𝐺, 𝑋))𝜈 = (𝐹: 𝑋)𝜈؛ 

4) (𝐹: ℱ𝜈(𝑋))𝜈 = (𝐹: 𝑋)𝜈 ًخصوصا ،(𝐹: 0)𝜈 = 𝐹 ؛ 

,ℱ𝜈(𝐺گاه  باشد، آن  𝐹یک پالایه مشمول در   𝐺اگر  (5 𝑋) ∩ (𝐹: 𝑋)𝜈 ⊆ 𝐹؛ 

6) ℱ𝜈(𝐹, 𝑋) ∩ (𝐹: 𝑋)𝜈 = 𝐹؛ 

7) (𝐹: 𝑋)𝜈 = (𝐹: 𝑋 − 𝐹)𝜈. 

 ، واضح است. 13.2( از گزاره 2و بند ) 7.4(: طبق گزاره 1)اثبات.  

𝑋(: با قرار دادن  2) =∪𝑥∈𝑋 {𝑥}( به1، نتیجه از بند ،)آید.  دست می 

 ، داریم 8.4( از گزاره 2باشد. طبق بند ) Fیک پالایه مشمول در  𝐺(: فرض کنیم  3)

(𝐹: ℱ(𝐺, 𝑋))
𝜈

⊆ (𝐹: 𝑋)𝜈 . 
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𝑎اکنون فرض کنیم   ∈ (𝐹: 𝑋)𝜈( از گزاره  2( و )1. با توجه به بندهای )4.4 ،𝐺 ∪ 𝑋 ⊆ (𝐹: 𝑎)𝜈  چون .(𝐹: 𝑎)𝜈  ،

𝜈-پالایه است، بنابراین 

ℱ𝜈(𝐺, 𝑋) ⊆ (𝐹: 𝑎)𝜈 , 

𝑎و لذا   ∈ (𝐹: ℱ𝜈(𝐺, 𝑋))𝜈. 

𝐺و قرار دادن   9.4( از گزاره 3، بند )8.2( از نتیجه 2(: با توجه به بند )4) =  وضوح آشکار است. ، اثبات به1

 ، داریم 4.4( از گزاره 6علاوه طبق بند )به

(𝐹: 0)𝜈 = (𝐹: ℱ𝜈(0))
𝜈

= (𝐹: 𝐴)𝜈 = 𝐹. 

 شود.، نتیجه می4.4ی ( از گزاره5چنین بند )و هم 9.4( از گزاره 3(: طبق بند )5)

 شود. ، نتیجه می4.4( از گزاره 6چنین  بند )و هم 9.4( از گزاره 3(: با توجه به بند )6)

 (، داریم 1(: طبق بند )7)

(𝐹: 𝑋)𝜈 = (𝐹: (𝑋 − 𝐹) ∪ (𝑋 ∩ 𝐹))𝜈 = (𝐹: 𝑋 − 𝐹) ∩ (𝐹: 𝑋 ∩ 𝐹). 

:𝐹)،  4.4( از گزاره 4با توجه به بند ) 𝑋 ∩ 𝐹)𝜈 = 𝐴 در نتیجه داریم .(𝐹: 𝑋)𝜈 = (𝐹: 𝑋 − 𝐹)𝜈     .∎ 

 𝔄ی ی ماندهاز مشبکه   𝐺  باشد. پالایه  𝔄𝜈ای از  پالایه  𝐹ی حالت و  ی ماندهیک مشبکه   𝔄𝜈فرض کنید  .  10.4تعریف  

𝑋  نامیم، هرگاه وجود داشته باشد 𝔄ساز  پوچهم-𝐹را پالایه  ⊆ 𝐴 کهطوری به𝐺 = (𝐹: 𝑋)𝜈. 

𝛤𝐹(𝔄𝜈)دهیم. بدیهی است که  نشان می  𝛤𝐹(𝔄𝜈)را با    𝔄𝜈ساز از  پوچهم-𝐹های  ی پالایهمجموعه  = C𝐹
𝜈(𝒫(𝐴)) . 

ی ی حالت، تشکیل یک مشبکه ی ماندهیافته از یک مشبکه سازهای حالت توسعهپوچدهیم که همدر گزاره بعدی نشان می

 دهند. کراندار کامل را می

 صورت باشد. در این 𝔄𝜈ای از پالایه 𝐹ی حالت و  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  .  11.4گزاره  

(𝛤𝐹(𝔄𝜈);∧𝐹,∨𝐹, 𝐹, 𝐴), 

𝑖∈𝐼{𝑋𝑖}ی  برای هر خانواده  𝐹∨و    𝐹∧ی کامل کراندار است که عملگرهای  یک مشبکه ⊆ 𝒫(𝐴)صورت زیر تعریف ، به

 شوند: می

∧𝑖∈𝐼
𝐹 (𝐹: 𝑋𝑖)𝜈 = (𝐹:∪𝑖∈𝐼 𝑋𝑖)𝜈 , 

∨𝑖∈𝐼
𝐹 (𝐹: 𝑋𝑖)𝜈 = (𝐹: (𝐹:∪𝑖∈𝐼 (𝐹: 𝑋𝑖)𝜈)𝜈)𝜈 . 
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 ،  7.4و گزاره  15.2با توجه به نتیجه اثبات.  

(𝛤𝐹(𝔄𝜈);∧C𝐹
𝜈

,∨C𝐹
𝜈

,C𝐹
𝜈(𝐴),C𝐹

𝜈(∅)), 

و بند    15.2باشد. با توجه به نتیجه    𝐴های  ای از زیرمجموعه خانواده  𝑖∈𝐼{𝑋𝑖}ی کامل کراندار است. فرض کنیم  مشبکه یک  

 ، داریم 9.4( از گزاره 1)

∧𝑖∈𝐼
C𝐹

𝜈

(𝐹: 𝑋𝑖)𝜈 =∩𝑖∈𝐼 (𝐹: 𝑋𝑖)𝜈 = (𝐹:∪𝑖∈𝐼 𝑋𝑖)𝜈 =∧𝑖∈𝐼
𝐹 (𝐹: 𝑋𝑖)𝜈, 

∨𝑖∈𝐼
C𝐹

𝜈

(𝐹: 𝑋𝑖)𝜈 = (𝐹:∩𝑖∈𝐼 (𝐹: (𝐹: 𝑋𝑖)𝜈)𝜈)𝜈 = (𝐹: (𝐹:∪𝑖∈𝐼 (𝐹: 𝑋𝑖)𝜈)𝜈)𝜈 =∨𝑖∈𝐼
𝐹 (𝐹: 𝑋𝑖)𝜈 . 

 ، داریم 4.4( گزاره 4چنین از بند )هم

C𝐹
𝜈(∅) = (𝐹: ∅)𝜈 = 𝐴, 

 گیریم که  ، نتیجه می4.4( از گزاره 6اکنون با توجه به بند )

C𝐹
𝜈(𝐴) = (𝐹: 𝐴)𝜈 = 𝐹.    ∎ 

 صورت داریمباشد. در این 𝔄𝜈ای از پالایه 𝐹ی حالت و  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  .  12.4گزاره  

𝛤𝐹(𝔄𝜈) = {(𝐹: 𝐺)𝜈 ∶ 𝐺 ∈ ℱ𝐹(𝔄𝜈)}. 

 واضح است که  اثبات.  

{(𝐹: 𝐺)𝜈 ∶ 𝐺 ∈ ℱ𝐹(𝔄𝜈)} ⊆ 𝛤𝐹(𝔄𝜈). 

𝑋فرض کنیم برای   ⊆ 𝐴  ،𝐻 = (𝐹: 𝑋)𝜈( از نتیجه  3. بنابر بند )8.4  ،(𝐹: (𝐹: 𝐻)𝜈)𝜈 = 𝐻 اکنون با توجه به گزاره .

:𝐹)، داریم  4.4( از گزاره 2و بند ) 3.4 𝐻) ∈ ℱ𝐹(𝔄𝜈) دهد  که نشان می 

𝛤𝐹(𝔄𝜈) ⊆ {(𝐹: 𝐺)𝜈 ∶ 𝐺 ∈ ℱ𝐹(𝔄𝜈)}, 

 ∎شود.          و به این ترتیب اثبات کامل می

ℋو   𝔄𝜈ای از  پالایه  𝐹ی حالت، ی ماندهیک مشبکه   𝔄𝜈فرض کنید .  13.4نتیجه   ⊆ 𝛤𝐹(𝔄𝜈)  صورت روابط باشد. در این

 زیر برقرارند:

1) ∩ ℋ =∧𝐹 ℋ؛ 

2) ∨ ℋ ⊆∨𝐹 ℋ = (𝐹:∩𝐻∈ℋ (𝐹: 𝐻)𝜈)𝜈. 
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𝔄اگر  [، 31]فرینک مرجع -با تـوجه به قضیه گلیونکو = (𝐴;∧,∗  مکمل باشد و ی شبه مـشبکهیک نیم (0,

𝑆(𝐴) = {𝑎∗ ∶ 𝑎 ∈ 𝐴}, 

∗,⋎,∧;𝑆(𝐴))گاه  آن  ,0,1 = ,𝑥یک جبر بولی است که برای هر    (∗0 𝑦 ∈ 𝑆(𝐴)،  𝑥 ⋎ 𝑦 ≔ (𝑥∗ ∧ 𝑦∗)∗چنین  . هم

𝔄اگر  = (𝐴;∧,∨,∗ ,𝑥گاه برای هر  ی شبه مکمل باشد، آنیک مشبکه (0, 𝑦 ∈ 𝐴 داریم ، 

𝑥∗∗ ⋎ 𝑦∗∗ = (𝑥 ∨ 𝑦)∗∗. 

 اکنون نتیجه زیر را داریم:

 صورت ای از آن باشد. در اینپالایه 𝐹ی حالت و  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  .  14.4نتیجه  

(𝛤𝐹(𝔄𝜈);∩,∨𝐹, (𝐹: −), 𝐹, 𝐴), 

 یک جبر بولی کامل است.  

,∨,∩;ℱ𝐹(𝔄𝜈))،  6.4  بنابر نتیجه اثبات.   (𝐹: −), 𝐹, 𝐴)   ی شبه کامل  یک جبر هیتینگ است و به این ترتیب مشبکه

 رو باشد. از اینمی

(𝑆(ℱ𝐹(𝔄𝜈);∩,⋎, (𝐹: −), 𝐹, (𝐹: 𝐹) = 𝐴), 

 ، داریم12.4جبر بولی است. طبق گزاره 

𝑆(ℱ𝐹(𝔄)) = 𝛤𝐹(𝔄𝜈). 

 ∎شوند.    بر هم منطبق می 𝐹∨و   ⋎، 13.4لذا طبق نتیجه 

یک ℱ𝐹(𝔄𝜈)صورت جبر هیتینگ  ای از آن باشد. در اینپالایه  𝐹ی حالت و  ی ماندهیک مشبکه   𝔄𝜈فرض کنید  .  15.4نتیجه  

ℱ𝐹(𝔄)جبر بولی است، اگر و تنها اگر   = 𝛤𝐹(𝔄𝜈) . 

𝐺، برای هر 6.4( از نتیجه  2صورت با توجه به بند )یک جبربولی باشد. در این  ℱ𝐹(𝔄𝜈)فرض کنیم اثبات.   ∈ ℱ𝐹(𝔄𝜈)  ،

(𝐹: (𝐹: 𝐺)) = 𝐺  ترتیب این  به   .𝐺 ∈ 𝛤𝐹(𝔄𝜈)  اگر طرفی،  از   .ℱ𝐹(𝔄𝜈) = 𝛤𝐹(𝔄𝜈)آن نتیجه  ،  بنابر  ،  14.4گاه 

(ℱ𝐹(𝔄𝜈);∩,∨𝐹, (𝐹: −), 𝐹, 𝐴)   یک جبر بولی است. برای هرℋ ⊆ ℱ𝐹(𝔄) داریم 13.4، با توجه به نتیجه 

∨𝐹 ℋ =⋎ ℋ = (F: (F:∨ ℋ)) =∨ ℋ. 

 ∎بر هم منطبق هستند.        𝐹∨و   ∨رو  از این 
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حالت   کمینههای اول  های اول حالت و پالایهیافته در پالایهسازهای حالت توسعهپوچدر گزاره بعدی، به مشخص کردن هم

 پردازیم.  می

صورت برای هر باشد. در این  𝔄𝜈های اول در  پالایه-νی  مجموعه   𝛤ی حالت و  ی ماندهمشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  .  16.4گزاره 

𝑋 ⊆ 𝐴 داریم 

(∩ 𝛤: 𝑋)𝜈 =∩ {𝑃 ∈ 𝛤 ∶ 𝑋 ⊈ 𝑃}. 

 دهیم قرار میاثبات. 

Փ = {𝑃 ∈ 𝛤 ∶ 𝑋 ⊈ 𝑃}. 

Փاگر   = ∩گاه ، آن ∅ Փ = 𝐴( از گزاره  4. از طرف دیگر، با توجه به بند )داریم  4.4 ،(∩ 𝛤: 𝑋) = 𝐴 صورت  . در غیر این

𝑎فرض کنیم  ∈ (∩ 𝛤: 𝑋)   و𝑃  را عضو دلخواهی ازՓ گیریم. فرض کنیم  در نظر می𝑥 ∈ 𝑋 − 𝑃  به این ترتیب . 

(𝑎 ⊙ 𝜈(𝑎)) ∨ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∈∩ 𝛤 ⊆ 𝑃. 

𝑎بنابراین  ∈ 𝑃 گیریم و لذا  را نتیجه می𝑎 ∈∩ Փ . 

𝑎برعکس، فرض کنیم       ∈∩ Փ   و𝑥 ∈ 𝑋  روشن است که برای هر .𝑃 ∈ Փ   و هر𝑃 ∈ 𝛤 − Փ داریم ، 

(𝑎 ⊙ 𝜈(𝑎)) ∨ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∈ 𝑃. 

𝑎)لذا   ⊙ 𝜈(𝑎)) ∨ (𝑥 ⊙ 𝜈(𝑥)) ∈∩ 𝛤رو . از این𝑎 ∈ (∩ 𝛤: 𝑋)  و در نتیجه∩ Փ ⊆ (∩ 𝛤: 𝑋)     .∎ 

𝑋ی حالت باشد و  ی ماندهیک مشبکه  𝔄𝜈فرض کنید  . 17.4نتیجه   ⊆ 𝐴  برای هر .𝑌 ⊆ 𝐴 داریم ، 

(ℱ𝜈(𝑋): 𝑌)𝜈 =∩ {𝔪 ∈ 𝑀𝑖𝑛𝜈(𝔄𝜈) ∶ 𝑋 ⊆ 𝔪, 𝑌 ⊈ 𝔪}. 

 پردازیم.  های اول کمینه مییافته در پالایهسازهای حالت تعمیمپوچدر نتیجه بعدی، به بررسی هم

𝑋باشد. برای هر   𝔄𝜈پالایه از -νیک   𝐹فرض کنید  .  18.4نتیجه   ⊆ 𝐴  داریم 

(𝐹: 𝑋)𝜈 =∩ {𝔪 ∈ 𝑀𝑖𝑛𝜈(𝔄𝜈) ∶ 𝐹 ⊆ 𝔪, 𝑋 ⊈ 𝔪}. 

𝑋باشد و    𝔄𝜈پالایه از  -νیک    𝐹فرض کنید  .  19.4نتیجه   ⊆ 𝐴    اگر .(𝐹: 𝑋)𝜈گاه  پالایه اول حالت باشد، آن(𝐹: 𝑋)𝜈  

 حالت است.  -𝐹یک پالایه اول کمینه 

:𝐹)فرض کنیم  اثبات.  𝑋)𝜈 ( از گزاره 4( و ) 2یک پالایه اول باشد. با توجه به بندهای )4.4  ،(𝐹: 𝑋)𝜈   یک پالایه اول𝐹 -

 ∎، حکم بدیهی است.  17.4باشد. اکنون با توجه به گزاره نمی 𝑋الت است که شامل  ح
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