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Introduction 
Let ܩ be a finite group and let Irrሺܩሻ be the set of irreducible characters of 
 is a vanishing element if there exists some ܩ We say that an element ݃ in .ܩ
߯ ∈ Irrሺܩሻ  such that ߯ሺ݃ሻ ൌ 0. In this paper, we investigate the influence of 
the number of the columns containing some zeros in character table of ܩ on 
the algebraic structure of ܩ. 

Material and Methods 
Let Van(G) be the set of all vanishing elements, in other words, 

Vanሺܩሻ ൌ ሼ݃ ∈ ߯∃	|ܩ ∈ Irrሺܩሻ		߯ሺ݃ሻ ൌ 0	ሽ. 

We can easily check that Vanሺܩሻ is the union of some conjugacy classes. 
Burnside show that Vanሺܩሻ ൌ ∅ if and only if ܩ is an abelian group. We 
know that finite groups whose set of vanishing elements is the union of at 
most three conjugacy classes are solvable. Using this result, we provide a 
relatively short proof for the main theorem. 

Results and discussion 
In this paper, we classify finite groups whose set of vanishing elements is the 
union of exactly three conjugacy classes. 

Conclusion 
If the set of vanishing elements of a finite group ܩ is the union of exactly 
three conjugacy classes  ,then one of the following situations  occurs:  

 ܩ is isomorphic to ଼ܦ, ଼ܳ, or	ܵସ. 
 ܩ is a Frobenius group with abelian kernel of odd order and cyclic 

complement of order 4. 
 ܩ ≅ ܨ ൈ Ժଷ,	in which ܨ is a Frobenius group with abelian kernel of 

odd order and complement of order 2. 
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  20/10/1401: رشيپذ خيتار
  10/12/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
  ،كلاس تزويج

  ،سرشت تحويلناپذير
  ،گروه حلپذير

  .گروه فروبنيوس
  

باشند. گـوييم عضـو    ܩناپذير هاي تحويلمجموعه تمام سرشت  ሻܩIrrሺمتناهي و گروه يك ܩكنيم  فرض
߯است اگر سرشت  ܩيك عضو صفرشو در  ܩدر  ݃ ∈ Irrሺܩሻ    موجود باشـد بطوريكـه	߯ሺ݃ሻ ൌ . در 0

دهـيم كـه مجموعـه اعضـاي     اي ارائـه مـي  هاي متناهيگروه بندياين مقاله، يك اثبات نسبتاً كوتاه براي رده
 صفرشوي آنها دقيقا اجتماع سه كلاس تزويج است.

  

، )4( 9، هاي رياضيپژوهش. است جيسه كلاس تزو قايآنها اجتماع دق يصفرشو ياعضا يكه مجموعه ييهاگروه). 1402( سجاد، محمود رباطي: استناد
70 – 79.  

  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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  مهمقد
يك  ܩدر  ݃باشند. گوييم عضو  ܩناپذير هاي تحويلمجموعه تمام سرشت  ሻܩIrrሺمتناهي و گروه يك ܩكنيم  فرض

߯سرشت هرگاهاست  ܩعضو صفرشو در  ∈ Irrሺܩሻ   موجود باشد بطوريكه	߯ሺ݃ሻ ൌ  را يك ݃، در غير اينصورت 0
߯به ازاي هر هرگاهاست  ܩيك عضو صفرنشوي در  ݃گوييم، به عبارت ديگر  ܩعضو صفرنشوي  ∈ Irrሺܩሻ   داشته باشيم
߯ሺ݃ሻ ് 0 . 

  يعنيباشد،   ܩمجموعه تمام اعضاي صفرشوي  ሻܩVanሺفرض كنيم 

Vanሺܩሻ ൌ ሼ݃ ∈ ߯∃	|ܩ ∈ Irrሺܩሻ		߯ሺ݃ሻ ൌ 0	ሽ. 

اسـت. برنسـايد نشـان داد كـه      ܩهاي تزويج  اجتماعي از كلاس ܩصفرشوي توان نشان داد كه مجموعه اعضاي براحتي مي
Vanሺܩሻ ൌ با استفاده  ]7[. در مقاله )رجوع كنيد ]3[از كتاب  3,15به قضيه  (يك گروه آبلي باشد ܩاگر و فقط اگر   ∅

باشد، در اينصورت  ܩيج اجتماع حداكثر سه كلاس تزو ሻܩVanሺايم كه اگر هاي ساده متناهي ثابت كردهبندي گروهاز رده
ايم كه مجموعه اعضاي صفرشوي آنها دقيقا يـك كـلاس   بندي كردههايي را رده، گروه]8[پذير است. سپس، در مقاله حل ܩ

باشـد، در   ܩاجتماع حداكثر شـش كـلاس تـزويج     ሻܩVanሺايم كه اگر نشان داده ]9[تزويج است. از طرف ديگر، در مقاله 
بنـدي  پـذير بـا چنـين خاصـيتي را رده    پذير يا تقريبا ساده است و بعلاوه در آن مقاله گروه هاي غيرحـل يا حل ܩاينصورت 

  ايم.كرده

بنـدي كنـيم كـه مجموعـه     با ارائه يك اثبات نسبتا كوتاه و ساده، گروه هـاي متنـاهي را رده   حال، در اين مقاله مي خواهيم
  تر، در اين مقاله قضيه زير را ثابت خواهيم كرد.تزويج است. به عبارت دقيق اعضاي صفرشوي آنها اجتماع دقيقا سه كلاس

اجتمـاع دقيقـا سـه     ܩمتناهي باشد. در اينصورت مجموعه تمام اعضـاي صفرشـوي    گروه يك ܩكنيم  فرضقضيه اصلي. 
  هاي زير برقرار باشد.است اگر وفقط اگر يكي از گزاره ܩكلاس تزويج 

,	଼ܦهاي گروهبا يكي از   ܩآ)    يكريخت باشد،ସܵ	يا  ଼ܳ

  ،باشد 4از مرتبه دوري و متمم فروبنيوس  ᇱܩيك گروه فروبنيوس با هسته آبلي و فرد  ܩب) 

ܩپ)  ≅ ܨ ൈ Ժଷ ܩو فرد  يك گروه فروبنيوس با هسته آبلي ܨدر آن ، كه′ است. 2از مرتبه  مو متم 

) زيرگـروه توليـد شـده توسـط     ܩ(زيرگروه فيتينگ  ሻܩFሺدر اين مقاله، از نمادهاي استاندارد استفاده شده است. منظور از 
تعـداد    ሻܣሺீ݇بعلاوه، از مرتبه فرد است. ܩبزرگترين زيرگروه نرمال  ሻܩଶᇲሺܱاست و  ܩتمام زيرگروهاي نرمال پوچتوان 

  دهند.را نمايش ميܩ	در  ݔكلاس تزويج شامل   ሻݔሺீ݈ܿو ܣ	مشمول در  ܩهاي تزويج  كلاس
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 ازينشيپ يايها و قضالم. 1

هايي را مشخص هكنند. نتايج زير، گروكنيم كه در اثبات قضيه اصلي مقاله ما را كمك ميدر اين بخش، نتايجي را مطرح مي
  برابر با خودش است. هستند كه مركزسازش 4كنند كه شامل يك زيرگروه از مرتبه مي

برابر با  ܩكه مركزسازش در  4يك گروه متناهي با يك زيرگروه غيردوري از مرتبه  ܩ دفرض كني :]1قضيه ، 10[ 1,1قضيه 
  :هاي زير يكريخت استبا يكي از گروه ሻܩଶᇲሺܱ/ܩ	خودش است. در اينصورت 

,ଵଵܯ,ሺ3,3ሻܮܵܲ ,ሺ2,3ሻܮܩ ,ሻݍሺܪ ,ሺ2ܮܩܲ ,ሻݍ ,ሺ2ܮܵܲ ሻݍ ቀݍ	فردቁ , ,ܣ ,ଶܦ  ଶܦܵ

  

برابـر بـا    ܩكه مركزسازش در  4يك گروه متناهي با يك زيرگروه دوري از مرتبه  ܩ دفرض كني :]2قضيه  ،10 [2,1قضيه 
  :هاي زير يكريخت استبا يكي از گروه ሻܩଶᇲሺܱ/ܩخودش است. در اينصورت 

,ሺ2,3ሻܮܵ ,ሺ2,5ሻܮܵ ,ሺ2,7ሻܮܵܲ ,ሺ2,9ሻܮܵܲ ,ሺ2,3ሻܮܩܲ ,ሺ2,5ሻܮܩܲ ,ሺ9ሻܪ ,ܬ ,ܣ ,଼ܦ ,ଶܦܵ ܳଶ, Ժସ. 

 رسانيم.هاي متناهي به پايان مياين بخش را با نتايج زير درباره اعضاي صفرشو و صفرنشو در گروه

يـك عضـو    ܩيك گروه پوچتوان متناهي باشد. در اينصورت هر عضو صفرنشوي  ܩ دفرض كني :] Bقضيه ، 4 [ 3,1قضيه 
  مركزي است.

آبلـي باشـد، در     Fሺܰሻ/ܰباشد. اگـر   ܩيك زيرگروه نرمال  ܰو  پذيريك گروه حل ܩ دفرض كني :] 2,6لم ، 1 [ 4,1لم 
  اينصورت

ܰ\Fሺܰሻ ⊆ Vanሺܩሻ.  

:ܩ|كـه  طـوري باشد به ܩيك زيرگروه حلپذير گروه  ܰ دفرض كني :] 8قضيه ، 6 [ 5,1لم  ܰ| ൌ ሻܩVanሺ. اگـر  2 ∩

ܰ ൌ   متمم نرمال آبلي است.-2داراي يك  ܩآبلي و  ܰ، در اينصورت ∅

وجـود دارد   ᇱܩشـامل   ܩاز   ܰاينصورت زيرگروه نرمال و سره  باشد. در پذير متناهيگروه حل يك ܩ دفرض كني. 6,1لم 
  بطوريكه

ܩ ∖ ܰ ⊆ Vanሺܩሻ 

وجود دارنـد   ܩدر ߯ناپذير و سرشت تحويل  ᇱܩدر  λپذير است، در اينصورت سرشت خطي غيربديهي حل  ܩچون .اثبات
  بطوريكه  
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ሾχீᇲ, λሿ ൌ ሾχ, λୋሿ ് 0. 

ᇲீ߯اسـت. از ايـن رو     ′ܩ	برابـر بـا سرشـت بـديهي     ᇱܩبه  ܩدانيم تحديد هر سرشت خطي مي بعلاوه  ് λ   غيرخطـي و
از   ܰزيرگروه نرمال و سـره  ، ]3[از كتاب  21,6 تعريف و 22,6 قضيه بنا به آبلي است، ′ܩ/ܩچون  . حال،پذير استتحويل

߰و ᇱܩشامل  ܩ ∈ Irrሺܰሻ   ߯وجود دارند بطوريكه ൌ ᇲீ߰و  ீ߰ ∈ Irrሺܩ
ᇱሻ.   بـه ازاي   ீ߰بنابراين بنا به تعريـف ،

݃هر  ∈ ሺ݃ሻ߯داريم  ܰ\ܩ ൌ     و حكم برقرار است.  0

  

 ياصل جينتا .2

ܰكلاس تزويج صفرشو باشد و  ݊داراي حداكثر  ܩتوان بررسي كرد كه اگر گروه متناهي راحتي ميبه ⊴ ، در اينصورت  ܩ
 خواهيم كردبندي گروه هاي متناهي را ردهدر انتهاي اين فصل،  كلاس تزويج صفرشو است. ݊نيز داراي حداكثر  ܰ/ܩنيز 

حداكثر سـه كـلاس   هاي پوچتوان با در لم زير، گروه كه مجموعه اعضاي صفرشوي آنها اجتماع دقيقا سه كلاس تزويج است.
  كنيم.صفرشو مشخص مي تزويج

اجتماع حداكثر سه  ܩدر اينصورت مجموعه تمام اعضاي صفرشوي  باشد. گروه پوچتوان متناهي يك ܩ دفرض كني. 1,2لم 
  باشد. ଼ܳيا  ଼ܦهاي يكي از گروه ܩفقط اگر  است اگر و ܩكلاس تزويج 

نـاآبلي باشـد،     ܩاسـت. اگـر    ܩعضـو صفرشـوي    ܩ، هـر عضـو غيرمركـزي    3,1كنيم كه بنا به قضـيه  مشاهده مي .اثبات
ሻܩVanሺ  وجـود دارنـد بطوريكـه    ܩ(كه الزاما متمايز نيستند) در  ଷܥو  ଶܥ،  ଵܥهاي تزويج غيرمركزي كلاس ൌ ଵܥ ∪

ଶܥ ∪   . با استفاده از معادله كلاسي مي توانيم بنويسيم ଷܥ

 ൌ |ܩ|  |ܼሺܩሻ|  |ଵܥ|  |ଶܥ|  |ଷܥ|    ିିଵ3 ൌ ሺ1   ିଶିଵሻ3

|ሻܩሺܼ|كه در آن  ൌ ݊،    ݇و  3    داريم: . با تقسيم دو طرف بر 1

4  ଶ  ି  1   ିଶିଵ3

݊در نتيجه  െ 2݇ െ 1    كنيم.تقسيم مي ିଶିଵ. حال دو طرف معادله بالا را بر 	0

4  ାଵ  3 
1

ିଶିଵ
 4 

از اين رو براحتي مي توان محاسبه كرد كه ൌ 2	  ،݊ ൌ ݇و  3 ൌ   شود.م نتيجه ميو بنابراين حك  1

  باشد، در اينصورت  2يك گروه پوچتوان از رده  ܰباشد. اگر  	ܰيك گروه فروبنيوس با هسته  ܩفرض كنيم  : 2,2لم 

ܰ\Zሺܰሻ ⊆ Vanሺܩሻ. 
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ݔگيريم  .اثبات ∈ ܰ\ܼሺܰሻ  ݔوجـود دارد بطوريكـه     ܰدر ߠ، پس سرشت تحويلناپذيري ماننـد ∈ ܰ\ܼሺߠሻ.  چـون 
ܰᇱ ⊆ ܼሺܰሻ ⊆ ܼሺߠሻ در نتيجه ، ܰ/ܼሺߠሻ  روي  ߠ، ]3[كتاب  31,2و قضيه  30,2بنا به نتيجه  . از اين روآبلي است

݃نرمال است از اين رو براي هر  ܩدر  ሻߠሺܼشود. چون صفر مي ሻߠሺܼ\ܰعناصر  ∈ ሻݔሺߠداريم  ܩ ൌ 0 .  

߯از طرف ديگر اگر  ∈ Irrሺܩሻ بطوريكه ሾ߯ே, ሿߠ ് ܰ و 0 ⊈ ker كتـاب   34,6ليفورد و قضـيه  ، پس بنا به قضيه ك߯
,ଵ݃، عناصر ]3[ … , ݃  وجود دارند بطوريكه ܩدر  

߯ሺݔሻ ൌ ߯ேሺݔሻ ൌ ሻݔሺߠ


ୀଵ
ൌ 0. 

    شود.و بدين ترتيب حكم ثابت مي

  ايم اثبات قضيه اصلي را بيان نماييم.حال آماده

  اثبات قضيه اصلي.

 ܩدر   ଷܥو  ଶܥ،  ଵܥ، نتيجه مي دهد كه كلاس هاي تزويج 6,1پذير است. از طرف ديگر لم حل ܩ، ]8,2 قضيه، 7 [بنا به 
ሻܩVanሺوجود دارند بطوريكه  ൌ ଵܥ ∪ ଶܥ ∪ ଵܥو   ଷܥ ∪ ଶܥ ∪ ଷܥ ∪ ܰ ൌ يك زيرگروه نرمـال و   ܰ، كه در آن ܩ

|ܥ|،  ݅از طرفي چون به ازاي هر  است. ′ܩشامل  ܩسره   |ᇱܩ|  ، ܩدر  ܰهـاي  و با توجه به اينكـه همدسـته   |ܰ|
 دهد:كنند، يكي از پنج حالت زير رخ ميرا افراز ميܩ	گروه 

ܰ حالت اول: ൌ |ܰ:ܩ|و  ′ܩ ൌ 4.  

ሻܩVanሺ در اين حالت مي بينيم كه  ⊆ |ଵܥ|و ܰ\ܩ ൌ |ଶܥ| ൌ |ଷܥ| ൌ ݔ. بنابراين بـراي هـر   |ᇱܩ| ∈   داريـم  ܥ
|ሻݔሺீܥ| ൌ   نتيجه مي دهند كه  2,1و 1,1فرض قضيه و قضاياي  پس .4

ܩ
ܱଶᇲሺܩሻ

≅ Ժସ,  ଼ܳ	يا	଼ܦ

ሻܩଶᇲሺܱ اينصورت اگردر  ്  ممـتم  ଼ܳ	يا	଼ܦاسـت. اگـر    ሻܩଶᇲሺܱيـك گـروه فروبنيـوس بـا هسـته آبلـي        ܩ باشد، 1
چهار كلاس تزويج صفرشو دارد كه خـلاف فـرض اسـت.     ܩ، ]2[از كتاب  13,8قضيه  باشد، بنا به  ܩفروبنيوس براي گروه 

ሻܩଶᇲሺܱاگر حال، است.  Ժସ مو متم ′ܩو فرد  يك گروه فروبنيوس با هسته آبلي ܩ در اين حالت، بنابراين ൌ باشد، در  1
  است.  يكريخت  ଼ܳيا  ଼ܦهاي يكي از گروهبا  ܩاينصورت 

ܰ حالت دوم: ൌ :ܩ|و  ′ܩ ܰ| ൌ 3.  

ــا (  ــت ي ــن حال ሻܩVanሺ ) 1در اي ⊆ |ଵܥ|و ܰ\ܩ  |ଶܥ|  |ଷܥ| ൌ ــا ( ،|ᇱܩ|2 ሻܩVanሺ)  2ي ∩ ܰ ൌ و  ଷܥ
|ଵܥ| ൌ |ଶܥ| ൌ |ሻݔሺீܥ|داريم  ܰ\ܩدر  ݔ) برقرار باشد، براي هر 2. اگر ( |ᇱܩ| ൌ ) برقـرار باشـد، بـراي    1اگـر (  .3
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|ܥ|داريم  ݅حداقل يك  
ଶ

ଷ
	 در ݔبراي هر  و از اين رو |ᇱܩ| |ሻݔሺீܥ|داريم  ܥ  |ܰ:ܩ|از آنجاييكـه   .9/2 ൌ 3 

|ሻݔሺீܥ|است، بنابراين  ൌ ሻݔሺீܥوجـود دارد بطوريكـه    ܰ\ܩاي در  ݔ)، 2) و (1. در نتيجه در هر دو وضـعيت ( 3 ൌ

افتد. از طرفي بنا به ) اتفاق نمي1است و ( Ժଷ مو متم ′ܩيك گروه فروبنيوس با هسته  ܩ از اين رو است و 3از مرتبه  〈ݔ〉
ଷܥ،  2,2است و در نتيجه بنا به لم  2يك گروه پوچتوان از رده   ᇱܩ، ]11[از مقاله  3قضيه  ൌ ܰ\Zሺܰሻ ⊆ Vanሺܩሻ. 
〈ݔ〉چون  ≅ Ժଷ   كند، در اينصورت  عمل مي ܰبدون نقطه ثابت بر  

ܰ െ Zሺܰሻ ൌ ଷܥ ൌ ݈ܿீሺ݄ሻ ൌ ݈ܿேሺ݄ሻ ∪ ݈ܿேሺ݄ሻ ∪ ݈ܿே൫݄
మ
൯, 

كـلاس تـزويج غيرمركـزي اسـت. مـي      3شامل دقيقا  ܰاست. از اين رو  ܰمشمول در  ܩاز  ݄كلاس تزويج  ଷܥكه در آن 
است كه اين ممكـن   8از مرتبه   ܰكه  ثابت كنيم، مي توانيم 1,2و مانند اثبات لم  گروه است-pيك  ܰتوانيم فرض كنيم 

3نيست زيرا  ∤ 8 െ 1.  

ܰ حالت سوم: ൌ |ܰ:ܩ|و  ′ܩ ൌ 2.  

ሻܩVanሺ   )1( يـا  در ايـن حالـت   ⊆ |ଵܥ|و ܰ\ܩ  |ଶܥ|  |ଷܥ| ൌ ሻܩVanሺ)  2( يـا   ،|ᇱܩ| ∩ ܰ ൌ و    ଷܥ
|ଵܥ|  |ଶܥ| ൌ ሻܩVanሺ) 3يا (، |ᇱܩ| ∩ ܰ ൌ ଶܥ ∪ |ଵܥ|  و  ଷܥ ൌ   .|ᇱܩ|

|ܥ|داريم   ݅) براي حداقل يك 1در حالت (  |ሻݔሺீܥ|داريـم    ܥدر  ݔبراي هر  ، از اين روᇱ|/3ܩ|  ، در حالـت  6
ܥداريم  ݅)، براي حداقل يك 2( ⊆ ܩ െ |ܥ|و  ܰ  |ሻݔሺீܥ|داريـم    ܥدر  ݔبـراي هـر    ، پسᇱ|/2ܩ|  و در  4

|ሻݔሺீܥ|داريم   ଵܥدر  ݔ) براي هر 3حالت ( ൌ 2.  

|ሻݔሺீܥ|، ܰ\ܩاي در ݔاگر براي  ൌ   از مرتبـه   ܩزيرگروه سـيلوي  - يك  〈ݔ〉يك عدد اول باشد، در اينصورت   
اسـت و در   Ժଶ مو مـتم  ′ܩو فـرد   يك گروه فروبنيوس بـا هسـته آبلـي    ܩبنابراين و باشد  2بايد برابر با   است. بنابراين 

  افتد. ) اتفاق نمي3(همچنين و  كه اين با فرض قضيه تناقض دارد  داراي دقيقا يك كلاس تزويج صفرشو است ܩنتيجه 

ܩدر  ݃اگر براي هر   െ |ሺ݃ሻீܥ|، ܰ ൌ آبلـي   ܰ، 5,1بنا به لـم   ) برقرار است. از اين رو1باشد، در اينصورت حالت (  6
ܩاست و   ൌ ܰ ⋊   است. از طرفي، مي توانيم بنويسيم 2از مرتبه  	ܩزيرگروه سيلوي-2يك  〈ݔ〉 كه در آن 〈ݔ〉

6 ൌ |ሻݔሺீܥ| ൌ |′ܩ/ܩ|  |߯ሺݔሻ|ଶ
ఞ∈ூሺீሻିሺீሻ

 

اي ماننـد  سرشت تحويلناپذير غيرخطي ܩ است. در نتيجه ܩهاي خطي مجموعه تمام سرشت ሻܩLinሺكه در آن منظور از 
|′ܩ/ܩ|شود زيرا صفر نمي ݔدارد كه روي  ߯ ൌ  ߯ ، پـس نيسـت  	ܰيك سرشت تحويلناپذير  ே߯ن. از طرف ديگر، چو2

    .شود كه اين با نتيجه خط قبل تناقض داردصفر مي ܰ\ܩروي 
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|ሻݔሺீܥ|است كه  ܰ\ܩاي در ݔ در آخر فرض كنيم ൌ :ܩ|بنا به اينكه  پس. 4 ܰ| ൌ فـرض قضـيه و    است و بنا به 2
  توانيم بنويسيم مي 2,1و 1,1قضاياي 

ܩ̅ ൌ ሻܩଶᇲሺܱ/ܩ ≅ ,ସܣ ܵସ. 

ܩ̅ اگر ≅ ᇱܩ، پس ସܣ ൌ ܱଶᇲሺܩሻVସ  ܩ|و بنابراين: |ᇱܩ ൌ ܩ̅كه يك تناقض است. از اين رو   3 ≅ ܵସ  2، كـه داراي 
  ، مي توانيم بنويسيم:]5[از مقاله  1سرشت خطي است و بنا به قضيه 

|Irrሺܩሻ\Linሺܩሻ|  ሺ2݇ீ൫Vanሺܩሻ൯  5ሻ/3 ൌ 11/3 

هـاي  دقيقا همان سرشت ܩهاي تحويلناپذير سرشت تحويلناپذير غيرخطي دارد. بنابراين، سرشت 3حداكثر  ܩاز اين رو كه 
ሻܩଶᇲሺܱهستند، كه نتيجه مي دهد  ସܵتحويلناپذير  ൌ ܩو  1 ൌ ܵସ. 

:ܰ| حالت چهارم: |ᇱܩ ൌ :ܩ|و  2 ܰ| ൌ 2.  

ሻܩVanሺدر اين حالت داريـم   ∩ ܰ ൌ ଷܥ ൌ |ଵܥ|و   ′ܩ\ܰ ൌ |ଶܥ| ൌ ݔ. بنـابراين بـراي هـر    |ᇱܩ| ∈   داريـم  ܥ
|ሻݔሺீܥ| ൌ   توانيم بنويسيم مي 2,1و 1,1 بنا به فرض قضيه و قضاياي پس .4

ሻܩଶᇲሺܱ/ܩ ≅ Ժସ, ,଼ܦ ଼ܳ, ,ସܣ ܵସ, ܵଷ 

ሻܩଶᇲሺܱ در اينصورت اگر ് ,ସܵ	يا	ସܣتواند يكريخت با نمي ܪ، 1 ܵଷ  ܩ|باشد زيرا: |ᇱܩ ൌ  اگـر در غير اينصـورت،  . 4
ሻܩଶᇲሺܱيكريخت با  ′ܩيكريخت باشد،  ଼ܳ	يا	଼ܦبا  ܩاز   ܵزيرگروه سيلوي -2 ⋊ ܼሺܵሻ  ܩاست. اگرᇱ  ،پوچتوان نباشد

ᇱሻܩሺܨ ൌ ܱଶᇲሺܩሻ 4,1بنا به لم  و،  

ᇱሻܩሺܨ\ᇱܩ ⊆ ܸܽ݊ሺܩሻ 

ሻܩሺܼكه خلاف فرض قضيه است. از اين رو  ൌ ܼሺܵሻ ≅ Ժଶ  و  
ܩ

ܼሺܩሻ
≅ ܱଶᇲሺܩሻ ⋊ ሺԺଶ ൈ Ժଶሻ. 

ݔگيريم  ∈ ܵ\ܼሺܵሻ  ݔعنصري از مرتبه فرد باشد بطوريكه  ݃وܼሺܩሻ ൌ    از ݖ . بنـابراين عضـو غيرهمـاني   ሻܩሺܼݔ

ܼሺܩሻ  ݔوجود دارد بطوريكه ൌ   ،݅. بعلاوه، براحتي با استقراء مي توان ثابت كرد كه براي هر عدد طبيعي ݖݔ

ݔ

ൌ ݖݔ  

݅اما با قرار دادن  ൌ   ، داريمሺ݃ሻ

ݔ ൌ ݔ

ൌ  ݖݔ
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ݖكه نتيجه مي دهد  ൌ   مو مـتمሻ  ܩଶᇲሺܱيك گـروه فروبنيـوس بـا هسـته      ሻܩሺܼ/ܩ ، كه غيرممكن است. از اين رو1
Ժଶ ൈ Ժଶ  يـك گـروه    ܩ در ايـن حالـت،   پسرجوع كنيد.  ]2[از كتاب  13,3است كه اين نيز امكان پذير نيست، به قضيه

ሻܩଶᇲሺܱ حال اگر است. Ժସ مو متم ′ܩو فرد  فروبنيوس با هسته آبلي ൌ  ଼ܳيـا   ଼ܦهـاي  بـا يكـي از گـروه    ܩ باشد، 1
  .استيكريخت 

:ܰ| حالت پنجم:   |ᇱܩ ൌ |ܰ:ܩ|و  3 ൌ 2.  

ሻܩVanሺدر اين حالت داريم  ∩ ܰ ൌ |ଵܥ|و   ∅ ൌ |ଶܥ| ൌ |ଷܥ| ൌ آبلـي اسـت و   ܰ  ،5,1 . از اين رو بنا به لم|ᇱܩ|
ܩ در  ݃براي هر  െ ሺ݃ሻீܥداريم ܰ ≅ Ժ.  ܩ/ܩبعلاوه از آنجاييكه′ ≅ Ժ،  در 3عضوي از مرتبه ܰ െ  ݔمانند  ′ܩ

ܩدر  2و عضوي از مرتبه  െ  وجود دارند بطوريكه  ݕمانند   ܰ

ሺ݃ሻீܥ ൌ 〈ݕݔ〉 ൌ  ሻݕሺீܥ

ܩاست. بنابراين،  	ܩزيرگروه سيلوي -2يك  〈ݕ〉دهد كه كه نتيجه مي ൌ ܰ ⋊ ܰكه در ان  〈ݕ〉 ൌ ′ܩ ⋊ از آبلي  〈ݔ〉
′ܩمرتبه فرد است و  ⋊ ሻܩሺܼگيريم پس نتيجه مي يك گروه فروبنيوس است.  〈ݕ〉 ൌ 〈ݔ〉 ≅ Ժଷ و  

ܩ ≅ ܨ ൈ Ժଷ 

   است. Ժଶ مو متم ′ܩو فرد  يك گروه فروبنيوس با هسته آبلي ܨكه در آن 
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