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Introduction 

Throughout this article, 𝑅 denotes an associative ring with unity. A derivation 

over  𝑅 is an additive map 𝛿 ∶  𝑅 →  𝑅 such that  𝛿(𝑎𝑏)  =  𝛿(𝑎)𝑏 +  𝑎𝛿(𝑏), 
for each 𝑎, 𝑏 ∈  𝑅. We denote by 𝑅[𝑥; 𝛿]  the ring of differential polynomial 

ring, whose elements are the polynomials over 𝑅, the addition is defined as 

usual, and the multiplication subject to the relation 𝑥𝑎 =  𝑎𝑥 +  𝛿(𝑎), for each 

𝑎 ∈  𝑅. The set of all nilpotent elements of 𝑅 is denoted by  𝑛𝑖𝑙(𝑅). Recall 

that a ring 𝑅 is called reduced if  𝑛𝑖𝑙(𝑅) =  0. A ring 𝑅 is called  reversible if 

𝑎𝑏 =  0 implies 𝑏𝑎 =  0, for all 𝑎, 𝑏 ∈  𝑅; a ring  𝑅 has IFP (or is 

semicommutative) if 𝑎𝑏 =  0 implies 𝑎𝑅𝑏 =  0, for all 𝑎, 𝑏 ∈  𝑅. A ring 𝑅 is 

called 2-primal provided 𝑃(𝑅) =  𝑛𝑖𝑙(𝑅),  where 𝑃(𝑅) is the prime radical of 

𝑅. According to Kim et al. [7], a ring 𝑅  has quasi-IFP provided that 

∑ 𝑅𝑎𝑖𝑅
𝑛
𝑖=0  is nilpotent whenever ∑ 𝑎𝑖𝑥

𝑖𝑛
𝑖=0    is nilpotent. They showed that, a 

ring 𝑅 has quasi-IFP if and only if 𝑁0 (R) = nil(R), where 𝑁0(R) is the 

Wedderburn radical of 𝑅. They also obtained that every ring with quasi-IFP is 

2-primal, and rings with IFP have quasi-IFP property. In general, each of these 

implications is irreversible. 

 

reversible rings ⇒ semicommutative rings ⇒ rings with quasi-IFP ⇒  

2-primal rings. 

 

    According to Krempa [8], an endomorphism α of a ring 𝑅 is called rigid if 

𝑎𝛼(𝑎)  =  0 implies  𝑎 =  0 for 𝑎 ∈  𝑅. A ring R is 𝛼-rigid if there exists a 

rigid endomorphism α of 𝑅. Note that any rigid endomorphism of a ring is a 

monomorphism and 𝛼-rigid rings are reduced.  Hashemi and the Moussavi [8], 

generalized α-rigid rings to α-compatible rings.  According to [6], ring R is 

said to be α-compatible if for each    𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎𝑏 =  0 ⇔  𝑎𝛼(𝑏)  =  0.  
Moreover, R is called δ-compatible if for each 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎𝑏 =  0 ⇒
 𝑎𝛿(𝑏)  =  0. If R is bot  𝛼-compatible and δ-compatible, then R is said to be 

(α, δ)-compatible. By [6], a ring R is α-rigid if and only if R is (α, δ)-

compatible and reduced. 

   For   a ring  𝑅 and a right R-module 𝑀𝑅, denoted  𝑟𝑅(𝑀)= 
{𝑅 ∈ 𝑅| 𝑚𝑅 = 0} the set of right annihilators of 𝑀𝑅. A module 𝑀𝑅 is said to 

be prime if 𝑀𝑅 ≠ 0 and 𝑟𝑅(𝑀) = 𝑟𝑅(𝑁), for every non-zero submodule  𝑁  of  

𝑀. If 𝑀𝑅 is a right R-module, an ideal P of R is called an associated prime of 

𝑀𝑅 if there exists a prime submodule  𝑁  of  𝑀 such that 𝑃 =  𝑟𝑅(𝑁). The set 

of associated primes of 𝑀𝑅 is denoted by 𝐴𝑠𝑠(𝑀𝑅). It is shown that for a 
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commutative ring 𝑅, the associated primes ideals of the   polynomial ring 𝑅[𝑥] 
are 𝑃[𝑥], where 𝑃 ∈ 𝐴𝑠𝑠(𝑅). Annin [1], extended the result above to the 

noncommutative setting of Ore extensions. 

   By Ouyang [14], for a subset X of a ring R, 𝑁𝑙𝑅(X) = {𝑎 ∈ 𝑅| 𝑎𝑥 ∈
𝑛𝑖𝑙(𝑅), 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑥 ∈ 𝑋}  and 𝑁𝑟𝑅(X) = {𝑎 ∈ 𝑅| 𝑥𝑎 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅), 𝑓𝑜𝑟 𝑎𝑙𝑙 𝑥 ∈ 𝑋} 
are called the left weak annihilator and the right weak annihilator of X in R, 

respectively.  By Ouyang et al. [14],  a right ideal 𝐼 of a non-zero ring R, is 

called a right weak-prime ideal if  𝐼 ⊈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) and 𝑁𝑟𝑅(I)  = 𝑁𝑟𝑅(J) for every 

right ideal J ⊆ I and  𝐽 ⊈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅). An ideal P of R is called a weak associated 

prime of R if there exists a right weak-prime ideal  I such that P = 𝑁𝑟𝑅(I) . The 

set weak associated primes of R is denoted by 𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅). They described all 

weak associated primes of the skew polynomial ring R[x; 𝛼, 𝛿] in terms of the 

weak associated primes of  R. In fact they proved that, if R is a reversible and 

δ-compatible ring, then 𝑁𝐴𝑠𝑠 (𝑅[𝑥;  𝛿])  =  {𝑃[𝑥;  𝛿] | 𝑃 ∈  𝑁𝐴𝑠𝑠 (𝑅)}. 
 

In this paper we introduce the notion of nil δ-weakly rigid rings which is a 

generalization of reduced rings and δ-compatible rings. We extend the results 

of [14] to the more general situation. The main result of the present paper says 

that when 𝑅 is nil δ-weakly rigid and quasi-IFP, the 𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅[𝑥; 𝛿]) =
{𝑃[𝑥; 𝛿]| 𝑃 ∈ 𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅)}. Note that the notions nil δ-weakly rigid and quasi-

IFP can be transfer to 𝑇𝑛(𝑅) but this is not true for δ-compatibility and 

reversibility property. 

 

 

 

How to cite: Zahiri. M., Zahiri. S. (2024). Study of Weak Associated Primes Ore Extensions, Mathematical Researches, 

10 (2), 34 – 50. 
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  های کلیدی:واژه

، ضعیف  صلب -δحلقه پوچ 

 حلقه وابسته ضعیف اول؛ 

  ،دیفرانسیلی ایحلقه چندجمله

 .جابجایینیمحلقه شبه 

 

-𝛿های کاهشی و کنیم که تعمیم حلقهرا معرفی می صلب ضعیف-𝛿پوچ های در این مقاله مفهوم حلقه

 𝑅 که حلقه و ثابت کرد وقتی های اول وابسته ضعیف را تعریفآلمفهوم ایده ]14[در  1سازگار هستند. اویانگ

;𝑅[𝑥و   𝑅های های وابسته ضعیف حلقهسازگارباشد آنگاه تناظر یک به یکی بین ایده آل-𝛿پذیر و برگشت 𝛿] 

 صلب ضعیف-𝛿پوچ جابجایی و شبه نیم 𝑅دهیم این تناظر وقتی که حلقه  وجود دارد. دراین مقاله  نشان می

صلب -𝛿پوچ جابجایی و خاصیت شبه نیمیت دارد که باشد نیز برقرار است. این تعمیم از این جهت  اهم

های این خاصیت در مورد حلقه که شوندهای بالا مثلثی منتقل میماتریسحلقه ها، هر دو به حلقه ضعیف

  سازگار برقرار نیست.-𝛿و پذیر برگشت

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 – 34(، 2) 10 ،های ریاضیپژوهش ،بیار ای چندجمله های حلقه فیوابسته ضع آل هایدهیمطالعه ا (.1403)  ظهیری، سعیده ؛ظهیری، معصومه: استناد

50. 
                  

 نویسندگان. ©                                                    خوارزمیناشر: دانشگاه 

 

  

                                                           
1 Ouyang 
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 مقدمه

:𝛿کنیم. نگاشت جمعی پذیر و یکدار فرض میای شرکترا حلقه  𝑅در سراسر این مقاله  𝑅 → 𝑅  را یک عملگر مشتق روی

𝑅  گوییم هرگاه برای هر𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅 در خاصیت 𝛿(ab) = 𝛿(a)𝑏 + 𝑎𝛿(𝑏)  ای مشتق روی حلقه صدق کند. چندجمله

𝑅  را با نماد𝑅[𝑥, 𝛿] هایی روی ایدهیم که عناصر آن به صورت چندجملهنمایش می𝑅  است که از جمع معمولی و قانون

𝑥𝑎ضرب  = 𝑎𝑥 + 𝛿(𝑎) کند. مجموعه عناصر پوچتوان حلقه تبعیت می𝑅  را با نماد𝑛𝑖𝑙(𝑅) دهیم. حلقه نشان می𝑅 

𝑛𝑖𝑙(𝑅)را کاهشی گوییم هرگاه  = ، تعمیمی از حلقه های جابجایی و حلقه های کاهشی ]4[ 1، کوهن1999. در سال 0

,𝑎 پذیر نامید هرگاه برای هررا برگشت 𝑅معرفی کرد.  او حلقه  𝑏 ∈ 𝑅   اگر𝑎𝑏 = 𝑏𝑎آنگاه  0 = ، 1982. درسال 0

,𝑎جابجایی نامید هرگاه برای هر را نیم 𝑅، تعمیمی از حلقه های جابجایی معرفی کرد. او حلقه ]13 [2 ناربن 𝑏 ∈ 𝑅  اگر

𝑎𝑏 = 𝑎𝑅𝑏آنگاه  0 = جابجایی های جدیدی که تعمیم حلقه های نیم، حلقه ]8[ 3، کیم و همکارانش2009. در سال 0

𝑓(𝑥) ایجابجایی نامیدند هرگاه برای هر چندجملهرا شبه نیم 𝑅بودند را معرفی کردند. آنها حلقه  = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +

⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥])عدد طبیعی ،𝑘 ∈ ℕ   وجود داشته باشد به طوریکه(𝑅𝑎0𝑅 +⋯+ 𝑅𝑎𝑛𝑅)

𝑘 = 0. 

𝑃(𝑅)اولیه نامیدند هرگاه -2را  𝑅حلقه ، ]2[4، بیرکنمیر و هیترلی1993در سال     = 𝑛𝑖𝑙(𝑅) که ،𝑃(𝑅)  برابر

 حلقه های بیان شده وجود دارد:شود. در حالت کلی رابطه زیر بین های اول در نظر گرفته میآلاشتراک تمام ایده

⟶   کاهشی-2 ⟶  برگشتپذیر   ⟶  نیمجابجایی   ⟶  شبه نیمجابجایی    اولیه

 

 سازگار را  به صورت زیر تعریف کردند:-𝛿 هایمفهوم حلقه ، ]7 [ ، هاشمی و موسوی2000در سال 

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎𝑏 = 0 → 𝑎𝛿(𝑏) = 0 
هایی نشان دادند که عکس این مطلب در حالت کلی باشد و با ارایه مثالسازگار می-𝛿صلب، -𝛼آنها نشان دادند که هر حلقه 

𝑋، زیرمجموعه 𝑀هستند. برای هر مدول  صلب-𝛼های سازگار تعمیمی از حلقه-𝛿های درست نیست. لذا حلقه ⊆ 𝑀𝑅 

𝑟𝑅(X)دهیم که نشان می 𝑟𝑅(𝑋)را با نماد  𝑅از  𝑋پوچساز راست  = {𝑟 ∈ 𝑅: 𝑋𝑟 = ، نشان 2000در سال  5. فیث{0

های آن وجود دارد. ایو حلقه چندجمله 𝑅آل های اول وابسته حلقه  های جابجایی تناظری یک به یک بین ایدهداد در حلقه

را اول  𝑁 های اول روی هر حلقه دلخواه تعمیم داد. او مدول های جابجایی را به مدولهای اول روی حلقهمفهوم  مدول6آنین

S𝑟𝑅(𝑁)داشته باشیم  𝑁از  ′𝑁اه برای هر زیرمدول ناصفر نامید هرگ = 𝑟𝑅(𝑁′)های اول آل. وی همچنین مفهوم ایده

نشان داد و ثابت کرد که  𝐴𝑠𝑠(𝑅)را با نماد  𝑅 های اول وابستهالوابسته روی هر حلقه دلخواه را تعریف کرد و مجموعه ایده

;𝐴𝑠𝑠(𝑅[𝑥تحت شرایطی  𝛼, 𝛿]) = {𝑃[𝑥; 𝛼, 𝛿]: 𝑃 ∈ 𝐴𝑠𝑠(𝑅)} . 

                                                           
1 Cohn 
2 Narbone 
3 Kim and etal. 
4 Birkenmeier and Heatherly 
5 Faith 
6 Annin 
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را به صورت                                     𝑅در  𝑋مفهوم پوچساز ضعیف  𝑅از  𝑋، برای هر زیرمجموعه 2012در سال  ]14[1اویانگ

𝑁𝑅(X) = {𝑎 ∈ 𝑅: 𝑋𝑎 ⊆ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)} های راست اول ضعیف و آلتعریف کرد. با استفاده از این تعریف، مفاهیم ایده

باشد آنگاه                                                سازگار-𝛿پذیر و برگشت 𝑅های اول ضعیف وابسته را تعریف و مطالعه کرد. اویانگ ثابت کرد اگر آلایده

𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅[𝑥, 𝛿]) = {𝑃[𝑥, 𝛿]: 𝑃 ∈ 𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅)} . 

هستند  سازگار-𝛿های ی کاهشی و حلقههاصلب ضعیف را که تعمیمی از حلقه-𝛿های پوچ در این مقاله ما مفهوم حلقه

-𝛿هستند ولی  صلب ضعیف-𝛿دهیم که پوچ هایی ارائه میکنیم. همچنین مثالتعریف کرده و خواصی از آن را بیان می

باشد، آنگاه    صلب ضعیف-𝛿جابجایی و پوچ شبه نیم 𝑅دهیم اگر حلقه یا کاهشی نیستند. در ادامه نشان می سازگار

 𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅[𝑥, 𝛿]) = {𝑃[𝑥, 𝛿]: 𝑃 ∈ 𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅)}بیان می کند که برای هر حلقه  . یکی از مهمترین نتایج این مقاله

و حلقه چندجمله های  𝑅های وابسته اول حلقه آلروی آن، تناظری یک به یک روی ایده 𝛿کاهشی و برای هر مشتق 

,𝑅[𝑥 دیفرانسیلی 𝛿] وجود دارد. به عبارت دیگر برای حلقه کاهشی ،𝑅  و هر مشتق دلخواه𝛿  روی حلقه𝑅  :همواره داریم ،

𝐴𝑠𝑠(𝑅[𝑥, 𝛿]) = {𝑃[𝑥, 𝛿]: 𝑃 ∈ 𝐴𝑠𝑠(𝑅)}. 
 

 فیصلب ضع -δپوچ  یهاحلقه. 1
,𝑎صلب ضعیف نامیم هرگاه برای هر-𝛿را پوچ  𝑅حلقۀ  .1تعریف  𝑏 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) ، 𝑎𝑅𝑏 = 𝑎𝑅𝛿(𝑏) تیجه دهدن  0 =

هایی نشان صلب ضعیف هستند در ادامه با ارایه مثال-𝛿 -اول، پوچ هایو حلقه سازگار-𝛿 کاهشی و  هایوضوح حلقهه. ب0

 باشد.دهیم عکس آن برقرار نمیمی

𝛿̅((𝑎)𝑖𝑗)به صورت   𝑇3(𝑅)را روی  𝛿̅عملگر مشتق  ،صلب باشد -𝑅 ،𝛿یک عملگر مشتق ناصفر و حلقۀ  𝛿 اگر. 2 گزاره =

(𝛿(𝑎))𝑖𝑗 کنیم. در این صورت تعریف می𝑇3(𝑅)،  پوچ𝛿̅-  صلب ضعیف است ولی𝛿̅- .سازگار یا کاهشی نیست 

 کاهشی است: 𝑅 حلقه چون اثبات: 

𝑛𝑖𝑙(𝑇3(𝑅)) = {(
0 𝑎12 𝑎13
0 0 𝑎23
0 0 0

)}. 

𝐴𝑇3(𝑅)𝐵حال فرض کنیم =  طوریکه   ، به 0

𝐴 = (
0 𝑎12 𝑎13
0 0 𝑎23
0 0 0

) , 𝐵 = (
0 𝑏12 𝑏13
0 0 𝑏23
0 0 0

) ∈  𝑛𝑖𝑙(𝑇3(𝑅)) 

                                                           
1 Ouyang 
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𝐴𝑇3(𝑅)𝐵از  = .شووود نتیجه می 0 𝑎12𝑅𝑏23 = 𝑎12𝑅𝛿(𝑏23)لذا  اسووت  صوولب -𝑅، 𝛿چون حلقۀ   0 = . به 0

̅̅)𝐴𝑅𝛿توان نشان داد  می  راحتی ̅𝐵) =  صلب ضعیف است.-𝛿̅پوچ  ،𝑇3(𝑅). بنابراین 0

فراسووووت             𝛿چون   تق نوواصوووو گر مشوووو ل م ع ننوود    ،یووک  𝑐عضوووووی مووا ∈ 𝑅    جود دارد کووه 𝛿(𝑐)و ≠ 0.                                                                                                             

𝐴  با فرض  = (
𝑐 0 1
0 0 0
0 0 0

) , 𝐵 = (
0 0 −1
0 0 0
0 0 𝑐

𝐴𝐵، داریم ( = 𝐴𝛿̅(𝐵)ولی  0 = (
0 0 𝛿(𝑐)
0 0 0
0 0 0

) ≠

 ∎ای اول و کاهشی  نیست.حلقه 𝑇3(𝑅)وضوح سازگار نیست. به-𝑇3(𝑅) ،𝛿̅دهد ، که نشان می0

 کنیم:را به صورت زیر تعریف می 𝑅 ،𝐾(𝑅)برای حلقۀ 

𝐾(𝑅) = {(

𝑎11 𝑎12 𝑎13 𝑎14
0
0
0

𝑎22
0
0

𝑎23
𝑎22
0

𝑎24
𝑎23
𝑎22

)|𝑎𝑖𝑗 ∈ 𝑅} 

به   𝐾(𝑅)را روی  𝛿̅این صووورت عملگر  مشووتق  صوولب باشوود در -𝑅 𝛿، یک عملگر مشووتق ناصووفر و حلقه 𝛿اگر. 3مثال 

𝛿̅((𝑎)𝑖𝑗)صورت    = (𝛿(𝑎))𝑖𝑗 صورت  تعریف می ست ولی     -𝛿̅پوچ  ،𝐾(𝑅)کنیم در این  ضعیف ا سازگار یا   -𝛿̅صلب 

 کاهشی نیست. 

𝑎است عضوی مانند   یک عملگر مشتق ناصفر 𝛿 چونبرهان:  ∈ 𝑅  وجود داردکه𝛿(𝑎) ≠  . در اینصورت با فرض 0

𝐴 = (

−1 0 0 𝑎
0
0
0

0
0
0

0
0
0

0
0
0

𝐵،و    ( = (

0 0 0 𝑎
0
0
0

1
0
0

0
1
0

0
0
1

) 

𝐴𝐵داریم   = 𝐴𝛿̅(𝐵)ولی   0 ≠  کاهشی نیست. 𝐾(𝑅)وضوح هبسازگار نیست. 𝐾(𝑅)  ،−𝛿̅، بنابراین  0

 صلب ضعیف است برای این منظور فرض کنید    𝛿̅−، پوچ  𝐾(𝑅) دهیمحال نشان می

𝐴 = (

0 𝑎12 𝑎13 𝑎14
0
0
0

0
0
0

  𝑎23
0
0

𝑎24
𝑎23
0

) , 𝐵 = (

0 𝑏12 𝑏13 𝑏14
0
0
0

0
0
0

   𝑏23
0
0

𝑏24
𝑏23
0

)  ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  

𝐴𝐾(𝑅)𝐵و همچنین داشته باشیم  =  . در این صورت داریم:0

{

𝑎12𝑅𝑏23 = 0                                         
𝑎12𝑅𝑏24 + 𝑎12𝑅𝑏23 + 𝑎13𝑅𝑏23 = 0
𝑎23𝑅𝑏23 = 0                                          

 

𝑎12𝑅𝑏23لذا کاهشووی بوده و از  صوولب اسووت 𝑅 ،−𝛼 حلقه  چون = 𝑏23𝑎12شووود نتیجه می 0 = . حال اگر معادلۀ  0

𝑎12𝑅𝑏24 + 𝑎12𝑅𝑏23 + 𝑎13𝑅𝑏23 = سمت چپ در   0 𝑏23𝑎13𝑅𝑏23  ، داریمضرب کنیم  𝑏23را از  =   پس ،0

𝑎13𝑅𝑏23𝑎13𝑅𝑏23 = 𝑎13𝑅𝑏23لذا  اسووتکاهشووی  𝑅 حلقه چون. 0 = 𝑎13𝑅𝛿(𝑏23)و در نتیجه   0 = حال  .0
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𝑎12𝑅𝑏23چووون  = 𝑎13𝑅𝑏23 و 0 = 𝑎12𝑅𝑏24و 0 + 𝑎12𝑅𝑏23 + 𝑎13𝑅𝑏23 =  شووووودنووتوویووجووه مووی  0

𝑎12𝑅𝑏24 = 𝑎12𝑅𝛿(𝑏24)و لووذا  0 = 𝑎12𝑅𝑏23همچنین از       .0 = 𝑎23𝑅𝑏23و  0 = شوووود  نتیجووه می     0

𝑎12𝑅𝛿(𝑏23) = 𝑎23𝑅𝛿(𝑏23)و  0 =  ین روابط، داریم:ا با استفاده از .0

{

𝑎12𝑅𝛿(𝑏23) = 0                                                      
𝑎12𝑅𝛿(𝑏24) + 𝑎12𝑅𝛿(𝑏23) + 𝑎13𝑅𝛿(𝑏23) = 0
𝑎23𝑅𝛿(𝑏23) = 0                                                      

 

𝐴𝑅𝛿̅̅̅̅بنابراین  (𝐵) =  ∎.صلب ضعیف است-𝛿̅، پوچ 𝐾(𝑅)دهد  که نشان می، 0
 

 صلب ضعیف نیست.-𝛿̅ای ارایه می دهیم که پوچ در زیر مثالی از حلقه

شتق روی   𝛿فرض کنیم . 4مثال  𝑅عملگر م =
ℤ2[𝑥]

〈𝑥2〉
𝛿(𝑎0با تعریف   + 𝑎1𝑥) = 𝑎1     صورت شد در این  با

ℤ2[𝑥]

〈𝑥2〉
، پوچ 

𝛿̅- صلب ضعیف نیست، زیرا𝑛𝑖𝑙 (
ℤ2[𝑥]

〈𝑥2〉
) = 𝑎𝑥 حال با فرض .𝑓 = 𝑥, 𝑔 = 𝑥  داریم𝑓𝑅𝑔 = 𝑓𝑅𝛿(𝑔)    ولی 0 =

𝑥𝑅 ≠ 0 .∎ 

∑نامیم هرگاه    جابجایی  نیم-شوووبه را  𝑅حلقه   .5تعریف  𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ∈ 𝑅[𝑥] گاه  آن ،توان باشووود پوچ∑ 𝑅𝑎𝑖𝑅
𝑛
𝑖=0 نیز 

 توان باشد.  پوچ

 .است 𝑅آلی از ایده 𝑛𝑖𝑙(𝑅)صورت باشد در ایننیم جابجایی  -شبه، 𝑅فرض کنیم . 6قضیه 

𝛿(𝑛𝑖𝑙(𝑅)) آنگاه  ،جابجایی  باشدنیمشبه صلب ضعیف و-𝛿پوچ  𝑅فرض کنیم حلقۀ  .7لم  ⊆ 𝑛𝑖𝑙(𝑅). 

وجود دارد که   𝑘جابجایی اسووت عددی مانند نیمشووبه 𝑅چون  باشوود. 𝑅توانی از حلقه  عضووو پوچ 𝑎فرض کنیم برهان: 

(𝑎𝑅)𝑘 = 𝑘−1𝑎(𝑎𝑅). چون 0 =  صلب سازگاری داریم:-𝛿 با استفاده از پوچ  0

(1 )           (𝑎𝑅)𝑘−1𝛿(𝑎) (𝑎𝑅)𝑘−2𝑎𝑅𝛿(𝑎) = 0 

𝑘−2𝑎𝑅𝑎(𝑎𝑅)روی  صلب ضعیف-𝛿حال با اعمال خاصیت پوچ  =                                                                  یم:دار  0

(𝑎𝑅)𝑘−2𝛿(𝑎𝑅𝑎) = (𝑎𝑅)𝑘−2𝛿(𝑎)𝑅𝑎 + (𝑎𝑅)𝑘−2𝑎𝛿(𝑅)𝑎 + (𝑎𝑅)𝑘−2𝑎𝑅𝛿(𝑎) = 0,             (2)  

𝑘−2𝑎𝛿(𝑅)𝑎(𝑎𝑅) چون ⊆ (𝑎𝑅)𝑘−1𝑎 =  شود:نتیجه می (2)از رابطه   0

(𝑎𝑅)𝑘−2𝛿(𝑎)𝑅𝑎 + (𝑎𝑅)𝑘−2𝑎𝑅𝛿(𝑎) = 0,                   (3)  

 شود:تیجه می( ن3( و )1)با مقایسه روابط 
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(4)       (𝑎𝑅)𝑘−2𝛿(𝑎)𝑅𝑎 = 0, 

𝑘−3𝑎𝑅𝑎𝑅𝑎(𝑎𝑅)صلب ضعیف است و -𝛿ای پوچ حلقه 𝑅حال چون  =  داریم: 0

(5) 

 (𝑎𝑅)𝑘−3𝛿(𝑎𝑅𝑎𝑅𝑎)

= (𝑎𝑅)𝑘−3𝛿(𝑎)𝑅𝑎𝑅𝑎 + (𝑎𝑅)𝑘−3𝑎𝛿(𝑅)𝑎𝑅𝑎 +   (𝑎𝑅)𝑘−2𝛿(𝑎)𝑅𝑎

+ (𝑎𝑅)𝑘−2𝑎𝛿(𝑅)𝑎 + (𝑎𝑅)𝑘−1𝛿(𝑎) = 0 

 چون  
(𝑎𝑅)𝑘−3𝑎𝛿(𝑅)𝑎𝑅𝑎 + (𝑎𝑅)𝑘−2𝑎𝛿(𝑅)𝑎 ⊆ (𝑎𝑅)𝑘−1𝑎 = 0                                                             

 نتیجه می شود:( 5)از رابطه 

(6)    (𝑎𝑅)𝑘−3𝛿(𝑎)𝑅𝑎𝑅𝑎 + (𝑎𝑅)𝑘−2𝛿(𝑎)𝑅𝑎 + (𝑎𝑅)𝑘−1𝛿(𝑎) = 0, 

𝑘−3𝛿(𝑎)𝑅𝑎𝑅𝑎(𝑎𝑅)شود نتیجه می( 6( و )4(، )1) با مقایسه روابط =  :و با ادامه این روند داریم 0

(7  )    𝑎𝑅𝛿(𝑎)(𝑅𝑎)𝑘−2 = 0                                                                                          

𝑎𝑅𝛿(𝑎)است لذا  𝑅ایده آلی از  𝑛𝑖𝑙(𝑅)از طرفی چون  ⊆ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)شود:    مشابه نتیجه می ی. با روند 

𝑎(𝑅𝛿(𝑎))
2
(𝑅𝑎)𝑘−3 = 𝑎(𝑅𝛿(𝑎))

3
(𝑅𝑎)𝑘−4 = ⋯ = 𝑎(𝑅𝛿(𝑎))

𝑘−1
= 0 

𝑎(𝑅𝛿(𝑎))𝑘−2𝑅𝑎چون  = 𝑘−2𝑅𝑎(𝑅𝛿(𝑎))و از آنجایی که    0 ⊆ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) ا اعمال خاصووویت  پوچ    ، ب𝛿-   صووولب

 :ضعیف داریم

(8)     𝑎𝛿 ((𝑅𝛿(𝑎))
𝑘−2
𝑅)𝑎 + 𝑎(𝑅𝛿(𝑎))

𝑘−1
= 0 

𝑎(𝑅𝛿(𝑎))𝑘−1از طرفی چون  =  لذا 0

(9)    𝑎𝛿 ((𝑅𝛿(𝑎))
𝑘−2
𝑅)𝑎 = 0,                           

                

𝑎(𝑅𝛿(𝑎))𝑘−2𝑅𝑎از طرف دیگر با اعمال مشتق روی عبارت   =  شود:نتیجه می 0

(10)                                   (𝛿(𝑎)𝑅)𝑘−1𝑎 + 𝑎𝛿 ((𝑅𝛿(𝑎))
𝑘−2
𝑅)𝑎 + 𝑎(𝑅𝛿(𝑎))

𝑘−1
= 0 

 

𝑎(𝑅𝛿(𝑎))با داشتن 
𝑘−1

=  داریم: (10) و (9) و مقایسه روابط 0
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          (𝛿(𝑎)𝑅)𝑘−1𝑎 =  0,                                              (11)  

𝑎(𝑅𝛿(𝑎))حال با اعمال عملگر مشتق روی 
𝑘−1

=   :شودنتیجه می  0

 𝛿(𝑎)(𝑅𝛿(𝑎))
𝑘−1

+ 𝑎𝛿 ((𝑅𝛿(𝑎))
𝑘−1
) = 0,                               (12)   

𝑎𝛿با ضرب  ((𝑅𝛿(𝑎))
𝑘−1
  :شودنتیجه می (11)و سپس استفاده از رابطه  (12)از سمت راست در عبارت  (

(𝑎𝛿 ((𝑅𝛿(𝑎))
𝑘−1
))
2

= 0. 

𝑎𝛿لذا  ((𝑅𝛿(𝑎))
𝑘−1
) ⊆ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)   و چون𝑛𝑖𝑙(𝑅) آلی از ایده𝑅  شود  نتیجه می ( 11)است با استفاده از رابطه 

𝛿(𝑎)(𝑅𝛿(𝑎))
𝑘−1

⊆ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) 

𝛿(𝑎)𝑅 بنابراین ⊆ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  دهد میکه نشان𝛿(𝑛𝑖𝑙(𝑅)) ⊆ 𝑛𝑖𝑙(𝑅).  

 

  های مشتقایچند جمله های ضعیف وابسته اول درآلایده .2

;𝑅[𝑥در حلقه  .1 لم 𝛿] مثبت  برای هر عدد صحیح و𝑛  و𝑟 ∈ 𝑅    داریم ،   

. 𝑥𝑛𝑟 = 𝛿𝑛(𝑟) + 𝑛𝛿𝑛−1(𝑟)𝑥 + ⋯+ (
𝑛
𝑘
) 𝛿𝑛−𝑘(𝑟)𝑥𝑘 +⋯+ 𝑟𝑥𝑛 

,𝑎باشد در این صورت برای هر    جابجایینیم-صلب ضعیف  شبه   - 𝛿 ، پوچ 𝑅فرض کنیم حلقۀ . 2 گزاره 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) 

 داریم:   

𝑎𝑅𝑏𝑅𝑐 اگر( 1) = 𝑎𝑅𝛿𝑠(𝑏)𝑅𝑐آنگاه  0 = 𝑎𝑅𝑏𝑅𝛿𝑡(𝑐)و  0 = ,𝑠برای اعداد صحیح مثبت  0 𝑡      . 
𝑎𝑅𝑏𝑅𝑐 گرا (2) = 𝑎𝑅𝛿𝑠(𝑏)𝑅𝛿𝑡(𝑐)آنگاه  0 = ,𝑠برای اعداد صحیح مثبت  0 𝑡      . 

𝑎𝑅𝑏اگر  (3) = ,آنگاه  0 𝛿𝑛(𝑎)𝑅𝑏 = 𝑎𝑅𝛿𝑛(𝑏) و 0 = ,𝑚برای اعداد صحیح مثبت  0 𝑛  . 

                                                                                                                                         برهان:

𝑎𝑅𝑏𝑅𝑐فرض کنیم (: 1)     = 𝛿(𝑛𝑖𝑙(𝑅))،  2در قسوومت  7  بنا به لم چون، 0 ⊆ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) شووود و لذا نتیجه می

𝑎𝑅𝑏𝑅𝛿𝑡(𝑐) = 𝑎𝑅𝑏𝑅𝑐از  صلب ضعیف- 𝛿  خاصیت پوچ با استفاده از. 0 =  :داریم 0

𝑎𝑅𝛿(𝑏𝑅𝑐) = 𝑎𝑅𝛿(𝑏)𝑅𝑐 + 𝑎𝑅𝑏𝛿(𝑅)𝑐 + 𝑎𝑅𝑏𝑅𝛿(𝑐) = 0. 
𝑎𝑅𝑏𝑅𝛿𝑡(𝑐) از اینکه = 𝑎𝑅𝑏𝛿(𝑅)𝑐و  0 ⊆ 𝑎𝑅𝑏𝑅𝑐 = 𝑎𝑅𝛿(𝑏)𝑅𝑐 شووودنتیجه می 0 = با اسووتفاده مجدد   .0

𝑎𝑅𝛿(𝑏)𝑅𝛿(𝑐)داریم صلب ضعیف - 𝛿 از خاصیت پوچ = 0. 
𝑎𝑅𝛿(𝑏)𝑅𝑐حال از   =  داریم : 𝑛𝑖𝑙(𝑅)آل بودن صلب ضعیف و ایده- 𝛿 و استفاده مجدد ازخاصیت  پوچ 0

0 = 𝑎𝑅𝛿(𝛿(𝑏)𝑅𝑐) = 𝑎𝑅𝛿2(𝑏)𝑅𝑐 + 𝑎𝑅𝛿(𝑏)𝛿(𝑅)𝑐 + 𝑎𝑅𝛿(𝑏)𝑅𝛿(𝑐)                
𝑎𝑅𝛿(𝑏)𝛿(𝑅)𝑐 و چون = 𝑎𝑅𝛿(𝑏)𝑅𝛿(𝑐) = 𝑎𝑅𝛿`2(𝑏)𝑅𝑐لذا    0 = مه این    0 با ادا جه می   .  ند نتی شوووود  رو

𝑎𝑅𝛿𝑠(𝑏)𝑅𝑐. 
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 شود.نتیجه می (1) بند و2در قسمت  7:  با استفاده ازلم (2)

𝑎𝑅𝑏چون   (:3) = 𝑎𝑅𝛿𝑛(𝑏)داریم  (1) از 0 =  داریم  طرفیاز و 0
𝛿(𝑎𝑅𝑏) = 𝛿(𝑎)𝑅𝑏 + 𝑎𝛿(𝑅)𝑏 + 𝑎𝑅𝛿(𝑏) = 0. 

𝑎𝑅𝛿(𝑏)چون   = 𝑎𝛿(𝑅)𝑏  و 0 = 𝛿(𝑎)𝑅𝑏لذا  0 = 𝛿(𝑛𝑖𝑙(𝑅)) و  چون 0 ⊆ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)   صیت ستفاده از خا  با ا

یم     - 𝛿 پوچ  یف دار ع 𝛿(𝑎)𝑅𝛿(𝑏) صوووولووب ضوووو = فی   0 طر بطووه  . از 𝛿(𝑎)𝑅𝑏 از را = می       0 بجووه  ت                                                              شووووودن

𝛿2(𝑎)𝑅𝑏 + 𝛿(𝑎)𝛿(𝑅)𝑏 + 𝛿(𝑎)𝑅𝛿(𝑏) = 𝛿(𝑎)𝛿(𝑅)𝑏 چوووون. 0 + 𝛿(𝑎)𝑅𝛿(𝑏) = لوووذا  0

𝛿  2(𝑎)𝑅𝑏 = 𝛿𝑛(𝑎)𝑅𝑏با ادامه این روند داریم  0 = 0 .∎ 

 

𝑎𝑖 باشوود. آنگاه  جابجاییشووبه صوولب ضووعیف و-𝛿 ، پوچ𝑅فرض کنید حلقۀ  .3لم  ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) 0، برای ≤ 𝑖 ≤ 𝑛، اگر و  

𝑓(𝑥) تنها اگر = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) . 

هان:  𝑎𝑖فرض کنیم  بر ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) ،0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. به     حلقههر چون جایی،     شووو جاب یه -2نیم     داریم لذا   اسووووت اول

𝑛𝑖𝑙(𝑅) = 𝑛𝑖𝑙∗(𝑅)0 ، از طرفی برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  صوووحیح مثبتی مانند    عدد𝑚𝑖 برای هر   که  به طوری  وجود دارد 

(𝑎𝑖𝑅)
𝑚𝑖 = 0   ;  0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛. 

𝑘فرض کنیم   = ∑ 𝑚𝑖
𝑛
𝑖=0 + 0 داریم برای هردر اینصوووورت  ، 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ،(𝑎𝑖𝑅)

𝑘 =                                                               کنیمادعا می  حال   .0

𝑓(𝑥)𝑘 = (𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛)𝑘 = 0  . 

∑)توان نشوووان داد ضووورایب به راحتی می    𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 )
𝑘

و   𝑎𝑖ز ا 𝑘هایی به طول ایتوان به صوووورت تک جملهرا می 

𝛿  𝑘(𝑎𝑗)   چون نوشووووت  . 𝑎𝑖, 𝑎𝑗 ∈ {𝑎0, … , 𝑎𝑛}  و𝑘 ≥ ثبووت اسووووت        0 م یح  ح جملووه    ،عوودد صوووو ای چنوود

𝑎𝑖1𝛿
𝑡1(𝑎𝑖2)…𝛿

𝑡𝑘(𝑎𝑖𝑘)⏟              
𝑘+1

𝑎𝑖1که    , 𝑎𝑖2 , … , 𝑎𝑖𝑛 ∈ {𝑎0, … , 𝑎𝑛}  و𝑡𝑗 ،1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘 ،       نامنفی عداد صوووحیح  ا

تنوود،   می      هسوووو ظر  ن می        را در  یم. نشووووان  یر یم    گ ه 𝑎𝑖1𝛿د
𝑡1(𝑎𝑖2)…𝛿

𝑡𝑘(𝑎𝑖𝑘) = تعووداد    0 گر   در 𝑎0. ا

𝑎𝑖1𝛿
𝑡1(𝑎𝑖2)…𝛿

𝑡𝑘(𝑎𝑖𝑘) از  بیشتر𝑚0 ای گاه چندجملهباشد، آن𝑎𝑖1𝛿
𝑡1(𝑎𝑖2)…𝛿

𝑡𝑘(𝑎𝑖𝑘) توان به صورترا می 

𝑏1(𝛿
𝑠1(𝑎0))

𝑗1
𝑏2(𝛿

𝑠2(𝑎0))
𝑗2
…𝑏𝑣(𝛿

𝑠𝑣(𝑎0))
𝑗𝑣
𝑏𝑣+1 

𝑗1نوشووت که  + 𝑗2 +⋯+ 𝑗𝑣 ≥ 𝑚0 ،𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑣 ≥ 𝑞 برای هر  𝑏𝑞 و 1 = 1,2, … , 𝑣 + حاصوول ضوورب    ،1

𝑎𝑖1} مجموعه تعداد متناهی از عناصر انتخاب شده از   , 𝛿
𝑙2(𝑎𝑖2),… , 𝛿

𝑙𝑘(𝑎𝑖𝑘)}  یا یک است. 𝛿0     را نگاشت همانی در

(𝑎𝑖𝑅)گیریم. چون نظر می
𝑚𝑖 =  . بنابراین0

𝑎0
𝑗1𝑅𝑎0

𝑗2 …𝑅𝑎0
𝑗𝑣𝑅 = 𝑎0𝑎0…𝑎0⏞      

𝑗1

𝑅…𝑅 𝑎0…𝑎0⏞    
𝑗𝑣

𝑅 = 0 
داریم 2گزاره  بنابه  

(𝛿𝑠1(𝑎0))
𝑗1
𝑅(𝛿𝑠2(𝑎0))

𝑗2
…𝑅(𝛿𝑠𝑣(𝑎0))

𝑗𝑣
𝑅 = 0 

در نتیجه داریم: و  
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(𝛿𝑠1(𝑎0))
𝑗1
𝑏2(𝛿

𝑠2(𝑎0))
𝑗2
…𝑏𝑣(𝛿

𝑠𝑣(𝑎0))
𝑗𝑣
𝑏𝑣+1 = 0 

 
𝑎0𝑏𝑞 جاییکه , 𝑎0, 𝑎0𝑏𝑞 ∈ 𝑎0𝑅(𝑞 = 1,2, … , 𝑣 +  در نتیجه .(1

𝑏1(𝛿
𝑠1(𝑎0))

𝑗1
𝑏2(𝛿

𝑠2(𝑎0))
𝑗2
… 𝑏𝑣(𝛿

𝑠𝑣(𝑎0))
𝑗𝑣
𝑏𝑣+1 = 0. 

𝑎𝑖1𝛿لذا 
𝑡1(𝑎𝑖2)…𝛿

𝑡𝑘(𝑎𝑖𝑘) = 0. 
𝑎𝑖1𝛿های ظاهر شوووده در 𝑎𝑖اگر تعداد  

𝑡1(𝑎𝑖2)…𝛿
𝑡𝑘(𝑎𝑖𝑘) از بیشوووتر 𝑚𝑖 داریم باشووود، با اسوووتدلالی مشوووابه    

𝑎𝑖1𝛿
𝑡1(𝑎𝑖2)…𝛿

𝑡𝑘(𝑎𝑖𝑘) = تک    .0 نابراین هر  له  ب ظاهر شوووده در   جم ∑)ای  𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 )
𝑘

                                    لذا  .صوووفر اسوووت  

∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑛

𝑖=0 ∈ 𝑅[𝑥, 𝛿] توان است.عنصری پوچ 

𝑓(𝑥) حووال فرض کنیم     ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) ،           آنگوواه عوودد صوووحیح مثبتی موواننوود𝑘  کووهبووه طوری  وجود دارد                                                                  

𝑓(𝑥)𝑘 = (𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛)𝑘 =  . پس  0

0 = (𝑓(𝑥))
𝑘
= جملات با درجه کمتر + 𝑎𝑛𝑛𝑘𝑥𝑛𝑘 

 .𝑎𝑛 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) و در نتیجه    𝑎𝑛𝑛𝑘 = 0 بنابراین     

𝛿𝑗 (𝑎𝑛)  نتیجه می شود 2 در بخش 7لم با استفاده از  حال ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑗حال فرض کنید  . 

                                                 𝑄 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯+ 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 

 تدر این صور

0 = (𝑓(𝑥))
𝑘
= (𝑄 + 𝑎𝑛𝑥

𝑛)𝑘 = (𝑄 + 𝑎𝑛𝑥
𝑛)(𝑄 + 𝑎𝑛𝑥

𝑛)⋯ (𝑄 + 𝑎𝑛𝑥
𝑛) = 

(𝑄2 + 𝑄𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛𝑥

𝑛𝑄 + 𝑎𝑛𝑥
𝑛𝑎𝑛𝑥

𝑛)(𝑄 + 𝑎𝑛𝑥
𝑛)⋯ (𝑄 + 𝑎𝑛𝑥

𝑛) = 𝑄𝑘 + ∆. 
ضوی از    ∆که  ,𝑅[𝑥 ع 𝛿]    ضرایب آن دارای ست که  ست.  چون   𝛿𝑗 (𝑎𝑛)یا   𝑎𝑛ا شد لذا    می 𝑅آلی از  ایده 𝑛𝑖𝑙(𝑅)ا با

,𝑛𝑖𝑙(𝑅)[𝑥عضوووی از  ∆ 𝛿]  اسووت.  بنابراین𝑄𝑘 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) در نتیجه مشووابه روند بالا نتیجه می شووود که  و        

𝑎𝑛−1 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) 0شود برای هر نتیجه می. با ادامه این فرایند ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ،𝑎𝑖 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅).∎ 

 باشد. نبم جابجایی شبه صلب ضعیف و- 𝛿 ، پوچ𝑅فرض کنیم حلقۀ . 4قضیه

𝑎𝑏 (  اگر1) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  آنگاه𝑎𝛿𝑗 (𝑏) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑗. 

𝑎𝑏 (  اگر2) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  آنگاه𝛿𝑖(𝑎)𝑏 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖. 

𝑎𝑏𝑐(  اگر 3) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  آنگاه𝑎𝛿𝑖(𝑏)𝛿𝑗 (𝑐) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑗, 𝑖. 

 :برهان

𝑎𝑏فرض کنید  :(1) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) در نظر گرفتن آنگاه با 𝑓 = 𝑏,   𝑔 = 𝑎𝑥  داریم𝑓𝑔 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) و بنابراین 
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𝑔𝑓 = 𝑎𝛿(𝑏) + 𝑎𝑏𝑥 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿])   به نا  ,𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥  ،3لم . ب 𝛿]) =  𝑛𝑖𝑙(𝑅)[𝑥, 𝛿]  لذا 𝑎𝛿(𝑏), 𝑎𝑏𝑥 ∈

𝑛𝑖𝑙(𝑅) .     نیوود ک فرض  𝑓حووال  = 𝛿(𝑏),   𝑔 = 𝑎𝑥 .     یم نگوواه دار 𝑓𝑔آ ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿])     ین برا بنووا 𝑔𝑓 و  =

𝑎𝛿2 (𝑏) + 𝑎𝛿(𝑏)𝑥 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥; 𝛼, 𝛿])   لووذا𝑎𝛿2 (𝑏) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) بووا ادامووه این رونوود داریم .𝑎𝛿𝑗 (𝑏) ∈

𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑗 . 

𝑎𝑏( فرض کنید 2) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  داریم 2بخش  7آنگاه بنا به لم 

𝛿(𝑎𝑏) = 𝛿(𝑎)𝑏 + 𝑎𝛿(𝑏) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) 
𝑎𝛿𝑗 (𝑏)(، 1)اسوووت و بنا به  𝑅ایده الی از حلقه  𝑛𝑖𝑙(𝑅)چون  ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) 0 برای هر ≤ 𝑗 لذا ،𝛿(𝑎)𝑏 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  .

𝛿(𝑎)𝛿(𝑏)داریم  (،1) دوباره با استفاده از بند ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) .داریم: 2بخش  7 لم بنا به 

𝛿(𝛿(𝑎)𝑏) = 𝛿2 (𝑎)𝑏 + 𝛿(𝑎)𝛿(𝑏) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) 
𝛿(𝑎)𝛿(𝑏)است و   𝑅ایده الی از حلقه  𝑛𝑖𝑙(𝑅)چون  ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) نتیجه می شود 𝛿2 (𝑎)𝑏 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  . با ادامه این

𝑖  برای هر روند  ≥ 𝛿𝑖 (𝑎)𝑏داریم  0 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅). 

𝑎𝑏𝑐(  فرض کنید 3) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) ( داریم 1آنگاه بنا به بند )𝑎𝑏𝛿𝑗 (𝑐) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) لذا  و𝛿𝑗 (𝑐)𝑎𝑏 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) رای ب

0 هر ≤ 𝑗( داریم 1از بند ) . با استفاده𝛿𝑗 (𝑐)𝑎𝛿𝑖 (𝑏) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖, 𝑗. لذا  𝑎𝛿𝑖(𝑏)𝛿𝑗 (𝑐) ∈

𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖, 𝑗. ∎ 

قه  . 5لم  لب ضوووعیف و  - 𝛿 پوچ 𝑅فرض کنیم حل به   صووو جایی     شووو جاب 𝑓(𝑥)،باشوووود. اگر  نیم  = ∑ 𝑎𝑖𝑥
𝑖𝑚

𝑖=0   
𝑔(𝑥) = ∑ 𝑏𝑗𝑥

𝑗𝑛
𝑗=0   وℎ(𝑥) = ∑ 𝑐𝑘𝑥

𝑘𝑡
𝑘=0  عناصری از𝑅[𝑥, 𝛿] موارد زیر برقرارند: گاه  باشند آن 

(1) 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) تنها اگر  و اگر𝑎𝑖𝑏𝑗 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  0و ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  . 

(2) 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑐 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) ها اگر   و اگر 𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐تن ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  ،0 ≤ 𝑗 ≤

𝑛   و𝑐 ∈ 𝑅    . 

(3) 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)ℎ(𝑥) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) ها اگر   و اگر 𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐𝑘تن ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  ،0 ≤

𝑗 ≤ 𝑛 0  و ≤ 𝑘 ≤ 𝑡. 

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) فرض  کنید  (←) (1) برهان:  ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) . گاهنآ 

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = (∑𝑎𝑖𝑥
𝑖

𝑚

𝑖=0

)(∑𝑏𝑗𝑥
𝑗

𝑛

𝑗=0

) = ∑ (∑ (∑(
𝑖
𝑠
) 𝑎𝑖𝛿

𝑖−𝑠(𝑏𝑡)

𝑚

𝑖=𝑠

)
𝑠+𝑡=𝑘

)

𝑚+𝑛

𝑘=0

𝑥𝑘 

0جایی که  ≤ 𝑠 ≤ 𝑚  0و ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 داریم: 3. آنگاه با استفاده از لم 

∆𝑚+𝑛= 𝑎𝑚𝑏𝑛 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)                                                                         (1)  

∆𝑚+𝑛−1= 𝑎𝑚𝑏𝑛−1 + ∑ (
𝑖

𝑚 − 1
)𝑎𝑖𝛿

𝑖−𝑚+1(𝑏𝑛)
𝑚
𝑖=𝑚−1 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)                                      (2)  
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  ∆𝑚+𝑛−2= ∑ (
𝑖

𝑚 − 2
)𝑎𝑖𝛿

𝑖−𝑚+2𝑚
𝑖=𝑚−2 (𝑏𝑛) = ∑ (

𝑖
𝑚 − 1

)𝑎𝑖𝛿
𝑖−𝑚+1𝑚

𝑖=𝑚−1 (𝑏𝑛−1)  + 𝑎𝑚𝑏𝑛−2 ∈

𝑛𝑖𝑙(𝑅) (3)  

⋮  

(4)   ∆𝑘= ∑ (∑ (
𝑖
𝑠
) 𝑎𝑖𝛿

𝑖−𝑠𝑚
𝑖=𝑠 (𝑏𝑡))𝑠+𝑡=𝑘 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)              

 

𝑎𝑚𝑏𝑛 ( داریم1از رابطه ) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  در نتیجه𝑏𝑛𝑎𝑚 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅). 0دهیم برای هر حال نشان می ≤ 𝑖 ≤ 𝑚،                     

𝑎𝑖𝑏𝑛 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)( را از سمت چپ در 2. اگر رابطه )𝑏𝑛 نگاهضرب کنیم، آ  

𝑎𝑚−1𝑏𝑛 = 𝑏𝑛∆𝑚+𝑛−1 − (𝑏𝑛𝑎𝑚𝑏𝑛−1 +𝑚𝑏𝑛𝑎𝑚𝛿(𝑏𝑛)) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) 

𝑏𝑛𝑎𝑚−1𝑏𝑛، آل استایده 𝑛𝑖𝑙(𝑅)چون  ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  لذا و𝑏𝑛𝑎𝑚−1 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  و𝑎𝑚−1𝑏𝑛 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅).  اگر رابطه

 :داریم ضرب کنیم 𝑏𝑛( را از سمت چپ در 3)

𝑏𝑛𝑎𝑚−2𝑏𝑛 = 𝑏𝑛∆𝑚+𝑛−2 − (
𝑚 − 1
𝑚 − 2

) 𝑏𝑛𝑎𝑚−1𝛿(𝑏𝑛) − (
𝑚

𝑚 − 2
) 𝑏𝑛𝑎𝑚𝛿

2(𝑏𝑛)

− 𝑏𝑛𝑎𝑚−1𝑏𝑛−1 − 
                               (

𝑚
𝑚 − 1

)𝑏𝑛𝑎𝑚𝛿(𝑏𝑛−1) − 𝑏𝑛𝑎𝑚𝑏𝑛−2

= 𝑏𝑛∆𝑚+𝑛−2 − (
𝑚 − 1
𝑚 − 2

) (𝑏𝑛𝑎𝑚−1)𝛿(𝑏𝑛) − 

                               (
𝑚

𝑚 − 2
) (𝑏𝑛𝑎𝑚)𝛿

2(𝑏𝑛) − (𝑏𝑛𝑎𝑚−1)𝑏𝑛−1 − (
𝑚

𝑚 − 1
) (𝑏𝑛𝑎𝑚)𝛿

− (𝑏𝑛𝑎𝑚)𝑏𝑛−2          
                                ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) 

𝑎𝑚−2𝑏𝑛اسوووت بنابراین  𝑅آل از یک ایده 𝑛𝑖𝑙(𝑅)چون  ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  و𝑏𝑛𝑎𝑚−2 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) با ادامه این روند نتیجه .

0شود برای هر  می ≤ 𝑖 ≤ 𝑚، 𝑎𝑖𝑏𝑛 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) . ست ضیه  از  فادۀبا ا 𝑎𝑖𝛿، 4ق
𝑠(𝑏𝑛) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑠   و

0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 .داریم   بنابراین 

(𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯+ 𝑎𝑚𝑥
𝑚)(𝑏0 + 𝑏1𝑥 +⋯+ 𝑏𝑛−1𝑥

𝑛−1)

= ∑ (∑ (∑(
𝑖
𝑠
) 𝑎𝑖𝛿

𝑖−𝑠(𝑏𝑡)

𝑚

𝑖=𝑠

)
𝑠+𝑡=𝑘

)

𝑚+𝑛−1

𝑘=0

𝑥𝑘 = 

∆0 + ∆1𝑥 +⋯+ ∆𝑚+𝑛−1𝑥
𝑚+𝑛−1 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) 

بالا داریم      به روش  𝑎𝑖𝑏𝑛−1مشوووا ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)      :ند، داریم مه این رو 𝑎𝑖𝑏𝑗با ادا ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  و

0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. 

𝑎𝑖𝑏𝑗 دفرض کنی  (→) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  0و ≤ 𝑗 ≤ 𝑛   داریم ، 4قضووویه  . آنگاه بنا بر𝑎𝑖𝛿
𝑡(𝑏𝑗) ∈

𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  0و ≤ 𝑗 ≤ 𝑛   0و ≤ 𝑡 چون .𝑛𝑖𝑙(𝑅)  ایده آلی از حلقه𝑅 است داریم: 
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𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) = ∑ (∑ (∑(
𝑖
𝑠
) 𝑎𝑖𝛿

𝑖−𝑠(𝑏𝑡)

𝑚

𝑖=𝑠

)
𝑠+𝑡=𝑘

)

𝑚+𝑛

𝑘=0

𝑥𝑘 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)[𝑥, 𝛿] 

,𝑛𝑖𝑙(𝑅)[𝑥چون  𝛿] = 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿])  نتیجه می شود𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]). 

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑐فرض کنید  (←)( 2) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) ، آنگاه𝑐𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ∈ 𝑛𝑖𝑙𝑅[𝑥, 𝛿]) . ( 1با اسوووتفاده از بند  )

𝑐𝑎𝑖𝑏𝑗 داریم ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  0و ≤ 𝑗 ≤ 𝑛  لذا  .𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚 و   

0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛. 

ید     (→) 𝑎𝑖𝑏𝑗𝑐حال فرض کن ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  0برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  0و ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 ، گاه 𝑐𝑎𝑖𝑏𝑗 آن ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) برای                         

0هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑚  0و ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 0و ≤ 𝑡   ( 1. بنوا بوه بنود) داریم 𝑐𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿])  جه                                   و در نتی

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑐 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]). 

 ∎ .نتیجه می شود( و با روند  مشابه 2( و )1با استفاده از بند های )( 3)

𝑈گاه برای هر زیرمجموعه باشوود. آننیم جابجایی شووبه  صوولب ضووعیف و- 𝛿 پوچ 𝑅فرض کنید حلقه .  6 لم ⊆ 𝑅  داریم ،

𝑁[𝑥,𝛿](𝑈[𝑥, 𝛿]) = 𝑁𝑅(𝑈)[𝑥, 𝛿]. 

,𝑁𝑅(𝑈)[𝑥 داریم ضوحبه و :برهان 𝛿] ⊆ 𝑁[𝑥,𝛿](𝑈[𝑥, 𝛿]).  ای اُریببرای هر چندجمله، 5بنا به لم                                            

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 +⋯+ 𝑎𝑛𝑥
𝑛 ∈ 𝑁[𝑥,𝛿](𝑈[𝑥, 𝛿]) دلخواه                                               ایو برای هر چندجمله 

𝑔(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 +⋯+ 𝑏𝑚𝑥
𝑚 ، 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) اگر وتنها  اگر ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) 𝑎𝑖𝑏𝑗  برای هر 

0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  0و ≤ 𝑗 ≤ 𝑚 بنابراین .𝑎𝑖 ∈ 𝑁𝑟𝑅(𝑈)  0برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑛لذا . 𝑓(𝑥) ∈ 𝑁𝑅(𝑈)[𝑥, 𝛿]  که نتیجه

,𝑁[𝑥,𝛿](𝑈[𝑥می دهد  𝛿]) ⊆ 𝑁𝑅(𝑈)[𝑥, 𝛿]بنابراین . 𝑁[𝑥,𝛿](𝑈[𝑥, 𝛿]) = 𝑁𝑅(𝑈)[𝑥, 𝛿]. ∎ 

 

𝑚(𝑥)  اگر .7 تعریف = 𝑚0 +𝑚1𝑥 +⋯+𝑚𝑘𝑥
𝑘 +⋯+𝑚𝑛𝑥

𝑛 ∉ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿])  و

𝑁𝑑𝑒𝑔(𝑚(𝑥)) = 𝑘 ،نگاه گوییم آ𝑚(𝑥) برای هر  اگراست  یک چند جمله ای بطور ضعیف خوب𝑖 ≤ 𝑘، 

𝑁𝑅(𝑚𝑖) = 𝑁𝑅(𝑚𝑘) . 

                                       ای آنگاه برای هر چندجمله باشد. جابجاییبه نیمش صلب ضعیف و- 𝛿 پوچ 𝑅فرض کنید حلقه  .8گزاره 

𝑚(𝑥) = 𝑚0 +𝑚1𝑥 + ⋯+𝑚𝑘𝑥
𝑘 +⋯+𝑚𝑛𝑥

𝑛 ∉ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) دعضوی مانن 𝑟 ∈ 𝑅 دارد  وجود

 یک چند جمله ای بطور ضعیف خوب است. 𝑚(𝑥)𝑟بطوریکه 

𝑁𝑑𝑒𝑔(𝑓(𝑥))با شرط   𝑓(𝑥) مانندبرای هر چند جمله ای فرض کنید  ،𝑁𝑑𝑒𝑔روی  با برهان خلف :برهان < 𝑘  

𝑟 عضوی مانند ∈ 𝑅  وجود دارد بطوریکه𝑓(𝑥)𝑟 چندجمله حال فرض کنید   . یک چند جمله ای بطور ضعیف خوب است

𝑚(𝑥)ای  = 𝑚0 +𝑚1𝑥 +⋯+𝑚𝑘𝑥
𝑘 +⋯+𝑚𝑛𝑥

𝑛 ∉ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) با 𝑁𝑑𝑒𝑔(𝑚(𝑥)) = 𝑘 ≥ 1 
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𝑟موجود است بطوریکه برای هر  ∈ 𝑅 ،𝑚(𝑥)𝑟 ای بطور ضعیف خوب نیست. لذا یک چند جمله𝑚(𝑥) نیز یک چندجمله

𝑖نابراین عدد صحیح بای بطور ضعیف خوب نیست.  < 𝑘 موجود است که  𝑁𝑅(𝑚𝑖) ⊈ 𝑁𝑅(𝑚𝑘) بنابراین عضوی مانند .

𝑏 ∈ 𝑅  موجود است که𝑚𝑖𝑏 ∉ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  اما𝑚𝑘𝑏 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) چون  .𝑁𝑑𝑒𝑔(𝑚(𝑥)) = 𝑘 ≥ 𝑗لذا برای هر  1 ≥

𝑘  داریم𝑚𝑗 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) چون .𝑛𝑖𝑙(𝑅) آلی از حلقه ایده𝑅  است لذا برای هر𝑗 ≥ 𝑘  داریم𝑚𝑗𝑏 ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) .  حال با

𝑗برای هر  ،4قضیه  استفاده از ≥ 𝑘  ر و برای ه𝑡 ≥ 𝑚𝑗𝛿داریم  1
𝑡(𝑏) ∈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅) در نتیجه ضریب .𝑘-ای هلام چند جم

𝑚(𝑥)𝑏  یعنی∑ (
𝑖
𝑘
)𝑚𝑖𝛿

𝑖−𝑘(𝑏)𝑛
𝑖=𝑘 لق به عمت𝑛𝑖𝑙(𝑅) هر  است. از طرفی برای𝑠 ≥ 𝑘 + ام چند -𝑠ضریب  1

𝑘حداکثر  𝑁𝑑𝑒𝑔(𝑚(𝑥))دارای   𝑚(𝑥)𝑏است. لذا  𝑛𝑖𝑙(𝑅)لق به عمتنیز  𝑚(𝑥)𝑏 ایهلجم − 𝑚𝑖𝑏  است. چون 1 ∉

𝑛𝑖𝑙(𝑅)  5لم در نتیجه بنا به،  𝑚(𝑥)𝑏 ∉ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]).  چون𝑚(𝑥)𝑏   دارای𝑁𝑑𝑒𝑔(𝑚(𝑥)) حداکثر 𝑘 − 1 

𝑐عضوی مانند  است طبق فرض ∈ 𝑅  وجود دارد بطوریکه𝑚(𝑥)𝑏𝑐  یک چند جمله ای بطور ضعیف خوب است و این

𝑟تناقض دارد با این فرض که برای هر  ∈ 𝑅 ،𝑚(𝑥)𝑟 .یک چند جمله ای بطور ضعیف خوب نیست ∎ 

 باشد.  آنگاه نیم جابجایی شبه صلب ضعیف و- 𝛿 پوچ 𝑅فرض کنید حلقه . 9گزاره 

.𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅[𝑥, 𝛿]) = {𝑃[𝑥, 𝛿]| 𝑃𝜖𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅)} 

,𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅[𝑥  دهیمابتدا نشان می رهان.ب 𝛿]) ⊇ {𝑃[𝑥, 𝛿]| 𝑃𝜖𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅)}د . برای این منظور فرض کنی

𝑃𝜖𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅)  در اینصورت ایده آل راستی مانند𝐼  از𝑅  موجود است که𝐼 ⊈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅) و 𝑁𝑅(𝐼) = 𝑃. اگر نشان دهیم                                 

𝑁𝑅[𝑥,𝛿](𝐼[𝑥, 𝛿]) = 𝑃[𝑥, 𝛿] و  𝐼[𝑥, 𝛿] آلایدهیک 𝑃[𝑥, 𝛿]-.اول است، آنگاه اثبات تمام است 

,𝑁𝑅[𝑥,𝛿](𝐼[𝑥داریم  ،6لم بنا به   𝛿]) = 𝑁𝑅(𝐼)[𝑥, 𝛿] = 𝑃[𝑥, 𝛿]د نشان دهیم. حال بای  𝐼[𝑥, 𝛿]   یک

𝑃[𝑥, 𝛿]- اول است. چون𝐼  آلایده یک 𝑃-  اول  است لذا𝐼 ⊈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅)  3لم و در نتیجه بنا به، 

𝐼[𝑥, 𝛿] ⊈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅)[𝑥, 𝛿] = 𝑁𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]). 

,𝐼[𝑥برای اینکه   𝛿]  آلایدهیک 𝑃[𝑥, 𝛿]–راست آلایده هر برای دهیم نشان کافیست باشد اول Ω ⊈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅)[𝑥, 𝛿] و 

Ω ⊆ 𝐼[𝑥, 𝛿] داریم 𝑁𝑅[𝑥,𝛿](Ω) = 𝑁𝑅[𝑥,𝛿](𝐼[𝑥, 𝛿])ح و. بوض𝑁𝑅[𝑥,𝛿](Ω) ⊇ 𝑁𝑅[𝑥,𝛿](𝐼[𝑥, 𝛿]) .اثبات برای 

𝑁𝑅[𝑥,𝛿](Ω) ⊆ 𝑁𝑅[𝑥,𝛿](𝐼[𝑥, 𝛿]) ،دفرض کنی ℎ(𝑥) = ℎ0 + ℎ1𝑥 +⋯+ ℎ𝑘𝑥
𝑘𝜖𝑁𝑅[𝑥,𝛿](Ω) در اینصورت .

Ωℎ(𝑥)  داریم ⊆ 𝑁𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿])   و در نتیجه𝐶Ωℎ𝑖 ∈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) 0، برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑘  0. لذا  برای هر ≤

𝑖 ≤ 𝑘  داریم𝐽ℎ𝑖 ⊆ 𝑁𝑖𝑙(𝑅)   که𝐽  ایده آل راستی از𝑅  تولید شده توسط𝐶Ω   است. چون𝐶Ω ⊆ 𝐼  داریم𝐽 ⊆ 𝐼   و

Ω چون ⊈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅)[𝑥, 𝛿]  3لم بنا به، 𝐶Ω ⊈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅) چون .𝐼 آل ایده یک 𝑅- اول است لذا𝑁𝑅 (𝐶Ω) = 𝑁𝑅(𝐼) =

𝑃 دهدکه نتیجه میℎ𝑖𝜖𝑃 0 برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 لذا .ℎ(𝑥) ∈ 𝑃[𝑥, 𝛿] دهدکه نتیجه می 𝑁𝑅[𝑥,𝛿](Ω) ⊆

𝑁𝑅[𝑥,𝛿](𝐼[𝑥, 𝛿]). دهیمحال نشان می   𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅[𝑥, 𝛿]) ⊆ {𝑃[𝑥, 𝛿]| 𝑃𝜖𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅)} برای این منظور فرض .

𝑄کنید  ∈ 𝑁𝐴𝑠𝑠(𝑅[𝑥, 𝛿]) آل در اینصورت  ایده𝑅[𝑥, 𝛿]- اولی مانند𝑇  موجود است که𝑁𝑅[𝑥,𝛿](T) = 𝑄 فرض .

 بطوریکه باشد 𝑇عضوی از  𝑚(𝑥) کنید 
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𝑚(𝑥) = 𝑚0 +𝑚1𝑥 +⋯+𝑚𝑘𝑥
𝑘 +⋯+𝑚𝑛𝑥

𝑛 ∉ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]). 
𝑁𝑑𝑒𝑔(𝑚(𝑥))یک چند جمله ای بطور ضعیف خوب با  𝑚(𝑥)توانیم فرض کنیم  در اینصورت می = 𝑘  است. فرض

𝑇0کنید  = 𝑚(𝑥)𝑅[𝑥, 𝛿]آنگاه .  𝑇0 ⊈ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿])  زیرا𝑚(𝑥) ∉ 𝑛𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿])بنابراین . 

𝑁𝑅[𝑥,𝛿](𝑇0) = 𝑁𝑅[𝑥,𝛿](T) = 𝑄 

,𝑅[𝑥ایده آل راست  𝑇 چون 𝛿]-توان نشان داد که می اول است.  به راحتی𝑄 = 𝑈𝑅[𝑥, 𝛿]  جایی که𝑁𝑅(𝑚𝑘𝑅) =

𝑈 . 

𝑚𝑘𝑅اول هست. بوضوح -𝑅یک ایده ال راست  𝑚𝑘𝑅کنیم  که ادعا  میحال   ⊈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅)  زیرا𝑚𝑘 ∉ 𝑛𝑖𝑙(𝑅)  .

𝐿ایده آل راست  ⊈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅)  را در نظر می گیریم که𝐿 ⊆ 𝑚𝑘𝑅  ادعا می کنیم که .𝑁𝑅(𝑚𝑘𝑅) = 𝑁𝑅(𝐿) . ح ووضه ب  

𝑁𝑅(𝑚𝑘𝑅) ⊆ 𝑁𝑅(𝐿). اثبات برای 𝑁𝑅(𝑚𝑘𝑅) ⊇ 𝑁𝑅(𝐿)  فرض کنید𝑊 = {𝑚(𝑥)𝑟| 𝑟 ∈ 𝐿} .آنگاه   

𝑚(𝑥)𝑊𝑅[𝑥, 𝛿] ⊆ 𝑅[𝑥, 𝛿]  . چون𝐿 ⊈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅)  و𝐿 ⊆ 𝑚𝑘𝑅لذا وجود دارد ، 𝑎 ∈ 𝑅  بطوریکه𝑚𝑘𝑎 ∉

𝑁𝑖𝑙(𝑅) و 𝑚𝑘𝑎 ∈ 𝐿. لذا𝑚𝑘𝑚𝑘𝑎 ∉ 𝑁𝑖𝑙(𝑅) و در نتیجه 𝑚(𝑥)𝑚𝑘𝑎 ∉ 𝑁𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]) .داریم    بنابراین

𝑊𝑅[𝑥, 𝛿] ⊈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅)[𝑥, 𝛿]. 

,𝑅[𝑥 ایده آل راست 𝑇چون  𝛿]-اول است 𝑁𝑅[𝑥,𝛿](𝑊𝑅[𝑥, 𝛿]) = 𝑁𝑅[𝑥,𝛿](𝑚(𝑥)𝑅[𝑥, 𝛿]) = 𝑄 اگر .

𝑏 ∈ 𝑁𝑅(𝐿) آنگاه  𝑙𝑏 ∈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅)  برای هر𝑙 ∈ 𝐿  و بنابراین برای هر𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥, 𝛿] داریم     𝑚(𝑥)𝑙𝑓(𝑥)𝑏 ∈

𝑁𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]).  هر لذا برای  ∑𝑚(𝑥)𝑙𝑖𝑓𝑖(𝑥) داریم(∑𝑚(𝑥)𝑙𝑖𝑓𝑖(𝑥))𝑏 ∈ 𝑁𝑖𝑙(𝑅[𝑥, 𝛿]). بنابراین 

𝑏 ∈ 𝑁𝑅[𝑥,𝛿](𝑊𝑅[𝑥, 𝛿]) = 𝑄 . در نتیجه داریم𝑏 ∈ 𝑁𝑅(𝑚𝑘𝑅) بنابراین .𝑁𝑅(𝑚𝑘𝑅) ⊇ 𝑁𝑅(𝐿).  لذا

𝑁𝑅(𝑚𝑘𝑅) = 𝑁𝑅(𝐿)  که نشان می دهد𝑚𝑘𝑅  یک ایده ال راست𝑅- ست.ااول∎ 

 باشد.  آنگاه 𝑅مشتقی دلخواه روی حلقه   𝛿کاهشی و   𝑅فرض کنید حلقه . 10 نتیجه

.𝐴𝑠𝑠(𝑅[𝑥, 𝛿]) = {𝑃[𝑥, 𝛿]| 𝑃𝜖𝐴𝑠𝑠(𝑅)}. 
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