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Introduction 
The main aim of the present work is to introduce an effective numerical 
method for solving fractional delay differential equations. Consider the 
following problem 

൜
஼ܦ
ఈݕሺݐሻ ൌ ݂ሺݕ,ݐሺݐሻ,ݕሺݐ െ ߬ሻሻ,							0 ൑ ݐ ൑ ࣦ,						0 ൏ ߙ ൑ 1,

ሻݐሺݕ ൌ 												,ሻݐ଴ሺݕ െ ߬ ൑ ݐ ൑ 0,
 

where ݂ is a linear or nonlinear function and the fractional derivative is 
considered in the sense of Caputo. Also, ݕ଴ ∈  ,ଶሾെ߬,0ሿ is a given functionܥ
߬ ൐ 0 is the delay constant and ݕ is the unknown function to be determined. 
Our numerical method for solving the above problem is based on using the 
generalized hat functions and their useful properties. 

Material and Methods 
In this paper, by considering a set of basis functions which are the generalized 
hat functions, we suggest a numerical method for solving the main problem. 
The main properties of the hat functions including operational matrix of 
Riemann-Liouville fractional integral are recalled. Furthermore, we introduce 
the delay operational matrix of the basis functions. We expand  ܦ஼

ఈݕሺݐሻ in 
terms of ݊ ൅ 1 basis functions with unknown coefficients. By this way, the 
introduced operational matrices help us to give approximations of ݕሺݐሻ and  
ݐሺݕ െ ߬ሻ in terms of the hat basis functions. Finally, these approximations 
together with the use of given initial function transform the main problem into 
a system of algebraic equations. By writing the resulted system in detail, we 
find out that for solving the problem, we need to solve ݊ nonlinear algebraic 
equations which can be solved using Newton’s iterative method with zero 
initial value for each unknown parameter. Error analysis of the proposed 
method is studied and ܱሺ݄ଶሻ order of convergence is proved for the numerical 
solution. 

Results and discussion 
Some test problems are considered and solved using the proposed method in 
order to illustrate the efficiency and accuracy of this method. We reported the 
maximum absolute error and convergence order for each example which 
confirm the theoretical discussion of the error. The obtained results are given 
in some tables and figures and, we compare the error with other existing 
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methods for solving this kind of problems. It is found from these results that 
the numerical solution converges to the exact one when the number of basis 
functions increases. 

Conclusion 
The following conclusions are obtained from this research. 

 Generalized hat functions are very simple basis functions and their 
properties are very useful. 

 The advantage of this method comparing to the other existing 
spectral methods for solving the problem under study is that it 
reduces this problem to solving some nonlinear algebraic equations. 
This property was checked by studying the system complexity. 

 Convergence analysis shows the ܱሺ݄ଶሻ order of convergence and the 
numerical results confirm the theoretical discussion of the error. 
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  توابع كلاهي در حل معادلات ديفرانسيل تأخيري كسريكاربرد 
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  چكيده  اطلاعات مقاله

  مقاله پژوهشينوع مقاله: 
  
  
 12/9/1400 :افتيدر خيتار

  12/2/1402: رشيپذ خيتار
  10/12/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
معادلات ديفرانسيل تأخيري 

  ، كسري
   ،مشتق كسري كاپوتو

   ،توابع كلاهي تعميم يافته
عملياتي انتگرال  ماتريس
  ،كسري

  ماتريس عملياتي تأخير.

 اي ازحل عددي دستهه ب با استفاده از يك روش جديد بر اساس توابع كلاهي تعميم يافتهدر اين مقاله، 
. شوددر نظر گرفته مي از نوع كاپوتو هاپردازيم كه مشتق كسري در آنمعادلات ديفرانسيل تأخيري كسري مي

پس، براي پردازيم. سهاي عملياتي متناظر با اين توابع ميابتدا، به معرفي توابع كلاهي تعميم يافته و ماتريس
كارگيري خواص هشوند. با باي تقريب زده ميحل مسأله مورد نظر، توابع موجود در آن با استفاده از توابع پايه

 جبري دستگاهي از معادلات ليوويل،-ق كسري كاپوتو و انتگرال كسري ريمان، مشتتوابع كلاهي تعميم يافته
با جايگذاري مقادير حاصل، تقريبي از جواب شود. مي شود كه با حل آن ضرايب مجهول تعيينحاصل مي

در ادامه، تحليل خطاي شود. حاصل بررسي مي علاوه، پيچيدگي محاسباتي دستگاهبهآيد. ست ميبه دمسأله 
 .شودمثال كارايي و دقت روش پيشنهادي نشان داده مي سهائه در پايان، با ارگيرد. مورد بررسي قرار مي روش

  
  
  
  
  
  
  
  

 186)، 4( 9، هاي رياضيپژوهش. يكسر يريتأخ ليفرانسيدر حل معادلات د يكاربرد توابع كلاه). 1402( زهرا، كلانسرا يرضائ و ؛سميه، عمتي: ناستناد
– 205.  
    

  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

ير غهاي نسبتاً جديد در رياضيات كاربردي بر پايه انتگرال و مشتقات از مرتبه معادلات ديفرانسيل كسري يكي از شاخه
اي از معادلات ديفرانسيل هستند كه در آنها جواب معادله فقط به معادلات ديفرانسيل تأخيري دسته است. همچنين، صحيح

رخي از كه بجاييناز آ ه بعضي اطلاعات، حالات و شرايط قبلي نيز نيازمند است.اطلاعات در شرايط فعلي نياز ندارد، بلكه ب
ري كند. معادلات ديفرانسيل تأخيتر ميها را واقع بينانهدرج تأخير زماني اين مدل ،ها ارتباط زيادي با شرايط گذشته دارندمدل

تئوري  هاي مختلف نظير:تند. اين معادلات در زمينهكسري يك تعميم از معادلات ديفرانسيل تأخيري به مرتبه غيرصحيح هس
 اري دارندهاي ديناميكي كاربردهاي بسيكنترل، فيزيك، زيست شناسي، اقتصاد، پردازش سيگنال و تصوير، مكانيك و سيستم

ن اي هاي مختلفي براي حل. بسياري از پژوهشگران به مطالعه معادلات ديفرانسيل تأخيري كسري پرداخته و روش]6، 1[
 روش مبتني بر ،]3[ي هاي ديفرانسيل پسرو كسرفرمول توان به روشها مياند. از جمله اين روشمعادلات ارائه كرده

ماتريس عملياتي ايجاد شده بر  ،]4[هاي لاگور اصلاح شدهموجكي بر نروش مبت، ]8[يافته انتقال  هاي ژاكوبيايچندجمله
، روش موجك پل تعميم يافته ]11[اي تيلور كسري يس عملياتي بر اساس توابع تكه، روش ماتر]12[ هاي برنوليپايه موجك

  اشاره كرد. ]2[لفلر مرتبه كسري -، و استفاده از توابع ميتاگ]13[

  ريم:گي مي نظر در را زير صورتبه كسري تأخيري ديفرانسيل معادلات ،مقاله اين در

൜
஼ܦ
ఈݕሺݐሻ ൌ ݂ሺݕ,ݐሺݐሻ,ݕሺݐ െ ߬ሻሻ,							0 ൑ ݐ ൑ ࣦ,						0 ൏ ߙ ൑ 1,

ሻݐሺݕ ൌ 												,ሻݐ଴ሺݕ െ ߬ ൑ ݐ ൑ 0,
 )1(  

଴ݕيك تابع پيوستة خطي يا غيرخطي بوده و مشتق كسري از نوع كاپوتو است. همچنين،  ݂كه در آن  ∈ تابعي  ଶሾെ߬,0ሿܥ
߬معلوم،  ൐ ) با استفاده 1(. در اين پژوهش، به حل عددي مسأله است كه بايد تعيين شودتابعي مجهول  ݕثابت تأخير و  0

شود كه روش پيشنهادي از پيچيدگي محاسباتي بسيار پايين و پردازيم. نشان داده مياز خواص توابع كلاهي تعميم يافته مي
) معرفي 1هاي طيفي كه تاكنون براي حل مسائل به شكل (لازم به ذكر است كه ساير روش دقت مطلوبي برخوردار است.

كه روش پيشنهادي در اين مقاله منجر به حل چند شوند، در حالياهي از معادلات غيرخطي مياند، منجر به توليد دستگشده
  شوند.شود كه تنها بر حسب يك مجهول بازنويسي و حل ميمعادله غيرخطي مي

شود. كسري و خواص توابع كلاهي تعميم يافته بيان مي انساختار اين مقاله بدين شرح است: ابتدا، مقدماتي از حساب
پيچيدگي  ،پردازيم و همچنين) مي1سپس، به ارائه يك تكنيك عددي براي حل معادلات ديفرانسيل تأخيري كسري به شكل (

 دادن دقتعلاوه، براي نشان شود. بهشود. در ادامه، به تحليل خطاي روش پرداخته ميمحاسباتي دستگاه حاصل بررسي مي
   پردازيم.شود. در پايان، به بيان نتايج ميو كارايي روش، سه مثال در نظر گرفته مي
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 مفاهيم اساسي. 1

  پردازيم.كسري و خواص توابع كلاهي تعميم يافته مي انبه بيان مقدماتي از حساب ،در اين بخش

ࢻ ليوويل از مرتبه -ريمان كسري انتگرال عملگر .1,1تعريف  ൐ ૙14[شود زير تعريف ميصورت به[: 

଴ܫ
ఈݕሺݐሻ ൌ

1
Γሺߙሻ

න ሺݐ െ ݏሻ݀ݏሺݕሻఈିଵݏ
௧

଴
, 

  كه در آن 

Γሺߙሻ ൌ න ݐ஑ିଵ݁ି௧݀ݐ
ஶ

଴
, 

 تابع گاماي اويلر است.

ߙمشتق كسري كاپوتو از مرتبه . 2,1تعريف  ൐   :]14[شود به شكل زير تعريف مي 0

஼ܦ
ఈݕሺݐሻ ൌ

1
Γሺ݉ െ ሻߙ

න ሺݐ െ ݏሻ݀ݏሺ௠ሻሺݕሻ௠ିఈିଵݏ
௧

଴
,  ݉ െ 1 ൏ ߙ ൑ ݉,  ݉ ∈ Գ,    ݉ ൌ    ,ۀߙڿ

  تابع سقف است. ۀ∙ڿكه در آن 

݉ به ازاي .1,1 نكته ∈ Գ ،݉ െ 1 ൏ α ൑ ليوويل و مشتق كسري كاپوتو در خاصيت -، عملگر انتگرال كسري ريمان݉
 :]10[كنند زير صدق مي

଴ܫ )2(
α ቆܦ஼

αݕሺݐሻቇ ൌ ሻݐሺݕ െ ෍
௜ݐ

݅!

௠ିଵ

௜ୀ଴

,ሺ௜ሻሺ0ሻݕ ݐ ൐ 0. 

ሾ݄݅,ሺ݅زير بازه  ݊	و تقسيم آن به  ሾ0,ࣦሿ زهبا گرفتن نظردر  با .3,1تعريف  ൅ 1ሻ݄ሿ به ازاي ،݅ ൌ 0,1,… ,݊ െ ، با 1

݄ كه ݄طول گام  ൌ ࣦ

௡
ሼ߰௜ሽ௜ୀ଴توابع كلاهي تعميم يافته ، 

௡ 15[شوند صورت زير تعريف ميبه[:  

߰଴ሺݐሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
݄ െ ݐ
݄

,															0 ൑ ݐ ൑ ݄,	

																															
در غير اينصورت																					,0
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߰௜ሺݐሻ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ
ݐ െ ሺ݅ െ 1ሻ݄

݄
,								ሺ݅ െ 1ሻ݄ ൑ ݐ ൑ ݄݅,	

ሺ݅ ൅ 1ሻ݄ െ ݐ
݄

,								݄݅ ൑ ݐ ൑ ሺ݅ ൅ 1ሻ݄,	 											

	0,																																							 صورتدر غير اين

 

߰௡ሺݐሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ݐۓ െ ሺࣦ െ ݄ሻ

݄
,											ࣦ െ ݄ ൑ ݐ ൑ ࣦ,	

در غير اينصورت																																,0
													 

، خاصيت زير مستقل خطي هستند. همچنين، با استفاده از تعريف اين توابع ଶሾ0,ࣦሿܮ  توابع كلاهي تعميم يافته در فضاي
  :]15[ برقرار است

)3(  ߰௜ሺ݆݄ሻ ൌ ൜
1, ݅ ൌ ݆,
0, ݅ ് ݆.  

ݕه يك تابع دلخوا ∈   :]15[ تقريب زد زيرصورت توان با استفاده از توابع كلاهي تعميم يافته بهرا مي ࣦሿ	ଶሾ0,ܮ

ሻݐሺݕ  )4( ≃ ሻݐ௡ሺݕ ൌ෍

௡

௜ୀ଴

ܽ௜߰௜ሺݐሻ ൌ  ,ሻݐΨሺ்ܣ

  كه در آن

)5(  Ψሺݐሻ ൌ ሾ߰଴ሺݐሻ, ߰ଵሺݐሻ,⋯ , ߰௡ሺݐሻሿ்,  

  و

ܣ ൌ ሾܽ଴,ܽଵ,⋯ ,ܽ௡ሿ், 

௜ܽكه طوريبه ൌ   .ሺ݄݅ሻݕ

α) و 5( بردار توابع كلاهي تعميم يافته تعريف شده در Ψفرض كنيم . 4,1تعريف  ൐   باشد، آنگاه 0

଴ܫ	  )6(
α
Ψሺݐሻ ≃ ܲαΨሺݐሻ,  

ሺ݊ با بعد α مرتبهاز  يلوليو-نيمار يكسر النتگرا عملياتي ماتريس αܲكه در آن  ൅ 1ሻ 	ൈ ሺ݊ ൅ 1ሻ صورت است كه به
  :]15[شود زير معرفي مي
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)7(  ܲα ൌ
݄ఈ

Γሺߙ ൅ 2ሻ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
0 ଵߞ ଶߞ ଷߞ ⋯ ௡ߞ
0 1 ߷ଵ ߷ଶ ⋯ ߷௡ିଵ
0 0 1 ߷ଵ ⋯ ߷௡ିଶ
0 0 0 1 ⋯ ߷௡ିଷ
⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯
0 0 0 0 ⋯ 1 ے

ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

, 

   كه در آن

௜ߞ	 ൌ ݅ఈሺߙ െ ݅ ൅ 1ሻ ൅ ሺ݅ െ 1ሻఈାଵ,					݅ ൌ 1,	2,	 ⋯ ,݊,				 

߷௜ ൌ ሺ݅ ൅ 1ሻఈାଵ െ 2݅ఈାଵ ൅ ሺ݅ െ 1ሻఈାଵ,				݅ ൌ 1,	2,	 ⋯ ,݊ െ 1. 

଴ܫ	 توانتقريب زده شود، آنگاه مي) 4( صورت معادلهتوسط توابع كلاهي تعميم يافته به ݕاگر تابع 
αݕሺݐሻ را با استفاده از

 صورت زير تقريب زد:) به6(

଴ܫ	
αݕሺݐሻ ≃ ଴ܫ	

αݕ௡ሺݐሻ ൌ  .ሻݐఈΨሺ்ܲܣ

ݐ௜ሺ߰براي معرفي ماتريس عملياتي تأخير، . 5,1تعريف  െ ߬ሻ كه در آن ،߬ ൐ است را با استفاده از توابع كلاهي تعميم  0
  ) داريم:5صورت (به ሻݐΨሺاي ايهدر نظر گرفتن بردار پ بازنيم. يافته تقريب مي

)8(  Ψሺݐ െ ߬ሻ ≃ ܴఛΨሺݐሻ, 

ሺ݊ شود و يك ماتريس از مرتبهماتريس عملياتي تأخير ناميده مي  	ఛܴكه در آن ൅ 1ሻ 	ൈ ሺ݊ ൅ 1ሻصورت زير است كه به
  :]9[ باشدمي

)9(  ܴఛ ൌ ሾݎ௜,௝
ఛ ሿ ൌ ሾ߰௜ሺ݆݄ െ ߬ሻሿ௜,௝ୀ଴ ,1,⋯,௡. 

ݐሺݕ	توان) تقريب زده شود، آنگاه مي4صورت (توسط توابع كلاهي به ݕاگر تابع  െ ߬ሻ  به شكل زير 8( را با استفاده از (
 تقريب زد:

ݐሺݕ െ ߬ሻ ≃  .ሻݐఛΨሺ்ܴܣ
 

 روش عددي .2

پردازيم. ) با استفاده از توابع كلاهي تعميم يافته مي1در اين بخش، به حل عددي معادلات ديفرانسيل تأخيري كسري (
 گاهپيچيدگي محاسباتي دست، كند. در ادامهاين روش معادله ديفرانسيل داده شده را به دستگاهي از معادلات جبري تبديل مي

   گيرد.حاصل مورد بررسي قرار مي
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஼ܦ، )1مسأله (براي پيدا كردن جواب عددي  :معرفي روش 1,2
ఈݕሺݐሻ صورت زير تقريب اي بهرا با استفاده از توابع پايه

  زنيم:مي
)10( ஼ܦ 

ఈݕሺݐሻ ≃  .ሻݐΨሺ்ܣ

ليوويل و مشتق -كارگيري خاصيت انتگرال ريمان)، به6با استفاده از () و 10روي معادله ( αگيري از مرتبه با اعمال انتگرال
 آوريم:) نتيجه زير را به دست مي1) و شرط اوليه داده شده در معادله (2كسري كاپوتو ذكر شده در (

ሻݐሺݕ  )11( ≃ ଴ܫ
α൫்ܣΨሺݐሻ൯ ൅ ሺ0ሻݕ ൌ ሺ்ܲܣఈ ൅ ଴ܻ

்ሻΨሺݐሻ ൌ ܺ଴
்Ψሺݐሻ. 

଴ሺ0ሻݕ) از تقريب 11در ( ≃ ଴ܻ
்Ψሺݐሻ استفاده شده است. همچنين  

		 ଴ܻ ൌ ሾݕ଴,଴,	ݕ଴,ଵ,⋯  	     ,଴(0)ݕ =଴,୨ݕ        ,଴,௡ሿ்ݕ ,

ܺ଴ ൌ ሺ்ܲܣఈ ൅ ଴ܻ
்ሻ் ൌ ሾݔ଴,଴, ݔ଴,ଵ,⋯ ଴,௡ሿ்ݔ	, . 

ݐبا جايگذاري  െ  ) خواهيم داشت:8) و با استفاده از (11در معادله ( ݐبجاي  ߬

ݐሺݕ  )12( െ ߬ሻ ≃ ሺ்ܲܣఈ ൅ ଴ܻ
்ሻΨሺݐ െ ߬ሻ ൌ ሺ்ܲܣఈ ൅ ଴ܻ

்ሻܴఛΨሺݐሻ ൌ ଵܺ
்Ψሺݐሻ, 

  كه در آن

		 ଵܺ ൌ ܴఛ்ܺ଴ ൌ ሾݔଵ,଴, ݔଵ,ଵ,⋯ ଵ,௡ሿ்ݔ , . 

ݐبا قرار دادن  ൌ   آوريم:ست مي) به د3كارگيري خاصيت (و با به) 12) و (11در ( ݄݆

ሺ݆݄ሻݕ ൌ  ,଴,௝ݔ

ሺ݆݄ݕ െ ߬ሻ ൌ ଵ,௝ݔ . 

ݐازاي را به ݂توان تقريبي از تابع حال مي ൐   ير به دست آورد:ز رتبهصو هشد گرفته نظراي در پايه بعاتواز  دهستفاا با، ߬

݂ሺݕ ,ݐሺݐሻ, ݕሺݐ െ ߬ሻሻ ≃෍

௡

௝ୀ଴

݂ሺ݆݄, ݕሺ݆݄ሻ, ݕሺ݆݄ െ ߬ሻሻ߰௝ሺݐሻ 

																								ൌ ෍

௡

௝ୀ଴

݂൫݆݄,ݔ଴,௝,ݔଵ,௝൯߰௝ሺݐሻ 

)13(  																							 ൌ ௡݂൫ݕ,ݐሺݐሻ,ݕሺݐ െ ߬ሻ൯. 

0براي  ൑ ݐ ൑   ) داده شده است، داريم1از تابع اوليه كه در ( ، با استفاده߬

ݐሺݕ െ ߬ሻ ൌ ݐ଴ሺݕ	 െ ߬ሻ. 
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  شكل زير تعريف كرد: را به ݃توان تابع جديد كه در اين بازه قرار دارند مي ݐازاي مقاديري از بنابراين، به

݃൫ݕ ,ݐሺݐሻ൯ ൌ ݂൫t, ݕሺݐሻ,	ݕ଴ሺݐ െ ߬ሻ൯. 

  خواهيم داشت:اي با تقريب زدن اين تابع با استفاده از توابع پايه

)14(  											݃൫ݕ ,ݐሺݐሻ൯ ≃෍

௡

௝ୀ଴

݃ሺ݆݄, ݕሺ݆݄ሻሻ߰௝ሺݐሻ ൌ෍

௡

௝ୀ଴

݃൫݆݄, .ሻݐ଴,௝൯߰௝ሺݔ 														 

  كنيم:صورت زير تعريف ميرا به ܨدر ادامه، بردار 

)15(  
ሺΘ, ܺ଴, ଵܺሻܨ ൌ 	 ቂ݃൫0	, ݔ଴,0൯, ݃൫݄, 0,1ݔ ൯,⋯ ,݃൫݄݇, ݔ଴,௞൯, ݂ ቀሺ݇

൅ 1ሻ݄, ݔ଴,௞ାଵ, ଵ,௞ାଵቁݔ ,⋯ ,݂൫ࣦ, ,଴,௡ݔ ଵ,௡൯ቃݔ , 

݇كه در آن  ൌ ہ
ఛ

௛
  به تابع كف اشاره دارد. ۂ⋅ہ	و  ۂ

  آوريم:) به دست مي15) و با استفاده از (1) در معادله (14) و (13)، (10در نتيجه با جايگذاري معادلات (

ሻݐΨሺ்ܣ ൌ  ,ሻݐሺΘ, ܺ଴, ଵܺሻΨሺܨ

  شود:كه منجر به دستگاه معادلات زير مي

்ܣ െ ሺΘ, ܺ଴, ଵܺሻܨ ൌ 0. 

 ، خواهيم داشت:عبارت ديگربه

ܽ଴ ൌ ݃൫0	, ݔ଴,0൯, 

ܽଵ ൌ  ݃൫݄, 0,1ݔ ൯, 

																																																																													⋮ 

	ܽ௞ ൌ ݃൫݄݇, ݔ଴,௞൯, 

																																						ܽ௞ାଵ ൌ ݂ ቀሺ݇ ൅ 1ሻ݄, ݔ଴,௞ାଵ,	ݔଵ,௞ାଵቁ , 

																																																																															⋮			 

)16(  												 																										 ܽ௡ ൌ ݂൫ࣦ, ,଴,௡ݔ .ଵ,௡൯ݔ  

ሺ݊دستگاه بالا شامل  ൅ 1ሻ  معادله جبري باሺ݊ ൅ 1ሻ  هستند. با حل اين   ܣهاي برداردرايهپارامتر مجهول است كه
   آيد.ست مي) به د11( ، تقريبي از جواب معادله با استفاده ازدستگاه

، فرم اين بنابراين) بستگي دارد. 16( سرعت روش عددي داده شده به سرعت حل دستگاه: پيچيدگي دستگاه حاصل 2,2
  كنيم.) را با جزئيات بررسي مي16( شكل دستگاه داده شده در ،جا. در ايناستائه شده دستگاه جنبه مهمي از روش ار
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صورت زير توان ماتريس را به)، مي7( فرم ماتريس عملياتي انتگرال كسري توابع كلاهي تعميم يافته داده شده در با توجه به
  :]10[نوشت 

ܲఈ ൌ ௜,௝݌ൣ
ఈ ൧,				݅,݆ ൌ 0,1,⋯ , ݊, 

 با اين شرايط كه

௜,଴݌
ఈ ൌ 0,					݅ ൌ 0,1,2,⋯ , ݊, 

௜,௝݌
ఈ ൌ 0,					1 ൑ ݆ ൏ ݅ ൑ ݊. 

 مثلثي است. واضح است كه اين ماتريس عملياتي يك ماتريس بالا

݅) به ازاي 9( با توجه به فرم ماتريس عملياتي تأخير داده شده در ൌ   ، با استفاده از تعريف توابع كلاهي تعميم يافته، داريم:0

߰଴ሺ݆݄ െ ߬ሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
݄ െ ሺ݆݄ െ ߬ሻ

݄
,													

߬
݄
൑ ݆ ൑ 1 ൅

߬
݄

,	

در غير اينصورت																																					,0
 

  ، داريم:ك عدد صحيح استي ݆ كهبا در نظر گرفتن اين

)17(  ߰଴ሺ݆݄ െ ߬ሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
݄ۓ െ ሺ݆݄ െ ߬ሻ

݄
, ቒ

߬
݄
ቓ ൑ ݆ ൑ 1 ൅ ቔ

߬
݄
ቕ ,

0,					 در غير اينصورت
 

݅ با روشي مشابه به ازاي ൌ 1,2,⋯ ,݊ െ   با توجه به تعريف توابع كلاهي تعميم يافته خواهيم داشت: ،1

)18(  ߰௜ሺ݆݄ െ ߬ሻ ൌ

ە
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۓ
ሺ݆݄ െ ߬ሻ െ ሺ݅ െ 1ሻ݄

݄
, ሺ݅ െ 1ሻ ൅ ቒ

߬
݄
ቓ ൑ ݆ ൑ ݅ ൅ ቔ

߬
݄
ቕ ,

ሺ݅ ൅ 1ሻ݄ െ ሺ݆݄ െ ߬ሻ

݄
,																݅ ൅ ቒ

߬
݄
ቓ ൑ ݆ ൑ ሺ݅ ൅ 1ሻ ቔ

߬
݄
ቕ ,

0,																							 در غير اينصورت

 

݅ ازاي به ،مچنينه ൌ ࣦتوجه به و با  ݊ ൌ   داريم: ،݄݊

)19(  ߰௡ሺ݆݄ െ ߬ሻ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ሺ݆݄ۓ െ ߬ሻ െ ሺࣦ െ ݄ሻ

݄
, ݊ െ 1 ൅ ቒ

߬
݄
ቓ ൑ ݆ ൑ ݊,

			
0,																			 در غير اينصورت.
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  آوريم:به دست مي )19(-)17ز (حال با استفاده ا

௜௝ݎ
ఛ ൌ ቐ

߰௜ሺ݆݄ െ ߬ሻ,													݆ ൒ ݅,

0,																															݆ ൏ ݅.
 

  يك ماتريس بالا مثلثي است. ఛܴماتريس  بنابراين

  :بازنويسي كردصورت زير توان بهبراي توابع كلاهي تعميم يافته را مي، دستگاه معادلات در نتيجه

)20(  ܽ଴ ൌ ݃ ቀ0, 0,0ݕቁ ,  

  

)21(  														ܽଵ ൌ ݃ ൭݄,෍

ଵ

௦ୀ଴

ܽ௦݌௦,1
ఈ ൅ ଴,ଵ൱ݕ , 

  

		ܽଶ ൌ ݃ ൭2݄,෍

ଶ

௦ୀ଴

ܽ௦݌௦,2
ఈ ൅ ଴,ଶ൱ݕ , 

					⋮																																																										 

			ܽ௞ ൌ ݃ቌ݄݇,෍

௞

௦ୀ଴

ܽ௦݌௦,௞
ఈ ൅ ଴,௞ቍݕ , 

ܽ௞ାଵ ൌ ݂ ൮ሺ݇ ൅ 1ሻ݄,෍

௞ାଵ

௦ୀ଴

ܽ௦݌௦,௞ାଵ
ఈ ൅ ,଴,௞ାଵݕ ෍

௞ାଵ

௠ୀଵ

௠,௞ାଵݎ
ఛ ൭෍

௠

௦ୀ଴

ܽ௦݌௦,௠
ఈ ൱ ൅ ଴,௞ାଵቍݕ , 

																							⋮	 

)22(  	ܽ௡ ൌ ݂ ൭ࣦ,෍

௡

௦ୀ଴

ܽ௦݌௦,௡
ఈ ൅ ,଴,௡ݕ ෍

௡

௠ୀଵ

௠,௡ݎ
ఛ ൭෍

௠

௦ୀ଴

ܽ௦݌௦,௠
ఈ ൱ ൅ ଴,௡൱ݕ .               		 

 جايگذاريبا بنابراين  آيد.مي دسته اوليه بشرط ساني از آ به ଴ܽ شود مقدار پارامتر مجهولمشاهده مي) 20در (طوركه نهما
ܽ଴ ) يك معادله غيرخطي بر حسب مجهول)21در ، ܽଵ شود كه با حل اين معادله با استفاده از روش تكراري حاصل مي

شود ميحاصل ) 22(با حل  ௡ܽ يابد كه. اين فرآيند تا زماني ادامه ميشودتعيين مي ଵܽنيوتن و با مقدار اوليه صفر، مقدار 
اساس توابع كلاهي تعميم يافته مسأله اصلي را  روش پيشنهادي بر ،اند. بنابراينجايگذاري شده ଴ ،ܽଵ،⋯،ܽ௡ିଵܽ كه در آن
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. لازم به ذكر است، با توجه به همگرايي بسط تابع بر اساس توابع كلاهي تعميم يافته، دهدكاهش مي له جبريمعاد ݊حل  به
با در نظر گرفتن مقدار اوليه صفر در روش نيوتن براي حل هر يك از كنند. اي در اين بسط به صفر ميل ميضرايب توابع پايه

݅( ،௜ܽمعادلات غيرخطي حاصل، مقادير  ൌ 1,2, … , در نرم افزار متمتيكا  FindRootآساني با استفاده از دستور )، به݊
  شوند.حاصل مي

 

 تحليل خطا .3

يابد. با اين هدف، ابتدا لم زير را از مرجع مطالب اين بخش به تحليل خطاي روش ارائه شده در بخش قبل اختصاص مي
  كنيم.يادآوري مي ]5[

ࣦفرض كنيد  ]5[. 1,3لم  ൐ ଶߣ	,ଵߣ، 0 ൒ :߮و  0 ሾ0,ࣦሿ → Թ  ߙيك تابع پيوسته و نامنفي باشد. با فرض ൐ ، اگر 0
  داشته باشيم

߮ሺݐሻ ൑ ଵߣ ൅ ଶߣ න ሺݐ െ ݏሻ݀ݏሻఈିଵ߮ሺݏ
௧

଴
ݐ∀												, ∈ ሾ0,	ࣦሿ, 

ߣآنگاه يك ثابت  ൌ   كهطوريوجود دارد به ሻߙ,ࣦ,ଶߣሺߣ

߮ሺݐሻ ൑ ݐ∀												,ଵߣߣ ∈ ሾ0,ࣦሿ. 

ݕاگر  ]15[. 1,3قضيه  ∈ ݊ تقريب آن با استفاده از  ௡ݕو   ࣦሿሻ	ଶሺሾ0,ܥ ൅  تابع كلاهي تعميم يافته باشد، آنگاه 1

ሻݐሺݕ| െ |ሻݐ௡ሺݕ ൌ ܱሺ݄ଶሻ. 

݄كه در آن  ൌ
ࣦ

௡
.  

جواب تقريبي حاصل از روش ارائه شده در بخش قبل باشد. همچنين،  ෤௡ݕ) و 1جواب دقيق مسأله ( ݕفرض كنيد  .2,3قضيه 
݂فرض كنيد  ∈ ଶሺሾ0,ࣦሿܥ ൈ Թ ൈ Թሻ صورت زير صدق كندشيتز بهدر شرط ليپ:  

)23(  |݂ሺݒ,ݑ,ݐሻ െ ݂ሺݑ,ݐ෤ |෤ሻݒ, ൑ ݑ|ଵߚ െ |෤ݑ ൅ ݒ|ଶߚ െ  ,|෤ݒ

ଵࣦఈߚهاي حقيقي مثبت هستند. اگر ثابت ଶߚو  ଵߚ كهطوريبه ൅ ଶሺࣦߚ െ ߬ሻఈ ൏ ߙሺ߁ ൅ 1ሻ ،آنگاه ،  

ݕ‖ െ ෤௡‖ஶݕ ൌ ܱሺ݄ଶሻ, 

ݕ‖كه در آن،  െ ෤௡‖ஶݕ ൌ ݔܽ݉
଴ஸ௧ஸࣦ

ሻݐሺݕ| െ   .|ሻݐ෤௡ሺݕ

 كنند:ترتيب، در معادلات زير صدق مياثبات: جواب دقيق و جواب تقريبي، به

஼ܦ  )24(
ఈݕሺݐሻ ൌ ݂ ൬ݕ ,ݐሺݐሻ, ݕሺݐ െ ߬ሻ൰ , 
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஼ܦ  )25(
ఈݕ෤௡ሺݐሻ ൌ ௡݂ ൬ݕ,ݐ෤௡ሺݐሻ, ݕ෤௡ሺݐ െ ߬ሻ൰ , 

  ) و با توجه به خطي بودن عملگر مشتق كسري كاپوتو داريم:24) از (25با كم كردن (

஼ܦ
ఈ൫ݕሺݐሻ െ ሻ൯ݐ෤௡ሺݕ ൌ ݂ ൬ݕ ,ݐሺݐሻ, ݕሺݐ െ ߬ሻ൰ െ ௡݂ ൬ݕ,ݐ෤௡ሺݐሻ, ݕ෤௡ሺݐ െ ߬ሻ൰ , 

෤௡ሺ0ሻݕ) و داشتن 2كنيم و با استفاده از (ليوويل را روي دو طرف معادله بالا اعمال مي-گيري ريمانحال، عملگر انتگرال ൌ

  آوريم:، به دست ميሺ0ሻݕ

ሻݐሺݕ െ ሻݐ෤௡ሺݕ ൌ
1

൯ߙ൫߁
න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

଴
ቆ݂ ൬ݕ ,ݏሺݏሻ, ݕሺݏ െ ߬ሻ൰ െ ௡݂ ൬ݕ,ݏ෤௡ሺݏሻ, ݕ෤௡ሺݏ െ ߬ሻ൰ቇ  ݏ݀

																								ൌ
1

൯ߙ൫߁
න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

଴
ቆ݂ ൬ݕ ,ݏሺݏሻ, ݕሺݏ െ ߬ሻ൰ െ ݂ ൬ݕ,ݏ෤௡ሺݏሻ, ݕ෤௡ሺݏ െ ߬ሻ൰ቇ݀ݏ 

																																				൅
1

൯ߙ൫߁
න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

଴
ቆ݂ ൬ݕ,ݏ෤௡ሺݏሻ, ݕ෤௡ሺݏ െ ߬ሻ൰ െ ௡݂ ൬ݕ,ݏ෤௡ሺݏሻ, ݕ෤௡ሺݏ െ ߬ሻ൰ቇ  .ݏ݀

  ، داريم݂براي تابع  1,3با استفاده از قضيه 

ቚ݂ ൬ݕ,ݏ෤௡ሺݏሻ, ݕ෤௡ሺݏ െ ߬ሻ൰ െ ௡݂ ൬ݕ,ݏ෤௡ሺݏሻ, ݕ෤௡ሺݏ െ ߬ሻ൰ቚ ൌ ܱሺ݄ଶሻ. 

  نتيجه،در 

ሻݐሺݕ| െ |ሻݐ෤௡ሺݕ ൑
1

൯ߙ൫߁
න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

଴
ቚ݂ ൬ݕ ,ݏሺݏሻ, ݕሺݏ െ ߬ሻ൰

െ ݂ ൬ݕ,ݏ෤௡ሺݏሻ, ݕ෤௡ሺݏ െ ߬ሻ൰ቚ 																				ݏ݀

																																												൅
1

൯ߙ൫߁
න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

଴
ቚ݂ ൬ݕ,ݏ෤௡ሺݏሻ, ݕ෤௡ሺݏ െ ߬ሻ൰

െ ௡݂ ൬ݕ,ݏ෤௡ሺݏሻ, ݕ෤௡ሺݏ െ ߬ሻ൰ቚ 	ݏ݀

																															൑
1

൯ߙ൫߁
න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

଴
ቚ݂ ൬ݕ ,ݏሺݏሻ, ݕሺݏ െ ߬ሻ൰ െ ݂ ൬ݕ,ݏ෤௡ሺݏሻ, ݕ෤௡ሺݏ െ ߬ሻ൰ቚ ݏ݀ ൅ 	,ଶ݄ߜ	

  شود) داده شد، نامساوي زير حاصل مي23شيتز كه در (با استفاده از شرط ليپبستگي دارد. در ادامه،  ߙو  ࣦبه  ߜكه طوريبه

ሻݐሺݕ| െ |ሻݐ෤௡ሺݕ ൑
ଵߚ
൯ߙ൫߁

න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

଴
ሻݏሺݕ|		 െ 																																																																													ݏ݀|ሻݏ෤௡ሺݕ

൅
ଶߚ
൯ߙ൫߁

න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

଴
ݏሺݕ| െ ߬ሻ െ ݏ෤௡ሺݕ െ ߬ሻ|݀ݏ ൅  ଶ݄ߜ	
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0به ازاي  ൑ ݐ ൑ ݐ෤௡ሺݕ داريم ،، با توجه به شرط اوليه߬ െ ߬ሻ ൌ ݐሺݕ െ ߬ሻ در نتيجه، انتگرال دوم در سمت راست .
ሻݐሺ߮، با فرض 1,3نامساوي بالا برابر با صفر است و با استفاده از لم  ൌ ሻݐሺݕ| െ ߬شود. براي اثبات كامل مي ،|ሻݐ෤௡ሺݕ ൏

ݐ ൑ ݏاز تغيير متغير  ،ࣦ െ ߬ ൌ   آوريم:كنيم و به دست مياستفاده مي ݔ

න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

଴
ݏሺݕ| െ ߬ሻ െ ݏ෤௡ሺݕ െ ߬ሻ|݀ݏ ൌ න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ

ఛ

଴
ݏሺݕ| െ ߬ሻ െ ݏ෤௡ሺݕ െ ߬ሻ|݀ݏ	

																																																																															൅න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

ఛ
ݏሺݕ| െ ߬ሻ െ ݏ෤௡ሺݕ െ ߬ሻ|݀ݏ	

																																																																										ൌ න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

ఛ
ݏሺݕ| െ ߬ሻ െ ݏ෤௡ሺݕ െ ߬ሻ|݀ݏ	

																																																																										ൌ න ሺݐ െ ݔ െ ߬ሻఈିଵ
௧ିఛ

଴
ሻݔሺݕ| െ  ,ݔ݀|ሻݔ෤௡ሺݕ

  دهدكه نتيجه مي

ሻݐሺݕ| െ |ሻݐ෤௡ሺݕ ൑
ଵߚ
൯ߙ൫߁

න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

଴
ሻݏሺݕ| െ ݀|ሻݏ෤௡ሺݕ

൅
ଶߚ
൯ߙ൫߁

න ሺݐ െ ݏ െ ߬ሻఈିଵ
௧ିఛ

଴
ሻݏሺݕ| െ ݏ݀|ሻݏ෤௡ሺݕ ൅ 	ଶ݄ߜ	

																													൑
ଵߚ
൯ߙ൫߁

ݕ‖ െ ෤௡‖ஶݕ න ሺݐ െ ሻఈିଵݏ
௧

଴
ݏ݀ ൅

ଶߚ
൯ߙ൫߁

ݕ‖ െ ෤௡‖ஶනݕ ሺݐ െ ݏ െ ߬ሻఈିଵ
௧ିఛ

଴
ݏ݀

൅ 	ଶ݄ߜ	

																													൑
ଵࣦఈߚ ൅ ଶሺࣦߚ െ ߬ሻఈ

ߙ൫߁ ൅ 1൯
ݕ‖ െ ෤௡‖ஶݕ ൅  ,ଶ݄ߜ	

  بنابراين

ݕ‖ െ ෤௡‖ஶݕ ൑ ቆ1 െ
ଵࣦఈߚ ൅ ଶሺࣦߚ െ ߬ሻఈ

ߙ൫߁ ൅ 1൯
ቇ
ିଵ

 ,ଶ݄ߜ

  كند.كه اثبات را كامل مي

 

 هاي عدديمثال .4

از معادلات ديفرانسيل تأخيري كسري را در نظر هايي در اين بخش، براي نشان دادن دقت و كارايي روش پيشنهادي، مثال
 و مرتبه همگرايي روش ترتيب، براي نشان دادن خطا . نمادهاي زير، بهگيريمبه كار ميها نگيريم و اين روش را براي حل آمي

  شوند:معرفي مي

݁௡ ൌ ݕ‖ െ  ,෤௡‖ஶݕ
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௡ߝ																	 ൌ logଶ ൬
݁௡
݁ଶ௡

൰ ,																		 

 ، در جدول از نمادمچنينجواب تقريبي به دست آمده با استفاده از روش ارائه شده است. ه ෤௡ݕجواب دقيق و  ݕ، نآكه در 
CPU time هابراي حل مثالشود. قابل ذكر است كه براي نشان دادن زمان حل دستگاه حاصل بر حسب ثانيه استفاده مي 

گيگابايت استفاده  4گيگاهرتز و با حافظه  13/2پردازنده با  3Core i و از كامپيوتر شخصي 10 از نرم افزار متمتيكا نسخه
  شده است.

 :]7[گيريم معادله ديفرانسيل تأخيري كسري زير را در نظر مي .1مثال 

൞
஼ܦ
଴.ଷݕሺݐሻ ൌ ݐሺݕ െ 1ሻ െ ሻݐሺݕ ൅ 1 െ ݐ	3 ൅ ଶݐ3 ൅

ଶ.଻ݐ2000

1071	Γ൫0.7൯
ݐ					, ∈ ሾ0,2ሿ,

ሻݐሺݕ ൌ 																		,ଷݐ െ 1 ൑ ݐ ൑ 0.

 

 ݊خطا، مرتبه همگرايي و زمان حل دستگاه  براي اين جواب دقيق به ازاي مقادير مختلف . است ଷݐاين مثال  جواب دقيق
 جواب دقيق به بيان شده است. همچنين، نمودار 1با استفاده از روش ارائه شده بر اساس توابع كلاهي تعميم يافته در جدول 

݊ همراه جواب تقريبي به ازاي ൌ خطا  ݊دهند كه با افزايش مقدار شود. نتايج نشان مينمايش داده مي 1شكل  در 4,8
توان مشاهده كرد كه مرتبه همگرايي روش  علاوه، ميشوند. بههاي تقريبي به جواب دقيق همگرا ميجوابيابد و كاهش مي
ܱሺ݄ଶሻ اين مثال در بازه  خطاي. همچنين، استሾ0,1ሿ مقايسه شده  ]7[ با خطاي روش مرجع 2دست آمده و در جدول ه ب

  است.

  .1براي مثال  ሾ0,2ሿبا استفاده از روش ارائه شده در بازه   ݊: نتايج عددي به ازاي مقادير مختلف 1جدول 

CPU time ߝ௡ ݁௡ ݊ 

000/0  73/1  3722/1  2 

000/0  86/1  ×1276/4 101-
 4 

000/0  93/1  1335/1 ×10 1-
 8 

000/0  96/1  2/9813× 102-
 16 

016/0  97/1  7/6769 × 103-
 32 

062/0  98/1  1/9549 ×10 3-
 64 

281/0  99/1  4/9476 ×10 4-
 128 

297/0  െ 2470/1 10× -4
 256 
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݊ همراه جواب تقريبي به ازاي نمودار جواب دقيق به: 1شكل  ൌ ݊(سمت راست) و   4 ൌ  ሾ0,2ሿ(سمت چپ) در بازه   8
 .1مثال  براي

  .1براي مثال  ሾ0,1ሿ:  مقايسه خطاي روش ارائه شده با روش تفاضل پسرو در بازه 2جدول 
]7[روش تفاضلي 
݁௡ 

 روش حاضر
݁௡ ݊ 

1051/7 10× ି2
   9/0496 × 10ି3

 
10 

× 1154/4 10ି2
 3514/2 10× ି3

 
20 

1961/210×  ି2
 0135/6  ×10 ି4

 
40 

× 1312/1 10ି2
 5250/1  ×10 ି4

 
80 

7361/5 10× ି3
 × 8493/3 10ି5

 
160 

× 8879/2 10ି3
 6847/9 10× ି6

 
320 

× 4488/1 10ି3
 4334/2 10× ି6

 
640 

  

 :]7[گيريم معادله ديفرانسيل تأخيري كسري زير را در نظر مي .2مثال 

൞
஼ܦ
଴.ହݕሺݐሻ ൌ ݐሺݕ െ 1ሻ െ ሻݐሺݕ ൅ 2	t െ 1 ൅

Γሺ3ሻ

Γ ቀ
5
2ቁ
ݐ
ଷ
ଶ,					ݐ ∈ ሾ0,1ሿ,

ሻݐሺݕ ൌ 					,ଶݐ െ 1 ൑ ݐ ൑ 0.

 

 ݊ . خطا، مرتبه همگرايي و زمان حل دستگاه براي اين جواب دقيق به ازاي مقادير مختلفاست ଶݐ مثالاين جواب دقيق 
همراه  نمودار جواب دقيق بهشود. نشان داه مي 3در جدول  روش ارائه شده بر اساس توابع كلاهي تعميم يافتهبا استفاده از 
݊ به ازاي جواب تقريبي ൌ  ]7[خطاي اين مثال با خطاي مرجع  4، در جدول علاوهبه .دشوداده مي نمايش 2 در شكل 4,8

هاي تقريبي به جواب يابد و جوابخطا كاهش مي ݊ با افزايش مقدارتوان نتيجه گرفت كه مي 3از جدول  مقايسه شده است.
  است. ሺ݄ଶሻܱ روشتوان مشاهده كرد كه مرتبه همگرايي همچنين، مي شوند.دقيق همگرا مي

Exact solution

Approximate solution n 8

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0

2

4

6

8
Exact solution

Approximate solution n 4

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

0

2

4

6

8
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  .2براي مثال  ሾ0,1ሿبا استفاده از روش ارائه شده در بازه   ݊: نتايج عددي به ازاي مقادير مختلف 3جدول 
CPU time ߝ௡ ݁௡ ݊  

000/0  95/1  1503/8 × 10 ି2
 

2 

000/0  96/1  1094/2 10× ି2
 

4 

000/0  96/1  × 4345/5 10ି3
 

8 

000/0  97/1  1/3929 10× ି3
 

16 

031/0  98/1  3/5520 10× ି4
 

32 

062/0  98/1  0168/9 ×10 ି5
 

64 

219/0  98/1  2805/2 10× ି5
 

128 

891/0  െ 7816/5 10× ି6
 

256 

  

          

݊ همراه جواب تقريبي به ازاي نمودار جواب دقيق به: 2شكل  ൌ ݊(سمت راست) و   4 ൌ   .2مثال براي ሾ0,1ሿ(سمت چپ) در بازه   8

  .2براي مثال  ሾ0,1ሿه : مقايسه خطاي روش ارائه شده با روش تفاضل پسرو در باز4جدول 
]7[روش تفاضلي 
݁௡ 

 روش حاضر
݁௡ ݊ 

9184/410×ି2
 3 /5081 × 103-

 
10 

7617/2 ×10 ି2
 9764/8  ×10 4-

 
20 

4651/1 ×10 ି2
  2/2855 × 104-

 
40 

5649/7 ×10 ି3
   5/7943 10× 5-

 
80 

 8528/3 ×10 ି3
 × 4660/110 -5

 
160 

9480/1 ×10 ି3
  3/7158 × 106-

 
320 

8085/9 ×10 ି4
 × 4091/910 -7

 
640 

Exact solution

Approximate solution n 8

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
Exact solution

Approximate solution n 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
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  :]16[گيريم عنوان مثال آخر، معادله ديفرانسيل تأخيري كسري غيرخطي زير را در نظر ميبه .3مثال 

ቐ
஼ܦ
஑ݕሺݐሻ ൌ

Γሺ5 ൅ ሻߙ
Γሺ5ሻ

ସݐ ൅ ାଶఈ଼ݐ െ ሻଶݐሺݕ ൅ ሺt െ 0.2ሻସାఈ െ ݐሺݕ െ 0.2ሻ,					ݐ ∈ ሾ0,1ሿ,

ሻݐሺݕ ൌ 					,ସା஑ݐ െ 0.2 ൑ ݐ ൑ 0.
 

ሻݐሺݕجواب دقيق اين مسأله  ൌ ߙاست. با استفاده از روش حاضر و با در نظر گرفتن  ସାఈݐ ൌ و مقادير مختلف  0.5
݊هاي تقريبي به ازاي ، نمودار جواب3اند. در شكل نمايش داده شده 5و جدول  3، نتايج حاصل در شكل ݊ ൌ 4, همراه به 8

شود. همچنين، تر ميجواب دقيق نزديك، جواب تقريبي به ݊شود كه با افزايش مقدار اند. ملاحظه ميجواب دقيق رسم شده
براي ماكزيمم خطاي مطلق  ]16[اي بين نتايج حاصل از روش حاضر و روش آدامز تعميم يافته كسري ، مقايسه5در جدول 

  دهند كه دقت اين دو روش براي حل اين مسائل تقريبا مشابه است.شود. نتايج نشان ميو مرتبه همگرايي مشاهده مي

  

  

  

  

  

  

݊ همراه جواب تقريبي به ازاي نمودار جواب دقيق به: 3شكل  ൌ ݊(سمت راست) و   4 ൌ   .3مثال  (سمت چپ) براي  8

  

  .3براي مثال آدامز تعميم يافته كسري : مقايسه خطاي روش ارائه شده با روش 5جدول 
 روش حاضر ]16[روش آدامز

݊ 
௡ߝ ௡ ݁௡ߝ ݁௡ 
99/1  1586/2 ×10 ି5

 
99/1 × 7885 /110 -5

 
160 

99/1   5/4429 ×10 ି6
 

02/2  4/5050 ×10 6-
 

320 

99/1  3689/1 ×10 ି6
 

00/2 × 1095/1 10 -6
 

640 

00/2  4366/3 ×10 ି7
 

01/2   2/7668  ×10 7-
 

1280 

െ  6169/8 10×ି8
 

െ 6/8655 × 108-
 

2560 

 

Exact solution

Approximate solution n 4
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 گيرينتيجه .5

بر اساس روش ارائه شده  .ه شدارائبراي حل معادلات ديفرانسيل تأخيري كسري  جديد در اين مقاله، يك روش عددي
اني به مسأله مورد نظر به آس ،جديد تكنيكاي استفاده شدند. در اين عنوان توابع پايهكه بهاست  توابع كلاهي تعميم يافته

 حاصل به تلاش دستگاهحل ، سباتيپيچيدگي محابررسي يابد كه با توجه به كاهش مي يك دستگاه از معادلات جبري
مرتبه  ،مثال سهبا اعمال روش پيشنهادي روي تحليل خطاي روش مورد بررسي قرار گرفت و . دمحاسباتي كمي نياز دار

روش مطرح  كه روش پيشنهادي در مقايسه بادهند هاي عددي نشان ميبراي اين روش تأييد شد. مثال ሺ݄ଶሻܱ همگرايي
برخوردار  ]16[ر بوده و از مرتبه دقت يكساني با روش مطرح شده در تدقيق سائلاين دسته از م براي حل ]7[شده در مرجع 

  تأخيري از مرتبه توزيعي به كار برده شود.ديفرانسيل شود روش ارائه شده براي حل معادلات . در پايان، پيشنهاد مياست
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