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Introduction 
For a Finsler metric the geodesics curves are characterized by the system of 
second order ordinary differential equations. A Finsler metric is called a 
Berwald metric if the spray coefficients are quadratic in term of directions. It 
can be shown that Berwald manifolds are modeled on a single norm space, 
i.e., all tangent spaces are linearly isometric to each other. 

Cartan, Landsberg, Mean Cartan and mean Landsberg tensors, respectively C, 
L, I and J, are four important tensors and play an important role in Finsler 
geometry. It is natural to study L /C as the relative rate of change of L along 
geodesics, leading to a study of general relative isotropic Landsberg metrics. 
Studying  J/ I  is also natural as the relative rate of change of J along geodesics, 
which leads to a study of general relative isotropic mean Landsberg metrics. 

The notion of Douglas curvature was proposed by Bacso and Matsumoto as a 
generalization of Berwald curvature. The Douglas curvature always vanishes 
for Riemannian metrics and is a non-Riemannian projective invariant. 

Material and Methods 
Douglas tensor is one of non-Riemannian curvature defined as ࡰ௬ሺݑ, ,ݒ ሻݓ ≔

௝௞௟	ܦ
௜ ሺݕሻݑ௝ݒ௞ݓ௟ డ

డ௫೔
|௫, where 	ܦ	௝௞௟

௜ ∶ൌ డయ

డ௬ೕడ௬ೖడ௬೗
ቀܩ௜ െ ଵ

௡ାଵ
	డீ

೘

డ௬೘
 ௜ቁ, we callݕ

ܦ ≔ ൛ࡰ௬ൟ		, ݕ ∈  ଴ the Douglas curvature. A Finsler metric with D = 0 isܯܶ
called a Douglas metric. Here we consider a Douglas metric with special form 
of Cartan curvature: 

࢒࢑࢐࡯ ൌ
૛

࢔ሺࡲ ൅ ૚ሻ
൛	࢒࢟࢑࢐ࡱ ൅ ࢑࢟࢒࢐ࡱ ൅ ࢐࢟࢒࢑ࡱ ൅  								.૛ൟࡲ࢒,࢑࢐ࡱ

Results and discussion                                                                                    
In this manuscript, we reduce the Douglas metric to a relatively isotropic 
Landsberg metric by using a special form of Cartan curvature. We show that 
the desired manifold becomes Riemannian by considering the topological 
bounded assumption of the Cartan tensor. Finally, we also prove that the 
concepts of Landsberg metric, weak Landsberg metric and generalized 
Landsberg metric are equivalent on Finsler manifolds with such a special 
Cartan curvature 
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Conclusion 
The following conclusions were drawn from this research. 

 Every Douglas metric with special form of bounded Cartan curvature 
is a Riemannian metric. 

 Every Douglas metric with special form of Cartan curvature is a 
relatively isotropic constant Landsberg metric. 

 With special form of Cartan curvature the Landsberg metric, weak 
Landsberg metric and generalized Landsberg metric are equivalent on 
Finsler manifolds. 

  
How to cite: Hedayatian, S., Izadian, N., Yar Ahmadi, M. (2023). Reduce Douglas metric by using the concept of

special Cartan curvature. Mathematical Researches, 9 (4), 240 – 255. 
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 چكيده  اطلاعات مقاله
  مقاله پژوهشينوع مقاله: 

  
  
  7/11/1400 :افتيدر خيتار
  14/9/1401: رشيپذ خيتار
  10/12/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
  ، انحناي كارتان
   ،متر داگلاس

يافته متر ضعيف و تعميم
  .لندسبرگ

  

طور نسبي با استفاده از يك شكل خاصي از انحناي كارتان، متر داگلاس را به يك  متر به در اين مقاله
اگر فرض توپولوژيكي كراندار بودن تانسور كارتان  دهيم كهدهيم. نشان ميايزوتروپيك  لندسبرگ كاهش مي

دهيم بر روي منيفلدهاي را به شروطمان اضافه كنيم، منيفلد مورد نظر ريماني خواهد شد. در انتها نشان مي
فينسلري با چنين تاب كارتان خاصي، مفاهيم متر لندسبرگ، متر لندسبرگ ضعيف و متر لندسبرگ 

   اند.يافته معادلتعميم
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 )، 4( 9، هاي رياضيپژوهشن. استفاده ار مفهوم انحناي كارتا ). تقليل متر داگلاس با1402ايزديان، ندا؛ و نياراحمدي، محمد ( هدايتيان، سينا؛: استناد

240 – 255.  
  

  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه
ها توسط معادلات ديفرانسيل ك، ژئودزيها مشابه حالت ريماني كلاسي از مترهاي فينسلري را معرفي كرد كه در آن 1بروالد

گونه مترهاي فينسلري را متر بروالد ناميدند. در واقع منيفلدهاي بروالدي فضاهايي شدند. اينمعمولي از درجه دو تعيين مي
  .ሾ12ሿبا يكديگر يكريخت هستند 	 	ܯ௫ܶها تمام فضاهاي مماس داراند كه در آننرم

  صورتتري از متر بروالد است كه توسط كميتي غيرريماني بهحالت ضعيف  2متر لندسبرگ
ࡸ ൌ ௜ݔ݀	௜௝௞ܮ	 	⊗ ௝ݔ݀	 	⊗  ௞ݔ݀	

  كه در آن  شود،معرفي مي

௜௝௞ܮ ≔ െ
1
2
 .௠ሿ௬೔௬ೕ௬ೖܩ௬೘ሾܨ	ܨ

  وضوح هر متر بروالد يك متر لندسبرگ است. به 
براي كره مماس   ሻݔሺ݈݋ܸتوان ثابت كرد كه در منيفلدهاي لندسبرگ، عنصر حجمي مي 3بنت-با استفاده از قضيه گوس

ܵ௫ܯ	 	مقداري ثابت است  ሾ2ሿ ࡶ. كه اين مقدار ثابت وابسته به كميت غيرريماني ൌ 	   است كه در آن   ௞ݔ݀	௞ܬ
௜ܬ	 ≔ ݃௝௞ܮ௜௝௞.				 

ࡶمترهاي فينسلري با  ൌ بعدي هر متر لندسبرگ ضعيف -2وضوح در حالت نامند.  بهرا مترهاي لندسبرگ ضعيف مي  0	
مثال  عنوانل مربوط به نظريه صلبيت كاربرد دارد. بهئ. متر لندسبرگ ضعيف در بسياري از مساሾ7ሿيك متر لندسبرگ است 

-وبجانكسپس  ሾ10ሿ.ثابت باشند  4انحناي-ࡿطور لندسبرگ ضعيف هستند اگر داراي منيفلدهاي با انحناي پرچمي نامثبت، به
   4ሿ	ሾ.ارائه نمودند  برگسعنوان تعميمي از مترهاي لنديافته را بهبرگ تعميمسمترهاي لند 5فران
كنند. نقش مهمي در هندسه فينسلر ايفا مي  ࡶو ميانگين لندسبرگ  ࡵميانگين كارتان  ،ࡸ، لندسبرگ ࡯تانسورهاي كارتان 	
ࡸ

࡯
اي براي مطالعه مترهاي لندسبرگ دهد كه مقدمهها نشان مييكژئودزرا در طول  	ࡸطور طبيعي آهنگ تغييرات به 

ࡶچنين  طور نسبي ايزوتروپيك است. هميافته بهتعميم

ࡵ
دهد ها نشان مييكژئودزرا در طول  	ࡶطور طبيعي آهنگ تغييرات به  

  طور نسبي ايزوتروپيك است.يافته بهنگين  لندسبرگ تعميمميا		اي براي مطالعه مترهايكه مقدمه
. در واقع متر ሾ1ሿمورد مطالعه قرار گرفته است  8و ماتسوموتو 7متر بروالد توسط باكچو ي ازعنوان تعميمبه 6داگلاس متر

بنابراين خارج از دنياي باشد و يمفضاهاي ريماني صفر كه در  ሾ6ሿاست از متر بروالدبرخاسته يك متر غيرريماني  داگلاس
  كند. ريماني نقش ايفا مي

                                                            
1 Berwald 
2 Landsberg 
3 Gauss‐Bonnet 
4 S‐Curvature 
5 A. Bejancu‐H. Farran 
6 J. Douglas 
7 S. Bácsó 
8 M. Matsumoto 
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  در اين مقاله متر داگلاس را با انحناي خاص كارتان: 

௝௞௟ܥ ൌ
2

ሺ݊ܨ ൅ 1ሻ
൛	ܧ௝௞ݕ௟ ൅ ௞ݕ௝௟ܧ ൅ ௝ݕ௞௟ܧ ൅  																										.ଶൟܨ௝௞,௟ܧ

  ايم.مورد مطالعه قرار داده

  مقدماتتعاريف و  .2

ݔ   در نقطه  ܯ فضاي مماس بر  ܯஶ ،௫ܶܥ بعدي -݊ منيفلد يك ܯ فرض كنيد :1تعريف ∈ ܯܶ، ܯ ൌ ⋃ ௫ܶܯ௫∈ெ 
଴ܯܶ و  ܯ كلاف مماس بر منيفلد ≔ يك ،  ܯ روي يفينسلر منظور از يك ساختارباشد.  1كلاف مماس سفته ሼ0ሽ\ܯܶ

:ܨ تابع 	ܯܶ → ሾ0,൅∞ሻ :است كه خواص زير را داراست  

  است. ஶܥ نگاشتي ଴ܯܶ روي  ܨ-1
 .است1همگن مثبت از درجه ، ܯܶس روي تارهاي كلاف مما ܨ -2

ݕ براي هر -3 ∈ ௫ܶفرم، ܯ ݃௬ معين است:-شود، مثبتصورت زير تعريف ميكه به  

g୷ሺu, vሻ ൌ
1
2
dଶ

dtଶ
ሾFଶሺy ൅ su ൅ tvሻሿୱ,୲ୀ଴,													u, v ∈ T୶M. 

,ܯሺبراي هر منيفلد فينسلري :2تعريف شود كه در توليد ميܨ  توسط ଴ܯܶ		 روي   ܩ ، يك ميدان برداري سرتاسري	ሻܨ
 ሾ5ሿ  ناميم:مي  ܨحاصل از  2تواند بيان شود و آن را اسپريصورت زير ميبه  ଴ܯܶبراي  ௜ሻݕ	،	௜ݔሺمختصات موضعي 

ሻݕሺܩ ൌ ௜ݕ
߲
	௜ݔ߲

െ ௜ܩ2 ቀݕ،ݔቁ ߲
௜ݕ	߲

, 

  توانند نمايش داده شوند:صورت زير ميهستند كه به ଴ܯܶها توابعي موضعي روي ௜ܩكه در آن 

௜ܩ ቀݕ،ݔቁ ≔ ݃௜௟

4
ቊ
߲ଶܨଶ

௟ݕ௞߲ݔ߲
௞ݕ െ

ଶܨ߲

௟ݔ߲
ቋ. 

  دهيم: قرار مي

௝		ܩ
௜ ൌ 	ܰ	௝

௜ ൌ
௜ܩ߲

௝ݕ߲
, 

                                                            
1 Slit tangent bundle 
2 Spray 
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௝௞	ܩ
௜ ൌ ௝௞		߁

௜ ൌ
߲ଶܩ௜

௞ݕ௝߲ݕ߲
. 

௝	ܰ	صورت در اين
௜ ௝௞		߁و   1را ضرايب التصاق غيرخطي 	

௜ ܩكه ناميم. با توجه به اينمي 2را نمادهاي كريستوفل௜   همگن از
  باشد، داريم:مي 2درجه 

௝௞		߁
௜ ௞ݕ ൌ 	 	ܰ	௝

௜ ,	      	ܰ	௝
௜ ௝ݕ ൌ  .௜		ܩ	2

௬ܴانحناي ريمان  :3تعريف ൌ ܴ		௞
௜ ሺݕሻ	݀ݔ௞ ⊗ డ

డ௫೔
|௫: ௫ܶܯ ⟶ Թ هاي خطي روي فضاي يك خانواده از نگاشت

    ሾ1ሿ: شودمي تعريفزير  صورتبه است كه	مماس
                                  	

																																	ܴ		௞
௜ ൌ 2

௜ܩ߲

௞ݔ߲
െ ௝ݕ

߲ଶܩ௜

௞ݕ௝߲ݔ߲
൅ ௝ܩ2

߲ଶܩ௜

௞ݕ௝߲ݕ߲
െ
௜ܩ߲

௝ݔ߲
	
௝ܩ߲

௞ݔ߲
	.																								ሺ1ሻ 

ܶبراي   ൫ଵଵ൯مشتق عمودي و افقي تانسور  :4تعريف ൌ 	ܶ	௜
௝݀ݔ௜ ⊗ డ

డ௫ೕ
  شود:صورت زير تعريف ميبه 	

		 	ܶ	௜,௦
௝ 	ൌ ܨ

డ 	்	೔
ೕ

డ௬ೞ
	,																																																																	                        

	ܶ	௜|௦
௝ 	ൌ ܨ

ߜ 	ܶ	௜
௝

௦ݕߜ
൅	 	ܶ		௜

௞ ௞௦			߁
௝ െ 	 	ܶ			௞

௝ ௜௦			߁
௞ 	, 

  كه در آن  
ߜ
௦ݔߜ

ൌ
߲
௦ݔ߲

െ 	ܰ		௦
௥ 	

߲
		௥ݕ߲

. 

ݔ رايب :5تعريف ∈ ௫ܨ قرار دهيد ܯ ≔ ೣ்|ܨ ெ .ܨ بودنريماني گيري غير زهاندا براي௫ صورت زير تعريف به كارتان تانسور
  شود:مي

:௬࡯ ௫ܶܯ ൈ ௫ܶܯ ൈ ௫ܶܯ	 → Թ 

,௬ሺu࡯ v, wሻ ൌ
1
2
݀
ݐ݀
ሾ݃௬ା௧௪ሺݑ, ሻሿ௧ୀ଴ݒ ൌ ,ݑ					,௞ݓ	௝ݒ	௜ݑሻݕ௜௝௞ሺܥ ,ݒ w ∈ ௫ܶܯ. 

ݕ  كه در آن ∈ ௫ܶܯ଴   ݑو௜و	ݒ௝	و		ݓ௞ ݑ هايمؤلفه, ,ݒ   هستند.  ݓ
࡯ انوادهخ ≔ ሼ࡯௬ሽ௬∈்ெబ

ناميم كه در مختصات موضعي هاي تانسور كارتان ميرا مؤلفه ௜௝௞ܥو تاب كارتان ناميده  را 
  :دنشباميصورت زير به

                                                            
1 Non linear connection 
2 Christoffel Symbols 
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௜௝௞ܥ ൌ
1
2
	
߲ ௜݃௝

௞ݕ߲
. 

࡯  اگر تنهااگر و  يك متر ريماني است ܨ	متر حاصل از ساختار فينسلري  ൌ  8ሿ	ሾ.باشد   0

:௬ܫتانسور ميانگين كارتان  ௫ܶܯ ⟶ Թ گرددصورت زير تعريف ميبه:  
:ሻݑ௬ሺܫ ൌ  ,௜ݑሻݕ௜ሺܫ

௜ܫكه در آن  ൌ ݃௝௞ܥ௜௝௞ ܫ. واضح است كه௜	  است.   ݕ، نسبت به  -1همگن مثبت از درجه 

Iريماني است اگر و تنها اگر 	ܨمعين، -براي مترهاي مثبت ൌ   ሾ15ሿ.باشد    0

ݕمماس  براي بردار :6تعريف ∈ ௫ܶܯ଴، 

	:௬࡮ ௫ܶܯ	 ൈ	 ௫ܶܯ	 ൈ	 ௫ܶܯ	 → 	 ௫ܶܯ, 

,ݑ௬ሺ࡮ ,ݒ ሻݓ ൌ ௟ݓ௞ݒ௝ݑሻݕ௜௝௞௟ሺܤ ߲
௜ݔ߲

|௫, 

 و 

	:௬ࡱ ௫ܶܯ	 ൈ	 ௫ܶܯ	 → 	Թ, 
,ݑ௬ሺࡱ ሻݒ ൌ  .௞ݒ௝ݑ	ሻݕ௝௞ሺܧ

  در آن شوند كهناميده مي ضعيف انحناي بروالدترتيب انحناي بروالد و به

ሻݕ௝௞ሺܧ ∶ൌ 	
1
2
௞௠				௝ܤ
		௠ 	ሺݕሻ										و						ܤ		௝௞௟௜ ሺݕሻ ∶ൌ

߲ଷܩ௜

௟ݕ௞߲ݕ௝߲ݕ߲
ሺݕሻ 

࡮ گوييم هرگاهبروالد ضعيف متر  بروالد ومتر ترتيب را به ܨ است. متر برخاسته از  ൌ ࡱو  0 ൌ   3ሿ	ሾ. باشد 0

:ߨ فرض كنيد  :7تعريف 	ܧ →  ܧ هموار  1هايي برشمجموعه همه ሻܯ,ܧሺ߁  و  ܯيك كلاف برداري روي منيفلد  ܯ
                                نگاشتي مثل   ܧباشد. يك التصاق روي

:׏ χሺܯሻ ൈ ሻܯ,ܧሺ߁ →  ,ሻܯ,ܧሺ߁

ሺܺ, ܻሻ ↦  .Y	௑׏
  كند: باشد كه در شرايط زير صدق ميمي

  خطي است. يعني  ܺنسبت به    ሻܯஶሺܥروي   	Y	௑׏الف) 
Z	௙௑ା௚௒׏ ൌ f	׏௑	Z ൅ g	׏௒	Z. 

  خطي است. يعني  Y	نسبت به    Թروي  Y	௑׏ب)   
ሺcଵYଵ	௑׏ ൅ cଶYଶሻ ൌ cଵ	׏௑Yଵ ൅ cଶ	׏௑Yଶ. 

                                                            
1 Section 
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  صدق كند 1در قاعده زير موسوم به قاعده لايپ نيتز Y	௑׏ج) 
݂ܺ		௒׏ ൌ f	׏௒	X ൅ ሺY. fሻX. 

,݂كه در آن  ݃	 ∈ ,ܺ و  ሻܯஶሺܥ ܻ, ܼ ∈ 	χሺܯሻ.  
توان كند. در نتيجه ميروي توابع همانند مشتق سويي عمل مي  	௑׏گوييم. در واقعمي Xدر جهت   Yگيري همگرد مشتق ׏

  [16].دست آورد توان با استفاده از آن بهرا نيز مي 2هاتر از مشتق سويي بوده و ميزان تغييرات فرمگفت التصاق حالت كلي

ܧ حال فرض كنيم  ൌ   صورت زير است:  ، عملگري به ܯيك التصاق خطي روي يك منيفلد هموار باشد. ܯܶ
:׏ χሺܯሻ ൈ χሺܯሻ → χሺܯሻ, 

  گويند. نيز مي ، التصاق آفين3كند، به التصاق خطيگانه التصاق صدق ميكه در شرايط سه 
,ܯሺ߁ي موضعي براي يك پايه  ሼE௜ሽ، ܧيك التصاق خطي روي كلاف برداري  ׏كنيد  فرض دوگان آن يك   ௜ሽߠሼو   ሻܧ

,ܯሺ߁ پايه موضعي براي گيري همگرد از چه در مورد كنج فرنه در هندسه ديفرانسيل است با مشتقباشد. مشابه آن  ሻ∗ܧ
  كنيم. عنوان ضرايب مشتقات همگرد اين پايه تعريف ميهاي التصاق را بهبردارهاي اين پايه، فرم

ߠ݀	 فرض كنيد  [3]: 1قضيه ൌ ሺ݀ߠଵ, . . . , هايي مانند  فرمي-1 صورت يك ماتريس يكتا ازباشد در اين௡ሻߠ݀
߱ ൌ ௝߱

	௜   :وجود دارد كه در روابط زير صدق كند  

௜ߠ݀ ൌ െ ௝߱	
		௜⋀	ߠ௝, 

௝߱	
		௜ ൌ െ ௜߱	

	௝. 

,ܯሺ߁ي موضعي براي يك پايه  ሼE௜ሽو ܧيك التصاق خطي روي كلاف برداري  ׏فرض كنيد  :8تعريف گاه باشد. آن ሻܧ
  صورت زير در نظر گرفت:توان بهرا مي ׏

E௜׏	 ∶ χሺܯሻ → ,ܯሺ߁  ,ሻܧ

ሺܺ, ܻሻ ↦ :E௜	௑׏ ൌ ௜߱	
	௝ሺܺሻE௝. 

ሼصورت دراين ௜߱	
	௝ሽ  شود. مشخص مي اًهاي التصاق خود دقيقناميم. در واقع يك التصاق با فرممي ׏را فرم التصاق 

,ܯሺ߁براي  يك پايه  ሼ∂௜ሽ و ܧيك التصاق خطي روي   ׏ ، ܯيك كلاف برداري روي  Eكنيد فرض   :9تعريف باشد.  ሻܧ
   كنيم:صورت زير تعريف ميرا به ߗصورت در اين

,ሺܺߗ  ܻሻܼ ∶ൌ ௒ܼ׏௑׏ െ ௑ܼ׏௒׏ െ   ሺ2ሻ																																																		ሾ௑,௒ሿܼ,׏

                                                            
1 Leibniz 
2 Forms 
3 Linear connection 
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,ܺ			كه  ܻ ∈ χሺܯሻ, ܼ ∈ ,ܯሺ߁   ناميم. مي ׏  بهو آن را انحناي وابسته  ሻܧ

,ܯሺ߁براي  يك پايه  ሼ∂௜ሽو  ܧيك التصاق خطي روي  ׏  ،ܯ يك كلاف برداري روي Eكنيد فرض   :10تعريف  ሻܧ
	௝ߗ	صورت باشد. در اين

		௜ ∈   ناميم هرگاه داشته باشيممي ׏فرمي انحنا -2را  ሻܯଶሺߗ	

∀	ܺ, ܻ ∈ χሺܯሻ,								ߗሺܺ, ܻሻ ∂௝ ൌ 	௝ߗ
		௜ሺܺ, ܻሻ ∂௜, 

  است و  ܯهاي روي فرمي-2مجموعه تمام   ሻܯଶሺߗكه در آن 

	௝ߗ
		௜ ≔ ݀ ௝߱	

		௜ െ ௝߱	
		௞⋀	߱௞	

			௜ . 

ߗ فرض كنيد  :11تعريف ൌ ሺߗ௝	
		௜ሻ صورت زير تشكيل شده است: هايي بهفرمي-2هاي آن از ماتريسي باشد كه درايه  

	௝ߗ
		௜ ≔

1
2
ܴ		௝௞௟
௜  ,௟ߠ	⋀௞ߠ

௝௞௟		ܴجا در اين 
௜ فرمي -2هاي تانسور انحناي ريمان است. ماتريس مؤلفهሺߗ௝	

		௜ሻ  ناميم. فرم انحنا مي-2را  

,ܯሺفرض كنيد :12تعريف    بعدي باشد. تانسور–	݊يك منيفلد فينسلري 	ሻܨ
:௬ࡰ ௫ܶܯ ൈ ௫ܶܯ ൈ ௫ܶܯ ⟶ ௫ܶܯ, 

  صورت: به موضعي در مختصاتاست كه  ൫ଵଷ൯ تانسور يك 

,ݑ௬ሺࡰ ,ݒ ሻݓ ≔ ௝௞௟	ܦ
௜ ሺݕሻݑ௝ݒ௞ݓ௟ ߲

௜ݔ߲
|௫, 

		  طوري كه در آن:هشود بوشته مين 

௝௞௟	ܦ
௜ ∶ൌ

߲ଷ

௟ݕ௞߲ݕ௝߲ݕ߲
൬ܩ௜ െ

1
݊ ൅ 1

	
௠ܩ߲

௠ݕ߲
	,௜൰ݕ

  توان نشان داد:يي مستقيم مبا محاسبه شود وناميده مي تانسور انحناي داگلاس ௬ܦ 

௝௞௟	ܦ		
௜ ≔ ௝௞௟	ܤ

௜ െ
2

݊ ൅ 1
൛	ܧ௝௞ߜ	௟

௜ ൅ ௞	ߜ௝௟ܧ
௜ ൅ ௝	ߜ௞௟ܧ

௜ ൅  .௜ൟݕ௝௞,௟ܧ

ࡰناميم اگر كه تانسور انحناي آن صفر شود، يعني داگلاس ميمتر را 	ܨ فينسلريمتر برخاسته از ساختار  ൌ . در اين [4] 0
   داشت: حالت خواهيم

௝௞௟	ܤ
௜ ൌ

2
݊ ൅ 1

൛	ܧ௝௞ߜ	௟
௜ ൅ ௞	ߜ௝௟ܧ

௜ ൅ ௝	ߜ௞௟ܧ
௜ ൅  .௜ൟݕ௝௞,௟ܧ

ࡱاگر :1هتيجن ൌ ࡰگاهآن  	0 ൌ 	 شرطي زير برقرار است: ي دوچنين روي مترهاي داگلاس همواره رابطههم .	࡮
࡮ ൌ 0	 ⇔ ࡱ ൌ 0, 

  وضوح هر متر بروالدي داگلاس است. به و
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ݕ به ازاي :13تعريف ∈ ௫ܶܯ଴، برگسلند تانسور 	ࡸ௬:	 ௫ܶܯ	 ൈ	 ௫ܶܯ	 ൈ	 ௫ܶܯ	 → Թصورت به را
,ݑ௬ሺࡸ ,ݒ ሻݓ ൌ ௜௝௞ܮ نيم كه در آنكتعريف مي  ௞ݓ	௝ݒ	௜ݑሻݕ௜௝௞ሺܮ	 ≔ ௜௝௞ܮ يا ௦ݕ௜௝௞|௦ܥ ≔ െ

ଵ

ଶ
௜௝௞				ܤ	௠ݕ	

௠.  
ࡸخانواده  ≔ ሼ࢟ࡸሽࡹࢀ∋࢟૙

ࡸ شود اگربرگ گفته ميسلند ، متريك متر فينسلربه  وبرگ ناميده سلند را انحناي  ൌ  باشد. 0
		:௬ࡶ ضعيف  برگسلندچنين تانسور هم ௫ܶܯ		 → 	Թ  ࡶصورتبه௬ሺݑሻ ൌ 	   شود، كه در آن تعريف مي   	௜ݑሻݕ௜ሺܬ

௜ܬ	  ≔ ݃௝௞ܮ௜௝௞.																																																													  
  .[13] آن صفر شودلندسبرگ ضعيف هرگاه انحناي  گوييممي برگ ضعيفسرا متر لند 	ܨ متر حاصل از ساختار فينسلر 

,ܯሺ فرض كنيد  :14تعريف  را يك متر لندسبرگ  نسبتاً  ܨيك منيفلد فينسلري باشد. متر حاصل از ساختار فينسلري  ሻܨ
௜௝௞ܥߣ௜௝௞൅ܮداشته باشيم  ܯروي  ߣناميم هرگاه براي يك تابع اسكالر مي 1ايزوتروپيك عام ൌ 0 .  

.ܩمتر لندسبرگ    را  به اختصار ايزوتروپيك عام متر لندسبرگ  نسبتاً  ܴ.  	ܿگوييم. در حالتي كه براي يك تابع اسكالرمي  ܫ
ߣ ،ܯروي  ൌ .ܩگاه متر لندسبرگ آن ܨܿ ܴ. ناميم و به اختصار آن را متر مي ايزوتروپيك را متر لندسبرگ نسبتاً ܫ

.ܴلندسبرگ      گوييم.مي  ܫ

 ܯروي  ߣبراي يك تابع اسكالر  ناميم هرگاهايزوتروپيك عام مي چنين يك متر فينسلري را متر لندسبرگ ضعيف نسبتاًهم
௜ܫߣ௜൅ܬ داشته باشيم ൌ .ܩ   اختصار  متر لندسبرگ ضعيف به ايزوتروپيك عام را  متر  لندسبرگ ضعيف نسبتاً. 	0 ܴ.  ܫ

ߣ ، ܯروي  	ܿدر حالتي كه براي يك تابع اسكالر  گوييممي ൌ .ܩگاه متر لندسبرگ ضعيف آنܨܿ ܴ. را متر لندسبرگ  ܫ
.ܴناميم و به اختصار آن را متر لندسبرگ ضعيف مي ايزوتروپيك ضعيف نسبتاً ثابت  ܯروي  	ܿاگر تابع اسكالر گوييم.مي ܫ

.ܴ گاه متر فينسلر را  متر لندسبرگباشد، آن  گوييم.ثابت مي  ܫ

  صورت زير است:بهانحناي لندسبرگ متر فانك : 1مثال

௜௝௞ܮ	 ൌ െ
1
2
 .௜௝௞ܥܨ

.ܴبنابراين متر فانك يك متر لندسبرگ  ܿ ثابت با    ܫ ൌ
ଵ

ଶ
  . [9]باشد مي 

  پردازيم. چرن التصاقي را براي مترهاي فينسلري بيان كرد كه به بيان اين التصاق مي 1943در سال 

,ܯሺكنيدفرض  )[11] قضيه چرن: (2قضيه ሼ݁௜ دلخواه 2قاب موضعي .بعدي باشد-	݊فينسلرييك منيفلد  	ሻܨ ൌ ∂௜ሽ௜ୀଵ
௡ 

ሼ߱௜فضاي مماس تحت نگاشت تصوير) و قاب موضعي دوگان  3(كلاف برگردان ܯܶ∗ߨبراي  را ൌ ௜ሽ௜ୀଵݔ݀
௡  را براي

	௝߱هاي موضعي فرمي-1ي يكتايي از گيريم. مجموعهدر نظر مي  ܯ∗ܶ∗ߨ
		௜  ܯܶروي଴ طوري كه:وجود دارد به  

 ݀߱௜ ൌ ߱௝⋀		 ௝߱	
		௜,																																																																																		ሺ3ሻ  

                                                            
1 General relatively isotropic Landsberg metric 
2 Local frame 
3 Pull back 
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݀݃௜௝ ൌ ݃௞௝	߱௜	
			௞ 		൅ ݃௜௞	 ௝߱	

			௞ 	൅  ሺ4ሻ																																																		߱௡ା௞,			௜௝௞ܥ2

  كه در آن

߱௡ା௜ ≔ ௜ݕ݀ ൅ 	௝ݕ ௝߱
			௜ ൌ ௜ݕ݀ ൅	 	ܰ௠

	௜  ,௠ݔ݀

௜௝௞ܥچنين هم ൌ ,ሺ݁௜ܥ ௝݁, ݁௞ሻ    ݃و௜௝ ൌ ݃ሺ݁௜, ௝݁ሻ .  

	ሼ߱௝ هاي التصاق چرنفرم
		௜ሽ   با توجه به قاب موضعيሼ݁௜ሽ  ܯܶ∗ߨ روي  ׏توان با يك التصاق خطي را مي ܯܶ∗ߨبراي 

    صورتبه

ܺ׏ ≔ ൛݀ݔ௜ ൅ ܺ௝	 ௝߱
			௜ൟ ⊗	݁௜, 

ܺ׏تعريف كرد كه در آن  ൌ ܺ௜ሺݔ, ሻ݁௜ݕ 	 ∈   شود. التصاق چرن ناميده مي  ሻ	ܯܶ∗ߨஶሺܥ	

 آيد.دست مياولين اتحاد بيانچي به(3)  يبا توجه به قضيه چرن با ديفرانسيل گرفتن از رابطه

߱௝⋀	ߗ௝	
		௜ ൌ 0. 

	௝ߗچون 
		௜ صورت زير بيان نمود:ها را بهتوان آنميفرمي هستند لذا -2ها  

	௝ߗ
		௜ ൌ

1
2
ܴ		௝௞௟
௜ ߱௞⋀߱௟ ൅ 	ܲ	௝௞௟

௜ ߱௞⋀߱௡ା௟, 

  كه در آن 

ܴ		௝௞௟
௜ ൅ ܴ		௝௟௞

௜ ൌ 0, 

ܴ		௝௞௟
௜ ൅ ܴ		௞௟௝

௜ ൅ ܴ	௟	௝௞
௜ ൌ 0, 

	ܲ	௝௞௟
௜ ൌ 	ܲ	௞௝௟

௜ . 

෨ܴ 	: ൌ ܴ		௝௞௟		
௜ ߱௝ ⊗	݁௜ ⊗	߱௞ ⊗	߱௟   و෨ܲ 	: ൌ 	ܲ	௝௞௟		

௜ ߱௝ ⊗	݁௜ ⊗	߱௞ ⊗	߱௟ ݄݄ترتيب تانسورهايبه-
  يك كميت غير ريماني است يعني براي متر ريمان صفر است.  انحنا-ݒ݄شوند. از التصاق چرن ناميده مي انحنا-ݒ݄انحنا و 

  هاي فينسلري به حالت ريماني نزديك است. حال يك التصاق فينسلري ديگر معرفي خواهيم كرد كه بيش از ديگر التصاق

,ܯሺكنيدفرض )  [11] قضيه بروالد: (3قضيه    ሼ݁௜ሽ موضعي دلخواه . براي يك پايهبعدي باشد-	݊يك منيفلد فينسلري  	ሻܨ
	ሼ߱௝هاي  فرمي-1، يك خانواده يكتا از ܯ∗ܶ∗ߨبراي  ሼ߱௜ሽ	و  دوگان آن  ܯܶ∗ߨبراي 

		௜ሽ  ܯܶروي଴  كه:وجود دارد  

݀	߱௜ ൌ ߱௝⋀		 ௝߱	
		௜ ,																																																																																		ሺ5ሻ 

݀݃௜௝ ൌ ݃௞௝	߱௜	
			௞ 		൅ ݃௜௞	 ௝߱	

			௞ 	൅ ߱௡ା௞			௜௝௞ܥ2 െ  ሺ6ሻ																																																		߱௞,			௜௝௞ܮ2
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  كه در آن

߱௡ା௜ ≔ ௜ݕ݀ ൅ 	௝ݕ ௝߱
			௜ 	ൌ ௜ݕ݀ ൅	 	ܰ௠

	௜  ,௠ݔ݀

	ሼ߱௝فرض كنيد  
		௜ሽ هاي التصاق بروالد وفرم ሼߗ௝	

	௜ ሽ ،2-گاههاي انحناي وابسته به التصاق بروالد باشند، آنفرمي  

	௝ߗ
		௜ ≔ ݀ ௝߱	

		௜ െ ௝߱	
		௞⋀	߱௞	

			௜ 

	௝ߗ است. چون
		௜ ܯܶهاي روي فرمي-2ها଴   وሼ߱௜, ߱௡ା௜ሽ ܯܶ∗ܶاي براي پايه଴ ߗتوان باشد، پس ميمي௝	

		௜  صورت را به
  زير نوشت:

	௝ߗ
		௜ ൌ

1
2
ܴ		௝௞௟
௜ ߱௞⋀߱௟ ൅ 	ܲ	௝௞௟

௜ ߱௞⋀߱௡ା௟. 

௝௞௟		ܴكه در آن 
௜ ݇هاينسبت به انديس	پادمتقارن است، يعني  ݈و   

ܴ		௝௞௟
௜ ൌ െܴ		௝௟௞

௜ . 

  شوند.  از التصاق بروالد ناميده مي انحنا-ݒ݄انحنا و -݄݄به ترتيب تانسورهاي  ܲو  ܴ	  

 صورت زير است: به  ሺ௕ܴሻي التصاق بروالدانحنا-݄݄و    ሺ௖ܴሻي التصاق چرنانحنا-݄݄رابطه بين 

	௕ܴ		௝௞௟
௜ ൌ 	௖ܴ		௝௞௟

௜ ൅ ൛ܮ		௝௟|௞
௜ െ ௝௞|௟		ܮ

௜ ൅ ௛௞		ܮ
௜ ௝௟		ܮ

௛ െ ௛௟		ܮ
௜ ௝௞		ܮ

௛ ൟ. 

-݄݄و   ሺ௖ܴሻي التصاق چرنانحنا-݄݄ يافته گوييم اگر كهرا متر لندسبرگ تعميم ܨمتر برخاسته از ساختار فينسلري 
 يعني. [4]برهم منطبق باشند   ሺ௕ܴሻي التصاق بروالد  انحنا

௝௟|௞		ܮ
௜ െ ௝௞|௟		ܮ

௜ ൅ ௛௞		ܮ
௜ ௝௟		ܮ

௛ െ ௛௟		ܮ
௜ ௝௞		ܮ

௛ ൌ 0.				 

																																																									   

  نتايج اصلي .3

  در اين مقاله قصد داريم متر داگلاس را با انحناي خاص كارتان 

௝௞௟ܥ																																						 ൌ
2

ሺ݊ܨ ൅ 1ሻ
൛	ܧ௝௞ݕ௟ ൅ ௞ݕ௝௟ܧ ൅ ௝ݕ௞௟ܧ ൅  ሺ7ሻ																										ଶൟ.ܨ௝௞,௟ܧ

.ܴبرگ سمتر لند يكمتر داگلاس  كه با اين انحناي خاص كارتان، هرمورد مطالعه قرار داده و ثابت كنيم  ثابت و در صورت  ܫ
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	اند.معادل افتهيميبرگ تعمسلند مترو  فيضعبرگ سبرگ، متر لندسمتر لند چنين ي است و هممانير ي،كراندار

  ساختار فينسلري: 2مثال

,ݔሺܨ yሻ: ൌ
ඥ|ݕ|ଶ െ ଶ|ݕ|ଶ|ݔ| ൅൏ ,ݔ ݕ ൐ଶ ൅൏ ,ݔ ݕ ൐

1 െ ଶ|ݔ|
,									y ∈ T௫९୬ ൌ Թ୬ 

هستند، يك متر فانك و روي گوي   Թ௡ترتيب نشان دهنده ي نرم اقليدسي و ضرب داخلي روي به   < , >و |.|كه در آن 
   .[8]از نوع راندرزي است   ९௡واحد 

  بنابر شرط متر داگلاس داريم: :3مثال

௝௞௟	ܤ
௜ ൌ

2
݊ ൅ 1

൛	ܧ௝௞ߜ	௟
௜ ൅ ௞	ߜ௝௟ܧ

௜ ൅ ௝	ߜ௞௟ܧ
௜ ൅  .௜ൟݕ௝௞,௟ܧ
  [14]صورت زير است: از طرفي انحناي بروالد وابسته به متر فانك به

௝௞௟	ܤ
௜ ൌ ௝௞௟ℓ௜ܥ ൅

1
ܨ2

൛	 ௝݄௞݄	௟
௜ ൅ ௝݄௟݄	௞

௜ ൅ ݄௞௟݄	௝
௜ ൟ. 

 داريم:  ௜ݕبنابراين بعد از انقباض در

௝௞௟ܥ ൌ ߣ
2

ሺ݊ܨ ൅ 1ሻ
൛	ܧ௝௞ݕ௟ ൅ ௞ݕ௝௟ܧ ൅ ௝ݕ௞௟ܧ ൅  			,ଶൟܨ௝௞,௟ܧ

ߣ كه در آن   ൌ
ଵ

ி
  باشند.س مترهاي فانك مثالي براي مترهاي با انحناي خاص كارتان ميباشد. پمي 

  كه با توجه به اين :4مثال

௝௞௟		ܤ	௜ݕ	
	௜ ≔ െ2ܮ௝௞௟, 

ߣ   توان مثال ديگري بامي ൌ
ିଶ

ி
  ارائه كرد.

  متر داگلاس با انحناي كراندار خاص كارتان، ريماني است.  :4 قضيه

  با توجه به فرض داريم:  اثبات.

௝௞௟ܥܨ																																		 ൌ
2

ሺ݊ ൅ 1ሻ
൛	ܧ௝௞ݕ௟ ൅ ௞ݕ௝௟ܧ ൅ ௝ݕ௞௟ܧ ൅  ሺ8ሻ																															ଶൟ.ܨ௝௞,௟ܧ

  بر اساس تعريف متر داگلاس 

௝௞௟	ܤ
௜ ൌ

2
݊ ൅ 1

൛	ܧ௝௞ߜ	௟
௜ ൅ ௞	ߜ௝௟ܧ

௜ ൅ ௝	ߜ௞௟ܧ
௜ ൅  ሺ9ሻ																																					௜ൟ.ݕ௝௞,௟ܧ

  و با استفاده از تعريف زير  ௜ݕدر  (9)با انقباض رابطه 

௝௞௟		ܤ	௜ݕ	
	௜ ≔ െ2ܮ௝௞௟,																																																					ሺ10ሻ 

  خواهيم داشت:
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െ2ܮ௝௞௟ ൌ
2

ሺ݊ ൅ 1ሻ
൛	ܧ௝௞ݕ௟ ൅ ௞ݕ௝௟ܧ ൅ ௝ݕ௞௟ܧ ൅  ሺ11ሻ																						ଶൟ.ܨ௝௞,௟ܧ

  داريم:  (11)و   (8)هاي بنابراين با توجه به رابطه

௝௞௟ܮ ൅	
1
2
௝௞௟ܣ	 ൌ 0, 

௝௞௟ܣكه در آن   ∶ൌ   . ௝௞௟ܥܨ
,ݕ و ܯنقطه دلخواهي روي  ݌اگر  ,ݑ ,ݒ ݓ ∈ ௣ܶܯ	ܿباشند. براي ژئودزي : ሺെ∞,∞ሻ → كه  ݌ گذرنده از  	ܯ

ௗ௖

ௗ௧
ሺ0ሻ ൌ ሺ0ሻܷدر نظر بگيريد كه اي گونهرا به ܿ در طول  ሻݐሺܹو  ሻݐሻ ،ܸሺݐሺܷ	 هاي برداري موازيميدان  ، ݕ ൌ ، ݑ

ܸሺ0ሻ ൌ ሺ0ሻܹو  ݒ ൌ   با قرار دادن .باشند ݓ

ሻݐሺܣ ൌ ,ሻݐ൫ܷሺ	ܣ ܸሺݐሻ,ܹሺݐሻ൯,				 
ሻݐᇱሺܣ ൌ ,ሻݐ൫ܷሺ	ᇱܣ ܸሺݐሻ,ܹሺݐሻ൯. 

௝௞௟ܣچون  ∶ൌ ௝௞௟ܥ بنابراين ௝௞௟ܥܨ ∶ൌ
ଵ

ி
௝௞௟ܮ . از طرفي طبق تعريف متر لندسبرگ௝௞௟ܣ	 ≔   در نتيجه ௦ݕ௝௞௟|௦ܥ

௝௞௟ܮ																			 ൌ ൬
1
ܨ
௝௞௟൰ܣ  ௦ݕ	ݏ|

																																																	ൌ ൬
1
ܨ
൰ ௦ݕ	௝௞௟ܣ	ݏ| ൅

1
ܨ
 	௦ݕ	௝௞௟|௦ܣ

ൌ ℓ௦	௝௞௟|௦ܣ ≔  .ᇱ௝௞௟ܣ
ሻݐሺܮبنابراين داريم  ൌ  . لذا معادله ديفرانسيل معمولي زير را خواهيم داشت: ሻݐᇱሺܣ

ሻݐᇱሺܣ ൅
1
2
ሻݐሺܣ		 ൌ 0. 

 صورت زير است: كه اين يك معادله خطي مرتبه اول است. پس جواب عمومي آن به

ሻݐሺܣ	 ൌ ሺ0ሻ݁ܣ
ି௧
ଶ . 

‖ܣ‖با توجه به كرانداري انحنا داريم  ൏ 	شود كه وضوح ديده ميبه ∞െبه سمت  ݐبا ميل دادن  . ∞ lim
௧→ିஶ

ሻݐሺܣ ൌ

൅∞ ܣكه داشته باشيم مگر اينሺ0ሻ ൌ ሻݐሺܣكه . حال از اين0 ൌ ሺ0ሻ݁ܣ
ష೟
మ  داريم	ݐ∀, ሻݐሺܣ ൌ ܣو چون  0 ൌ

ܥشود كه پس نتيجه مي  ܥܨ ൌ                                             و لذا متر مورد نظر ريماني است.   0

  صدق كند، متر ريماني است.   (7)هر متر لندسبرگ كه در رابطه  :2نتيجه

.ܴبرگ سمتر لندداگلاس با انحناي خاص كارتان،  هر متر :5قضيه  است. ثابت  ܫ

 خواهيم داشت:  (10)و  (9)، (8)هاي  براساس رابطه اثبات.

௝௞௟ܮ ൅ 	
1
2
௝௞௟ܥܨ	 ൌ 0. 
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.ܴبرگ سلند با توجه به تعريف متر ߣ،  ثابت ܫ ൌ ܿجا كه در اين ܨܿ ൌ ଵ

ଶ
  و حكم برقرار است.                                           

  اند: با اين انحناي خاص كارتان احكام زير معادل  :6قضيه

  متر لندسبرگ ضعيف است.1)  
  متر لندسبرگ است.2)  
  يافته است. متر لندسبرگ تعميم 3)

૚اثبات  ⇔ ૛: ܮدانيم هر متر لندسبرگ يك متر لندسبرگ ضعيف است (چون متر لندسبرگ است پس مي ൌ و طبق  0
௜ܬ	تعريف متر لندسبرگ ضعيف داريم  ≔ ݃௝௞ܮ௜௝௞ ، بنابراين	ܬ௜ ൌ ܬ	و در نتيجه  0 ൌ ). كافيست نشان دهيم هر متر 0

.ܴبرگ سلند، شرط متر  5لندسبرگ ضعيف (طبق قضيه    هم برقرار است) متر لندسبرگ است.  ثابت ܫ
௜ܬ	طبق فرض متر لندسبرگ ضعيف است پس  ൌ .ܴ ضعيف برگسلندمتر و طبق تعريف  0 ߣداريم ثابت ܫ ൌ െ 	௃೔

	ூ೔
		 .

௜ܬ	بنابراين چون  ൌ ߣپس  0 ൌ .ܴبرگ سلنديك متر    ܨكه . اما به دليل اين0 ௜௝௞ܮثابت  است پس  	ܫ ൅ 	ܿ଴ܥܨ௜௝௞ ൌ

ߣثابت،  ଴ܿ	دانيم كه براي مي 0 ൌ 	ܿ଴ߣ. چون ܨ ൌ ܨو  0 ് ଴ܿ	است پس  0 ൌ ௜௝௞ܮو بنابراين  0 ൌ  در نتيجه و 	0
   متر لندسبرگ است. ܨ

૛اثبات  به حال ⇔ ૜ يافته است (چون متر كه هر متر لندسبرگ، يك متر لندسبرگ تعميمپردازيم: با توجه به اينمي
ܮاست پس 	لندسبرگ ൌ   يافته داريمو طبق رابطه متر لندسبرگ تعميم 0

௝௟|௞		ܮ
௜ െ ௝௞|௟		ܮ

௜ ൅ ௛௞		ܮ
௜ ௝௟		ܮ

௛ െ ௛௟		ܮ
௜ ௝௞		ܮ

௛ ൌ 0. 

يافته يافته براي متر لندسبرگ برقرار است). لذا كافيست ثابت كنيم هر متر لندسبرگ تعميمبنابراين معادله لندسبرگ تعميم
.ܴبرگ سلندمتر كه  ي انحنا-݄݄ي التصاق چرن و انحنا-݄݄رابطه بين دانيم هم باشد، متر لندسبرگ است. مي ثابت ܫ

 صورت زير است: التصاق بروالد به

	௕ܴ		௝௞௟
௜ ൌ 	௖ܴ		௝௞௟

௜ ൅ ൛ܮ		௝௟|௞
௜ െ ௝௞|௟		ܮ

௜ ൅ ௛௞		ܮ
௜ ௝௟		ܮ

௛ െ ௛௟		ܮ
௜ ௝௞		ܮ

௛ ൟ. 

برهم منطبق  ي التصاق بروالدانحنا-݄݄و  ي التصاق چرنانحنا-݄݄ يافته،متر لندسبرگ تعميماز سوي ديگر طبق تعريف 
 هستند. بنابراين 

௝௟|௞		ܮ
௜ െ ௝௞|௟		ܮ

௜ ൅ ௛௞		ܮ
௜ ௝௟		ܮ

௛ െ ௛௟		ܮ
௜ ௝௞		ܮ

௛ ൌ 0. 

.ܴمتر لندسبرگ  ܨاما چون   ௝௞௟ܮاست، لذا  ثابت ܫ ൅ 	ܿ଴ܥܨ௝௞௟ ൌ   . بنابراين 0

െܿܨ൛ܥ		௝௟|௞
௜ െ ௝௞|௟		ܥ

௜ ൟ ൅ ܿଶܨଶ൛ܥ		௛௞
௜ ௝௟		ܥ

௛ െ ௛௟		ܥ
௜ ௝௞		ܥ

௛ ൟ ൌ 0.				 

௜௝௟ܮشود كهنتيجه مي ௞ݕكردن رابطه قبل در با منقبض ൌ                           متر لندسبرگ است و اثبات تمام است. يك ܨپس  .	0
                           
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