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Introduction 

Throughout, this paper all rings are commutative with identity and all modules 

are unitary. Let 𝑅 be a ring and 𝑀 be an 𝑅-module. For any submodule 𝑁 of 

𝑀 by (𝑁: 𝑀), we mean that the ideal {𝑟 ∈ 𝑅: 𝑟𝑀 ⊆ 𝑁} of 𝑅. A proper 

submodule 𝑃 of 𝑀 is called a prime submodule if for each 𝑟 ∈ 𝑅 and 𝑚 ∈ 𝑀, 

𝑟𝑚 ∈ 𝑃 implies that 𝑟 ∈ (𝑃: 𝑀) or 𝑚 ∈ 𝑃 (for more study about prime 

submodules see [10], [12], [18]). The intersection of all prime submodules of 

𝑀 containing 𝑁 is called the radical of 𝑁, and denoted 𝑟𝑎𝑑𝑁. In the case that 

there are no prime submodules containing 𝑁, we write 𝑟𝑎𝑑𝑁 = 𝑀. If 𝐼 is an 

ideal of 𝑅, then the radical of 𝑅 is denoted by √𝐼. The submodule 𝑁 of 𝑀 is 

called a radical submodule, if 𝑟𝑎𝑑𝑁 = 𝑁. Also, an ideal 𝐼 of 𝑅 is called a 

radical ideal if it is a radical submodule of 𝑅. The set of all radical submodules 

of 𝑀, denoted by 𝑅𝐴𝐷(𝑀), together with inclusion is a complete lattice. 

Indeed, for any subset 𝒜 = {𝑁𝜆| 𝜆 ∈ Λ} of 𝑅𝐴𝐷(𝑀) we have; 

Inf𝒜 = ⋂ Nλ  λ∈Λ   , and   Sup𝒜 = rad(∑ Nλ  λ∈Λ ). 

This lattice has been studied from different point of views (see for example 

[8], [16], and [17]). We know that a lattice 𝑅 is Noetherian if every increasing 

chain 𝑎1 ≤ 𝑎2  ≤ ⋯ of elements of 𝑅 is stationary. Here, we say that any 𝑅-

module 𝑀 is radical Noetherian if 𝑅𝐴𝐷(𝑀) is a Noetherian lattice. Also, a 

ring 𝑅 is called radical Noetherian if it is a radical Noetherian 𝑅-module. It is 

evident that every Noetherian module is radical Noetherian, but the module of 

rational numbers ℚ over the ring of integers ℤ is an example of a radical 

Noetherian module which is not Noetherian. Moreover, in [9], there are 

several examples (for instance Example 5.16) of non-Noetherian local 

domains with finite Krull dimension which are radical Noetherian. Therefore, 

the collection of radical Noetherian rings (modules) strictly contains the 

collection of Noetherian rings (modules). It is interesting to know that every 

Artinian module is also radical Noetherian [16, Proposition 18], but the 

converse is not true. Indeed, ℤ is a well-known example of an Artinian ℤ-

module which is radical Noetherian. Thus the collection of radical Noetherian 

modules strictly contains the collection of Artinian modules. 

There is a well-known result in the context of Noetherian modules which says 

that “an R-module 𝑀 is Noetherian if and only if every submodule of 𝑀 is 

finitely generated”. The analog of this theorem in radical Noetherian modules, 

given in [14, Theorem16] and [15, Theorem 6.1], states that “An 𝑅-module 𝑀 

is radical Noetherian if and only if every its radical submodule is the radical 
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of a finitely generated submodule.” This was our motivation to study radical 

Noetherian modules and explore the analogs of some well-known results in 

the context of Noetherian modules. Moreover, we investigate the stability of 

radical Noetherian modules with respect to various module-theoretic 

constructions such as factor modules, direct sum and idealization. 

Main Results 

Among other things, the following results are shown in this paper. 

1) The set of minimal prime submodules of a radical Noetherian module 

𝑀 is finite. As shown in [19, p.231], the converse of this resul is not 

true in general. 

2) A ring 𝑅 is radical Noetherian if and only if every ascending chain 

of its prime ideals is stationary. 

3) Every quotient of a radical Noetherian module is radical Noetherian. 

4) A finitely generated multiplication 𝑅-module 𝑀 is radical Noetherian 

if and only if 𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀) is a radical Noetherian ring. 

5) If 𝑀 is a radical Noetherian faithful multiplication 𝑅-module, then 

the module of fractions 𝑀𝑆 (with respect to a multiplicatively closed 

subset 𝑆 of 𝑅) is a radical Noetherian 𝑅𝑆-module.  In particular, 𝑅𝑆 is 

a radical Noetherian ring.  

6) If the direct sum 𝑀 = 𝑀1 ⊕ 𝑀2 of 𝑅-modules 𝑀1 and 𝑀2 is radical 

Noetherian, then so are 𝑀1 and 𝑀2. The converse is true if 𝑀1 and 

𝑀2 are radical Noetherian multiplication  𝑅-modules such that 

𝐴𝑛𝑛(𝑀1) ⊕ 𝐴𝑛𝑛(𝑀2) = 𝑅. 
7) If 𝑀1 and 𝑀2 are radical Noetherian faithful multiplication 𝑅-

modules, then so is their  tensor product 𝑀1 ⊗ 𝑀2. 

8) (Cohen’s Theorem) 𝑅 is a radical Noetherian ring if and only if every 

its prime ideal is the radical of a finitely generated ideal. 

9) (A generalization of Cohen’s Theorem for modules) A finitely 

generated faithful multiplication module 𝑀 is radical Noetherian if 

and only if every its prime submodule is the radical of a finitely 

generated submodule of 𝑀. 

10)  (Hilbert basis Theorem) If 𝑅 is a radical Noetherian ring, then the 

polynomial ring 𝑅[𝑋] is radical Noetherian. 

11)  Let 𝑀 be any 𝑅 module. Then 𝑅 is a radical Noetherian ring if and 

only if the idealization 𝑅(+)𝑀 is a radical Noetherian ring if and 

only if (𝑅(+)𝑀)[𝑋] is a radical Noetherian ring. 

12)  Let 𝑀 be a radical Noetherian 𝑅-module and 𝑀[𝑋] be the usual 

𝑅[𝑋]-module. If 𝑀[𝑋] is a multiplication 𝑅-module (obtained by the 

restriction of scalars), then 𝑀[𝑋] is a radical Noetherian 𝑅[𝑋]-
module. 
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  کلیدی:های واژه

 ،زیرمدول رادیکال

 ،مدول رادیکال نوتری

 ،حلقه رادیکال نوتری

 .مدول ضربی

 

ها نوتری است. های رادیکال آنپردازیم که مشبکه زیرمدولها میای از مدولدر این مقاله، به بررسی گردایه

های ل گردایه مدولشود به طور اکید شامها که هر عضو آن رادیکال نوتری نامیده میاین گردایه از مدول

های اول های نوتری، مجموعه زیرمدولهای آرتینی است. نشان خواهیم داد که همانند مدولنوتری و مدول

به عنوان  𝑅 را رادیکال نوتری گوییم، اگر  𝑅کمین یک مدول رادیکال نوتری، متناهی است. همچنین حلقه 

𝑅-رادیکال نوتری باشد. اثبات خواهیم کرد که  مدول𝑅-مدول ضربی𝑀  رادیکال نوتری است اگر و تنها اگر

𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀)  .هایهای کوهن و پایه هیلبرت را برای حلقهعلاوه قضیهبه یک حلقه رادیکال نوتری باشد 

 نماییم.رادیکال نوتری بیان و اثبات می
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 مقدمه

-𝑅یک  𝑀یک حلقه و  𝑅ها یکانی هستند. فرض کنید ها جابجایی و یکدار و همه مدولدر سرتاسر این مقاله همه حلقه

:𝑁)، منظور از 𝑀از  𝑁مدول باشد. برای زیرمدول 𝑀) آل ایده{𝑟 ∈ 𝑅: 𝑟𝑀 ⊆ 𝑁}  از𝑅 باشد. زیرمدول سره می𝑃  از

𝑀  را اول گوییم هرگاه برای هر𝑟 ∈ 𝑅  و𝑚 ∈ 𝑀 عبارت ،𝑟𝑚 ∈ 𝑃 که  ایجاب کند𝑚 ∈ 𝑃  یا𝑟 ∈ (𝑃: 𝑀)  برای(

 𝑀های اول ازرجوع کرد(. اشتراک همه زیرمدول ]18[و  ]12[، ] 10[توان به های اول میمطالعه بیشتر درباره زیرمدول

موجود نباشد،  𝑁که هیچ زیرمدول اولی شامل دهیم. درصورتینشان می 𝑟𝑎𝑑𝑁نامیم و با می 𝑁را رادیکال 𝑁شامل زیرمدول

𝑟𝑎𝑑𝑁 کنیم کهقرارداد می = 𝑀 . در حالتی که𝐼 آلی از حلقه ایده𝑅  باشد، رادیکال𝐼  را با√𝐼 دهیم. زیرمدول نشان می

𝑁  از𝑀 نامیم هرگاه را زیرمدول رادیکال می𝑟𝑎𝑑𝑁 = 𝑁آل . همچنین ایده𝐼  از𝑅  آل رادیکال گوییم هرگاه را ایده𝑅-

دانیم که یک می دهیم.نشان می   𝑅𝐴𝐷(𝑀)را با 𝑀های رادیکالباشد. مجموعه همه زیرمدول 𝑅زیرمدول رادیکال از 

,𝐿)مجموعه به طور جزئی مرتب ، مشبکه )مشبکه کامل( است هرگاه هر زیرمجموعه دو عضوی )زیرمجموعه دلخواه( از  (≥

همراه  𝑅𝐴𝐷(𝑀)مجموعه  شود کهراحتی دیده می، دارای سوپریموم و اینفیموم باشد. به≥آن نسبت به رابطه ترتیب جزئی 

𝒜دهد، که در آن برای هر خانوادهتشکیل یک مشبکه کامل می ⊇با رابطه شمول  = {𝑁𝜆|𝜆 ∈ Λ}    از عضوهای

𝑅𝐴𝐷(𝑀)، 

Sup𝒜 = rad (∑ Nλ  λ∈Λ Inf𝒜و           .( = ⋂ Nλ  λ∈Λ 

 مطالعه شده است. ]17[و  ]16[، ]8[های مختلف دراین مشبکه از دیدگاه

,L)یک مشبکه  𝑎1را نوتری گوییم هرگاه برای هر زنجیر افزایشی (≥ ≤ 𝑎2  ≤ یک عدد صحیح مثبت  𝐿از عضوهای   ⋯

𝑛 که برای هر طوریموجود باشد به𝑖 ≥ 𝑛 داشته باشیم= 𝑎𝑛  𝑎𝑖. 

را بررسی کنیم. برای این منظور  𝑀های رادیکال مدولاز زیرمدول 𝑅𝐴𝐷(𝑀)در این مقاله بنا داریم که نوتری بودن مشبکه 

 نیز بازگو شده است.  ]1.6 قضیه ،15[آمده است و در  ]16قضیه  ،14[پردازیم که در ابتدا به یادآوری قضیه زیر می

 𝑁اگر و تنها اگر برای هر زیرمدول  کندهای رادیکال صدق میدر شرط زنجیر افزایشی روی زیرمدول 𝑀مدول -𝑅 .1قضیه 

𝑟𝑎𝑑𝐿که طوریموجود باشد به 𝑁از  𝐿، زیر مدول متناهی مولد 𝑀از  = 𝑟𝑎𝑑𝑁. 

رادیکال یک زیرمدول متناهی مولد از آن  𝑀نوتری است اگر و تنها اگر هر زیرمدول رادیکال 𝑅𝐴𝐷(𝑀)به عبارت دیگر 

نوتری است اگر و تنها  𝑀مدول -𝑅"دارد های نوتری که بیان میبه قضیه مشهوری در مبحث مدول 1 باشد. شباهت قضیه

های برخی نتایج رایج دیگر در مبحث جوی جایگزین، ما را بر آن داشت تا در جست"اگر هر زیرمدول از آن متناهی مولد باشد

نوتری  𝑅𝐴𝐷(𝑀)گوییم هرگاه مشبکه را رادیکال نوتری می 𝑀مدول -𝑅 های نوتری باشیم. از این به بعد برای راحتی،مدول

که هر مدول مدول رادیکال نوتری باشد. آشکار است -𝑅را رادیکال نوتری گوییم هرگاه به عنوان  𝑅باشد. همچنین حلقه 
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های رادیکال نوتری غیر نوتری ارائه شده است. نوتری، رادیکال نوتری است ولی عکس آن صحیح نیست. در زیر مثالی از مدول

 های نوتری است.طور اکید شامل گردایه مدولهای رادیکال نوتری بهاز این رو گردایه مدول

 ℚ مدول  -ℤدانیم . میگیریممیرا گروه آبلی اعداد گویا در نظر  ℚرا حلقه اعداد صحیح و  ℤ مطابق معمول (1 .1مثال 

𝑅𝐴𝐷(ℚ) از این رو است و ℚمدول  -ℤتنها زیرمدول اول از  (0)، ]3.1، مثال4[ غیرنوتری است. بنا به = {(0), ℚ} 

(0) . لازم به ذکر است کهاست نوتریرادیکال  ℚ مدول-ℤدهد  میکه نشان  = 𝑟𝑎𝑑(0) وℚ = 𝑟𝑎𝑑ℤ . 

های اول ، تنها زیرمدول]2.6، مثال 13[بنا به   باشد. در این صورت   𝑝 گروه آبلی دوری از مرتبه عدد اول ℤ𝑝( فرض کنید 2

ℤ-   مدول غیرنوتری𝑀 = ℚ ⊕ ℤ𝑝    ند از بارت ℚع ⊕ (0)و  (0) ⊕ ℤ𝑝 از این رو .𝑀       کال نوتری مدول رادی یک 

𝑅𝐴𝐷(M)است، زیرا  = {(0) ⊕ (0), ℚ ⊕ (0), (0) ⊕ ℤ𝑝, M} . 

𝑅𝐴𝐷(𝑀)بدون زیرمدول اول رادیکال نوتری است، زیرا  𝑀( هر مدول 3 = {𝑀} 1.3لم  ،13[. بنا به[ ،ℤ(𝑝∞)  یکℤ-

های آرتینی ای از مدولباشد و در نتیجه رادیکال نوتری است. این مدول مثال شناخته شدهمدول بدون زیر مدول اول می

 را ببینید(. ]74، صفحه 5[غیرنوتری است ) برای مثال 

های نوتری میهای رادیکال نوتری نیز به طور اکید شامل گردایه حلقه( اشاره خواهد شد، گردایه حلقه1در تبصره ) کهچنان

مثال   ℤ  ، هر مدول آرتینی نیز رادیکال نوتری است ولی حلقه اعداد صحیح]18گزاره  ،14[باشد. جالب است که بدانیم بنا به 

، را ببینید(. از ]74صفحه  ،5[این رادیکال نوتری( است که آرتینی نیست. )برای مثال ای از حلقه نوتری )و بنابرشناخته شده

 های آرتینی نیز هست.  اکید شامل گردایه مدولطور های رادیکال نوتری بهاین رو گردایه مدول

این قضیه برای حلقههای نوتری قضیه کوهن است. ما ضمن ارائه نسخه جایگزین یکی از نتایج شناخته شده در مبحث حلقه

رادیکال  𝑅دهیم حلقه های رادیکال نوتری ارائه می کنیم. در واقع نشان میرا برای مدول های رادیکال نوتری، تعمیمی از آن

گیریم (. سپس نتیجه می16.1مولد باشد )نتیجه آل متناهیآل اول از آن رادیکال یک ایدهنوتری است اگر و تنها اگر هر ایده

رادیکال یک زیرمدول متناهی 𝑀رادیکال نوتری است اگر و تنها اگر هر زیرمدول اول از  𝑀مولد مدول ضربی متناهی-𝑅که 

م که کنیهای رادیکال نوتری را ارائه میعلاوه نسخه جایگزین قضیه پایه هیلبرت برای حلقه(. به17.1مولد از آن باشد )نتیجه 

  (.19.1)قضیه " رادیکال نوتری است 𝑅[𝑋]ای یکال نوتری باشد، آنگاه حلقه چندجملهیک حلقه راد 𝑅 " دارد بیان می

علاوه بر این موارد،  پایایی رادیکال نوتری بودن یک مدول نسبت به برخی ساختارهای مدولی مانند خارج قسمت، جمع 

 سازی را بررسی خواهیم کرد.آلمستقیم و ایده

 

 های رادیکال نوتریمدول. 1

، شرایط معادل دیگری نیز وجود دارند که 1غیر از شرط معادل داده شده برای رادیکال نوتری بودن یک مدول در قضیه  به

 کنیم.ها آغاز میآیند. ما این بخش را با ارائه آندست میبلافاصله از نوتری بودن یک مشبکه به
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 شرایط زیر معادل هستند: 𝑀مدول -𝑅برای یک .  1.1لم 

1) 𝑀  ؛رادیکال نوتری است 

 دارای عضو بیشین است؛ 𝑅𝐴𝐷(𝑀)هر زیرمجموعه ناتهی از  (2

 کهطوریوجود دارد به 𝒜از  𝔓 یک زیرمجموعه متناهی 𝑅𝐴𝐷(𝑀)از  𝒜برای هر زیرمجموعه ناتهی  (3

𝑟𝑎𝑑(∑ 𝑁) = 𝑟𝑎𝑑(∑ 𝑁).𝑁∈𝔓𝑁∈𝒜. 

 آید.دست میبه]  6.1گزاره  ،5[(. از 2) ⇔ (1)برهان. 

 □ آید.به دست می ]1.3گزاره. ،6[(. از 2) ⇔ (3)

های اول متشکل از زیرمدول 𝑀𝑖𝑛(𝑀)مجموعه  𝑀دارد که برای مدول نوتری های نوتری بیان میای در مبحث مدولقضیه

رادیکال های دهیم این مطلب برای مدول. اکنون نشان می]را ببینید( 3.10لم  ،18[یک مجموعه متناهی است ) 𝑀کمین 

 نوتری نیز برقرار است.

 متناهی است. 𝑀𝑖𝑛(𝑀)مدول رادیکال نوتری باشد. در این صورت -𝑅یک  𝑀فرض کنید .  2.1قضیه 

𝑟𝑎𝑑(0)اگر برهان.  = 𝑀گاه ، آن𝑀𝑖𝑛(𝑀) = 𝑟𝑎𝑑(0)کنیم . فرض می∅ ≠ 𝑀  و حکم درست نباشد. مجموعه𝑆  

نامتناهی باشد. واضح است که  𝑀𝑖𝑛(𝑀/𝑁)گیریم که ا در نظر میر 𝑀از  𝑁های رادیکال سره متشکل از زیرمدول

𝑟𝑎𝑑(0) ∈ 𝑆 و از این رو𝑆  ( 1ناتهی است. در این صورت بنا به )⇐ (از لم2 )1 ،𝑆  دارای عضو بیشینی مانند𝐾  .است

𝑀𝑖𝑛(𝑀/𝐾)نیست، زیرا در غیر این صورت  𝑀زیرمدول اولی از  𝐾آشکار است که  = که در تناقض با عضویت  {(0)}

𝐾  در𝑆  است. بنابراین عضوهای𝑟 ∈ 𝑅 ∖ (𝐾: 𝑀)  و𝑥 ∈ 𝑀 ∖ 𝐾 که طوریوجود دارند به𝑟𝑥 ∈ 𝐾 در این صورت با .

𝐼در نظرگرفتن = 𝑅𝑟   و𝐿 = 𝐾 + 𝑅𝑥 یابیم که درمی𝐼𝐿 ⊆ 𝐾 ،𝐾 ⊂ 𝐿  و𝐾 ⊂ 𝐾 + 𝐼𝑀کنیم . حال فرض می𝑃 

𝐼𝐿باشد. در این صورت   𝑀/𝐾زیرمدول اول کمین  𝑃/𝐾ه کطوریباشد به 𝐾شامل  𝑀زیرمدولی از  ⊆ 𝐾 ⊆ 𝑃  که

𝐿کند ایجاب می ⊆ 𝑃  یا𝐼𝑀 ⊆ 𝑃در نتیجه . 

𝑃/𝑟𝑎𝑑𝐿 ∈ 𝑀𝑖𝑛(𝑀/𝑟𝑎𝑑𝐿)      یا𝑃/𝑟𝑎𝑑(𝐾 + 𝐼𝑀) ∈ 𝑀𝑖𝑛(𝑀/𝑟𝑎𝑑(𝐾 + 𝐼𝑀)) . 

𝐾که حال با توجه به این ⊂ 𝑟𝑎𝑑(𝐾 + 𝐼𝑀)  و𝐾 ⊂ 𝑟𝑎𝑑𝐿های ، مجموعه𝑀𝑖𝑛(𝑀/𝑟𝑎𝑑(𝐾 + 𝐼𝑀))  و

𝑀𝑖𝑛(𝑀/𝑟𝑎𝑑𝐿) دهد تعداد متناهی انتخاب برای متناهی هستند که نشان می𝑃  و سپس𝑃/𝐾  وجود دارد. این در

 □ تعداد متناهی زیرمدول اول کمین دارد. 𝑀است و بنابراین  𝑆در 𝐾 تناقض با عضویت 

 درست نیست. 2.1دهد که در حالت کلی عکس قضیه مثال زیر نشان می

یک فضای برداری زیرمدول  سره از زیرا هر زیرفضای ،فضاهای برداری با بعد نامتناهی رادیکال نوتری نیستند( 1. 3.1مثال 

 تنها زیرمدول اول کمین از هر فضای برداری ناصفر است. (0)ویژه زیرمدول آن است. بهاولی از 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-0
8-

28
 ]

 

                             6 / 16

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3262-fa.html


 
 

 1403دوم، ، شماره دهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

72 

𝑅 کنید فرض ]231صفحه  ،19[( 2 = 𝐾[𝑋1, 𝑋2, 𝑋3, … باشد و  𝐾حلقه با شمارای نامتناهی متغیر روی میدان    [

𝐼 = (𝑋1𝑋2, 𝑋1𝑋3, … ). ،𝑝1 = (𝑋1)  و𝑝2 = (𝑋2, 𝑋3, … ) 

𝑀𝑖𝑛(𝑅/𝐼)   شود کهآسانی دیده می به = {𝑝1/𝐼, 𝑝2/𝐼}  و𝑝2/𝐼 مولد از ل متناهیآرادیکال هیچ ایده𝑅/𝐼  نیست. از

                                                   ل اول کمین است.آهیک حلقه رادیکال نوتری نیست ولی دارای تعداد متناهی اید 𝑅/𝐼، 1این رو بنا به قضیه 

      𝑅- مدول𝑀   نامیده می به ازای هر زیرمدول   ضرررربی  یده 𝑀از  𝑁شرررود اگر  به    𝑅از  𝐼ال ، ا باشرررد  که  طوریموجود 

𝑁 = 𝐼𝑀شررود که راحتی دیده می. به𝑀  ضررربی اسررت اگر و تنها اگر به ازای هر زیرمدول𝑁  از𝑀 ،𝑁 = (𝑁: 𝑀)𝑀 .

 مدول ضربی باشد.– 𝑅آل از آن یکرا ضربی گویند، هرگاه هر ایده 𝑅همچنین حلقه 

 های زیر برقرار هستند:گزاره. 4.1نتیجه 

 مولد است. رادیکال نوتری، متناهیهر مدول ضربی  (1)

 مولد است.هرمدول ضربی روی یک حلقه رادیکال نوتری، متناهی (2)

مولد است. در ، هر مدول ضربی با تعداد متناهی زیرمدول اول کمین، یک مدول متناهی]3.7، قضیه 7[بنابه  (1) .برهان

 آید. دست میبه 2.1نتیجه حکم از قضیه 

 □ است.واضح  ]3.9، نتیجه 7[ نا بهب  (2)

 نوتری است اگر و تنها اگر رادیکال نوتری باشد. 𝑅حلقه ضربی .  5.1نتیجه 

 ( واضح است.⇐ .برهان

 ، به2.1آل اول کمین، نوتری است. در نتیجه حکم از قضیه ، هر حلقه ضربی با تعداد متناهی ایده]3.11، قضیه 7[( بنا به ⇒

 □آید. دست می

 الایستا بوده و هر ایده 𝑅های اول آلرادیکال نوتری است اگر و تنها اگر هر زنجیر افزایشی از ایده 𝑅حلقه .  6.1قضیه 

 باشد. 𝑅ال اول از اشتراک تعداد متناهی ایده 𝑅رادیکال از 

ایستا است. برای اثبات قسمت دوم  𝑅های اول حلقه رادیکال نوتری آل( واضح است که هر زنجیر افزایشی از ایده⇐ .برهان

𝑆نیستند. اگر  𝑅های اولالباشد که اشتراکی متناهی از ایده 𝑅های رادیکال المجموعه ایده 𝑆فرض کنید  ≠ گاه بنا ، آن∅

,𝑎نیست. بنابراین عضوهای  𝑅ال اولی از است که ایده 𝐼دارای عضو بیشینی مانند  𝑆، 1.1به لم  𝑏 ∈ 𝑅\𝐼  وجود دارند

𝑎𝑏که طوریبه ∈ 𝐼 بنا به بیشین بودن .𝐼  در𝑆 که و این𝐼 ⊂ √𝑅𝑎 + 𝐼  و𝐼 ⊂ √𝑅𝑏 + 𝐼های ال، ایده√𝑅𝑎 + 𝐼  و

√𝑅𝑏 + 𝐼 های اول الاشتراکی متناهی از ایده𝑅 باشند. از طرفیمی 

𝐼 ⊆ √𝑅𝑎 + 𝐼 ∩ √𝑅𝑏 + 𝐼 = √(𝑅𝑎 + 𝐼)(𝑅𝑏 + 𝐼) = √𝑅𝑎𝑏 + 𝑅𝑎𝐼 + 𝑅𝑏𝐼 + 𝐼2 ⊆ √𝐼 = 𝐼 
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𝐼د دهکه نشان می = √𝑅𝑎 + 𝐼 ∩ √𝑅𝑏 + 𝐼  و در نتیجه𝐼 های اول الاشتراکی متناهی از ایده𝑅  خواهد بود. این در

𝑆است و بنابراین  𝑆در  𝐼تناقض با عضویت  =  𝑅های اول الاشتراکی متناهی از ایده 𝑅ال رادیکال از . در نتیجه هر ایده∅

 است.

𝐼1( فرض کنید ⇒ ⊆ 𝐼2 ⊆ آلایده  باشد که ایستا نیست. بنا به فرض، 𝑅های رادیکال آلیک زنجیر افزایشی از ایده ⋯

𝑝𝑖  (1های اول  ≤ 𝑖 ≤ 𝑟) که طوریوجود دارند به𝐼1 = 𝑝1 ∩ … ∩ 𝑝𝑟 1. برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑟 ، 

𝑝𝑖 = √𝐼1 + 𝑝𝑖 ⊆ √𝐼2 + 𝑝𝑖 ⊆ ⋯             (∗)                              . 

𝑛امین جمله متوقف شوند و -𝑛𝑖فرض کنید این زنجیرها در  = max{𝑛𝑖|  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑟}در این صورت . 

𝐼𝑛+1 ⊆ √𝐼𝑛 + 𝑝1 ∩ … ∩ √𝐼𝑛 + 𝑝𝑟 = √(𝐼𝑛 + 𝑝1) ⋯ (𝐼𝑛 + 𝑝𝑟) ⊆ √𝐼𝑛 = 𝐼𝑛. 

𝐼1این در تناقض با ایستا نبودن زنجیر  ⊆ 𝐼2 ⊆ این زنجیر   ، ایستا نیست.(∗)است. بنابراین حداقل یکی از زنجیرهای  ⋯

𝑝1به شکل 
′ ⊂ 𝐽2 ⊂ 𝐽3 ⊂ 𝑝1ها یعنی های رادیکال هستند و اولین آنآلکه جملاتش ایدهمی باشد  ⋯

آل اولی از ایده ′

𝑅  و شامل𝐼1  است. با ادامه این فرایند و در نظر گرفتن𝐽2  جای به𝐼1  در مرحله قبل، به زنجیر𝑝1
′ ⊂ 𝑝2

′ ⊂ آلاز ایده  ⋯

 □ که ایستا نیست.یابیم های اول دست می

𝑅ای با مجموعه زمینه حلقه 𝑅(+)𝑀سازی  آلمدول باشد. منظور از ایده -𝑅یک  𝑀فرض کنید  × 𝑀   است که عمل

,𝑟1)وار و عمل ضرب به صورت   جمع آن مولفه 𝑚1)(𝑟2, 𝑚2) = (𝑟1𝑟2, 𝑟1𝑚2 + 𝑟2𝑚1) باشد. لازم به ذکر است   می

آل یک ایده 𝑝است که در آن   𝑝(+)𝑀به شکل  𝑅(+)𝑀از حلقه  آل اولایدههر  ]3.2قضیه   ،3[( از 2که بنا به قسمت ) 

 𝐼هستندکه  𝐼(+)𝑀به شکل  𝑅(+)𝑀های رادیکال از آل( از همین قضیه، ایده3است. همچنین بنا به قسمت ) 𝑅اول از 

یده   کال از  یک ا به ویژه اگر    𝑅آل رادی یده   𝐼اسرررت.  مدولی از   𝑁و  𝑅آل از یک ا 𝐼(+)𝑁√گاه  باشرررد، آن   𝑀زیر =

√𝐼(+)𝑀. 

 𝑅(+)𝑀رادیکال نوتری اسرررت اگر و تنها اگر حلقه  𝑅مدول باشرررد. در این صرررورت -𝑅یک  𝑀فرض کنید . 7.1نتیجه 

 رادیکال نوتری باشد.

 □حکم واضح است.  6.1با توجه به مطالب بالا و قضیه برهان. 

شود که راحتی دیده مینیز رادیکال نوتری نیست، زیرا به 2( مثال 2در قسمت ) 𝑅لازم به ذکر است حلقه . 8.1 تبصره             

𝑚  ل بیشین آایده = (𝑥1, 𝑥2, … توان در میدان را می 𝑅علاوه چون مولد نیست. بهل متناهیآرادیکال هیچ ایده 𝑅از (

چنین برخلاف مدولهم نوتری نیست.رادیکال  ماشود که زیرحلقه یک حلقه رادیکال نوتری لزوکسرهایش نشاند، نتیجه می

یک مدول رادیکال نوتری، رادیکال نوتری باشد.  های نوتری که هر زیرمدول از آنها نوتری است، الزامی نیست که زیرمدول

,𝐶)یک دامنه صحیح غیر نوتری موضعی چهاربعدی  ]5.16مثال  ،9[برای تایید این مطلب، در  𝑚𝐶)  معرفی شده است که
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طور اکید شامل های رادیکال نوتری به دهد که گردایه حلقهرادیکال نوتری است. )در ضمن این نشان می 3قضیه بنا به 

توانند رادیکال نمی 𝐶از  𝑝الهای اول ناصفر غیربیشین این مثال، ایده 6و  4های های نوتری است.( بنا به قسمتگردایه حلقه

باشد که رادیکال می 𝐶زیرمدول از حلقه رادیکال نوتری-𝐶یک  𝑚𝐶شند. بنابراین با 𝑚𝐶مولد از زیرمدول متناهی-𝐶هیچ 

مدول ضربی نیز -𝐶بوده و در نتیجه یک  𝐶ال اصلی از یک ایده 𝑚𝐶از همان مثال،  2نوتری نیست. همچنین بنا به قسمت 

 رادیکال نوتری نیست.مولد، کند که در حالت کلی یک مدول ضربی متناهیباشد. این بیان میمی

 هر خارج قسمت از یک مدول رادیکال نوتری، رادیکال نوتری است..  9.1قضیه 

یک زیرمدول  𝐿/𝑁علاوه فرض کنید زیرمدولی از آن باشد.  به 𝑁مدول رادیکال نوتری و -𝑅یک  𝑀فرض کنید برهان. 

𝐿/𝑁، ]7لم  ،20[باشد. در این صورت بنا به  𝑀/𝑁رادیکال از  = 𝑟𝑎𝑑𝑀/𝑁𝐿/𝑁 = 𝑟𝑎𝑑𝐿/𝑁  که در آن(

𝑟𝑎𝑑𝑀/𝑁𝐿/𝑁  رادیکال زیرمدول𝐿/𝑁  از𝑀/𝑁  است(. از این رو𝐿 = 𝑟𝑎𝑑𝐿  زیر مدول 1. در نتیجه بنا به قضیه ،

𝑇مولد متناهی = 𝑅𝑥1 + 𝑅𝑥2 + ⋯ + 𝑅𝑥𝑛  از𝑀 که طوریوجود دارد به𝐿 = 𝑟𝑎𝑑𝑇 در نتیجه . 

𝐿/𝑁 = (𝑟𝑎𝑑𝑇)/𝑁 = 𝑟𝑎𝑑((𝑇 + 𝑁)/𝑁) = 𝑟𝑎𝑑(𝑅(𝑥1 + 𝑁) + ⋯ + 𝑅(𝑥𝑛 + 𝑁)) 

𝑀دهد که نشان می 𝑁⁄  .رادیکال نوتری است □ 

باشد. در این صورت  𝑅آل رادیکال از یک ایده 𝐼مولد و مدول متناهی-𝑅یک  𝑀فرض کنید  ]8گزاره  ،10[. 10.1 لم

𝐴𝑛𝑛(𝑀) ⊆ 𝐼 اگر   اگر وتنها(𝐼𝑀: 𝑀) = 𝐼. 

رادیکررال نرروتری اسررت اگررر   𝑀باشررد. در ایررن صررورت    𝑅یررک مرردول ضررربی روی حلقرره  𝑀فرررض کنیررد  .5قضیییه 

 یک حلقه رادیکال نوتری باشد. 𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀)وتنها اگر 

مدول ضربی باشد. علاوه بر این فرض کنید -𝑅یک  𝑀یک حلقه رادیکال نوتری و  𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀)( فرض کنید ⇒برهان. 

𝑁1 ⊆ 𝑁2 ⊆ مدول ضربی -𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀)یک  𝑀باشد. در این صورت چون  𝑀های رادیکال یک زنجیر از زیرمدول ⋯

مولد مدول متناهی-𝑅یک  𝑀مولد بوده و از این رو مدول متناهی-𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀)یک  𝑀(، 2)4.1نیز هست، بنا به نتیجه 

𝑖ی هر شود که به ازانتیجه می ]5.4نتیجه  ،11[است. بنابراین از  ≥ 1 ، 

(𝑁𝑖: 𝑀) = (𝑟𝑎𝑑𝑁𝑖: 𝑀) = √(𝑁𝑖: 𝑀) 

:𝑁1)در نتیجه  𝑀) ⊆ (𝑁2: 𝑀) ⊆ باشد می 𝐴𝑛𝑛(𝑀)و شامل  𝑅های رادیکال حلقه آلیک زنجیر افزایشی از ایده ⋯

𝑛که بنا به فرض ایستا است؛ یعنی  ∈ ℕ  وجود دارد به طوری که به ازای هر𝑖 ≥ 𝑛 ،(𝑁𝑖: 𝑀) = (𝑁𝑛: 𝑀) حال از .

𝑖آید که به ازای هر به دست می 𝑀ضربی بودن  ≥ 𝑛 ،𝑁𝑖 = 𝑁𝑛 در نتیجه .𝑀 .رادیکال نوتری است 
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𝐼1/𝐴𝑛𝑛(𝑀)رادیکال نوتری بوده و  𝑀( فرض کنید ⇐ ⊆ 𝐼2/𝐴𝑛𝑛(𝑀) ⊆ های آلیک زنجیر افزایشی از ایده ⋯

𝑖باشد. بنابراین به ازای هر  𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀)رادیکال حلقه  ≥ در این صورت چون بنا به  .رادیکال هستند 𝐼𝑖های آل، ایده1

 آید کهدست می به 10.1متناهی مولد است، از لم  𝑀(، 1)4.1نتیجه 

𝑟𝑎𝑑(𝐼𝑖𝑀) = √(𝐼𝑖𝑀: 𝑀)𝑀 = √𝐼𝑖𝑀 = 𝐼𝑖𝑀. 

𝐼1𝑀دهد این نشان می ⊆ 𝐼2𝑀 ⊆ رادیکال نوتری  𝑀است. حال چون  𝑀های رادیکال یک زنجیر افزایشی از زیرمدول ⋯

𝑛است،  ∈ ℕ  وجود دارد به طوری که به ازای هر𝑖 ≥ 𝑛 ،𝐼𝑖𝑀 = 𝐼𝑛𝑀 درنتیجه به ازای هر .𝑖 ≥ 𝑛، 

𝐼𝑖 = (𝐼𝑖𝑀: 𝑀) = (𝐼𝑛𝑀: 𝑀) = 𝐼𝑛.  

 □ رادیکال نوتری است. 𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀)بنابراین  

ایستا است.  𝑀 های اول ازکه هر زنجیر از زیرمدولطوریباشد به 𝑅یک مدول ضربی روی حلقه  𝑀فرض کنید . 11.1نتیجه 

رادیکال نوتری  𝑀 گاهمولد و وفادار بوده و هر زیرمدول رادیکال، اشتراک تعداد متناهی زیرمدول اول باشد، آنمتناهی 𝑀اگر 

 است.

𝑝1فرض کنید برهان.  ⊆ 𝑝2 ⊆ مولد است، بنا متناهی 𝑀شد. چون با 𝑅های اول حلقه آلیک زنجیر افزایشی از ایده ⋯

𝑃𝑖 (𝑖های اول زیرمدول ،]3.3قضیه  ،12[به  ≥ 𝑝𝑖وجود دارند به طوری که  𝑀از  (1 = (𝑃𝑖: 𝑀) چون .𝑀  ضربی است

𝑃1زنجیر افزایشی  ⊆ 𝑃2 ⊆ کند که های اول را خواهیم داشت که بنا به فرض ایستا است. این ایجاب میاز زیرمدول ⋯

𝑝1زنجیر  ⊆ 𝑝2 ⊆ و فرض،  10.1باشد، آنگاه بنا به لم  𝑅آل رادیکال از یک ایده 𝐼علاوه اگر نیز ایستا باشد. به  ⋯

𝑃𝑖 (1های اول زیرمدول ≤ 𝑖 ≤ 𝑟) کهطوریوجود دارند به 

𝐼 = √𝐼 = √(𝐼𝑀: 𝑀) = (𝑟𝑎𝑑(𝐼𝑀): 𝑀) = (∩𝑖=1
𝑛 𝑃𝑖: 𝑀) =∩𝑖=1

𝑛 (𝑃𝑖: 𝑀). 

 □ رادیکال نوتری است. 𝑀، 5رادیکال نوتری است. در نتیجه بنا به قضیه  𝑅، حلقه 3از این رو بنا به قضیه   

، نشان داده ]3.4، قضیه 18[مدول باشد. در -𝑅یک  𝑀و  𝑅یک زیرمجموعه بسته ضربی از حلقه  𝑆فرض کنید 

𝑃شده است که  ↦ 𝑃𝑆 های اولیک تناظر یک به یک بین مجموعه زیرمدول𝑃  از𝑅- مدول𝑀   که(𝑃: 𝑀) ∩ 𝑆 = ∅ 

 کند:باشد. این مطلب نتیجه زیر را ایجاب میمی 𝑀𝑆های اول مدول کسرهای زیرمدول-𝑅𝑆و مجموعه 

مدول ضربی وفادار باشد. در این صورت -𝑅یک  𝑀و  𝑅یک زیرمجموعه بسته ضربی از حلقه  𝑆فرض کنید .  12.1نتیجه 

یک حلقه رادیکال  𝑅𝑆ویژه مدول رادیکال نوتری است. به-𝑅𝑆یک  𝑀𝑆گاه مدول رادیکال نوتری باشد، آن-𝑅یک  𝑀اگر 

 نوتری است.

یک زیرمدول  𝑃باشد که در آن می 𝑃𝑆به شکل  𝑀𝑆مدول -𝑅𝑆تر گفته شد، هر زیرمدول اول از بنا به آن چه پیش  برهان.

:𝑃)است و  𝑅اول از  𝑀) ∩ 𝑆 = 𝑃1𝑆. حال اگر ∅
⊆ 𝑃2𝑆

⊆ باشد،  𝑀𝑆مدول -𝑅𝑆های اول یک زنجیر از زیرمدول ⋯
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𝑃1گاه آن ⊆ 𝑃2 ⊆ کند که زنجیر اولیه  باشد و این ایجاب میاست که ایستا می 𝑀های اول یک زنجیر از زیرمدول ⋯

𝑃1𝑆
⊆ 𝑃2𝑆

⊆ ضربی  𝑀𝑆مدول -𝑅𝑆مولد است و بنابراین متناهی 𝑀(، 1)4.1نیز ایستا است. از طرفی بنا به نتیجه   ⋯

نیز از  "ویژهبه"مدول رادیکال نوتری است. قسمت -𝑅𝑆یک  𝑀𝑆، 11.1مولد و وفادار است. از این رو بنا به نتیجه و متناهی

 □ مدول ضربی است.-𝑅یک  𝑅شود که این حقیقت بدیهی نتیجه می

𝑀2 ،𝑀 و  𝑀1مولد های متناهیمدول-𝑅، نشان داده شده است که برای ]2.3، نتیجه 7[در  = 𝑀1 ⊕ 𝑀2 

𝐴𝑛𝑛(𝑀1)ضربی باشند و 𝑀2 و  𝑀1مدول ضربی است اگر وتنها اگر – 𝑅یک  ⊕ 𝐴𝑛𝑛(𝑀2) = 𝑅 از این مطلب در .

 ( نتیجه زیر استفاده شده است.3قسمت )

 گزاره های زیر برقرار هستند:. 13.1نتیجه 

1) 𝑅1  و𝑅2 هررای رادیکررال نرروتری هسررتند اگررر و تنهررا اگررر جمررع مسررتقیم حلقرره𝑅 = 𝑅1 ⊕ 𝑅2  یررک حلقرره

 رادیکال نوتری باشد.

𝑀اگررر جمررع مسررتقیم    (2 = 𝑀1 ⊕ 𝑀2  از𝑅-هررایمرردول𝑀1  و 𝑀2  یررک𝑅-   مرردول رادیکررال نرروتری

 های رادیکال نوتری هستند.مدول-𝑅نیز 𝑀2 و  𝑀1گاه باشد، آن

𝐴𝑛𝑛(𝑀1)های ضررربی رادیکال نوتری باشررند به طوری که  مدول-𝑀2 ،𝑅 و  𝑀1اگر  (3 ⊕ 𝐴𝑛𝑛(𝑀2) = 𝑅 ،

𝑀گاه آن = 𝑀1 ⊕ 𝑀2  یک𝑅-مولد رادیکال نوتری است.مدول ضربی متناهی 

و  𝑅1از  𝐼1هرای رادیکرال   آلاسرت اگرر و تنهرا اگرر ایرده      𝑅آل رادیکرال از  یرک ایرده   𝐼( واضرح اسرت کره کره     1برهان. 

𝐼2  از𝑅2 که موجود باشند به طوری𝐼 = 𝐼1 ⊕ 𝐼2 آید.به دست می 1. حال حکم از قضیه 

 است. 9.1( نتیجه مستقیم قضیه 2

و  𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀1)هررای حلقرره 5مرردول ضررربی رادیکررال نرروتری هسررتند، بنررا برره قضرریه    -𝑅دو 𝑀2 و  𝑀1( چررون 3

𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀2) ،رادیکال نوتری هستند. از این رو بنابه قضیه باقیمانده چینی 

𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀) ≅  𝑅/(𝐴𝑛𝑛(𝑀1) ∩ 𝐴𝑛𝑛(𝑀2)) ≅  𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀1) ⊕  𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀2) 

مدول               -𝑅، ]2.3، نتیجه 7[( و 1)4.1(، یک حلقه رادیکال نوتری است. از طرف دیگر بنا به نتیجه 1که بنا به قسمت )

𝑀 = 𝑀1 ⊕ 𝑀2  شود که نتیجه می 5ضربی است. حال دوباره از قضیه𝑀  یک𝑅-.مدول رادیکال نوتری است □ 

ضرب تانسوری های ضربی وفادار رادیکال نوتری باشند. در این صورت حاصلمدول-𝑀2 ،𝑅 و  𝑀1فرض کنید . 14.1نتیجه 

𝑀1 ⊗ 𝑀2  یک𝑅-.مدول ضربی وفادار رادیکال نوتری است 
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یک حلقه رادیکال نوتری  𝑅، 5های ضربی وفادار رادیکال نوتری هستند، بنا به قضیه مدول-𝑀2 ،𝑅 و  𝑀1چون برهان. 

𝑀1، ]2، قضیه 1[است. از طرفی بنا به  ⊗ 𝑀2  یک𝑅- 5مدول ضربی وفادار است. از این رو دوباره بنا به قضیه ،𝑅- مدول

𝑀1 ⊗ 𝑀2  .رادیکال نوتری است□ 

آل باشد که رادیکال یک ایده 𝑅های رادیکال یک حلقه آلناتهی متشکل از تمام ایده مجموعه 𝑆 فرض کنید.  15.1قضیه 

 است. 𝑅آل اول از هدارای عضو بیشین است و هر چنین عضوی یک اید 𝑆مولد نیستند. در این صورت متناهی

𝐶فرض کنید برهان.  = {𝐶𝜆: 𝜆 ∈ Λ}  یک زیرمجموعه به طور کلی مرتب از(𝑆, شود که راحتی مشاهده میباشد. به (⊇

 ⋃𝜆∈Λ𝐶𝜆 کران بالای𝐶 در 𝑆 این رو بنا به لم زورن دارای عضو بیشینی مانند  باشد و ازمی𝑝  است. فرض کنید 

𝑎 ∉ 𝑝  و𝑏 ∉ 𝑝  ولی𝑎𝑏 ∈ 𝑝به بیشین بودن  . بنا𝑝 عضوهای ،𝑥𝑚, … , 𝑥1  و𝑦𝑛, … , 𝑦1  از𝑅 کهطوریوجود دارند به 

√𝑝 + 𝑅𝑎 = √𝑅𝑥1 + ⋯ + 𝑅𝑥𝑚 .       و√𝑝 + 𝑅𝑏 = √𝑅𝑦1 + ⋯ + 𝑅𝑦𝑛 

 در این صورت

𝑝 ⊆ √𝑝 + 𝑅𝑎 ∩ √𝑝 + 𝑅𝑏 = √(𝑝 + 𝑅𝑎)(𝑝 + 𝑅𝑏) = √𝑝2 + 𝑝𝑎 + 𝑝𝑏 + 𝑅𝑎𝑏 ⊆ 𝑝  

 دهدکه نتیجه می

𝑝 = √(𝑝 + 𝑅𝑎)(𝑝 + 𝑅𝑏) = √

 

1 1

m n

i j

i j

Rx y
 

  

 □ است. 𝑅آل اولی از ایده 𝑝انجامد. بنابراین می 𝑆در  𝑝که به تناقض با عضویت 

 کنیم.های رادیکال نوتری را ارائه میمدولها و قضیه کوهن در رده حلقه از نسخه جایگزین اکنون

 مولد باشد.آل متناهی، رادیکال یک ایده𝑅آل اول از رادیکال نوتری است اگر و تنها اگر هر ایده 𝑅حلقه .  16.1نتیجه

 ( واضح است. ⇐برهان.

𝑆مولد نیستند. اگر آل متناهیباشد که رادیکال یک ایده 𝑅های رادیکال آلمجموعه تمام ایده 𝑆( فرض کنید ⇒ ≠ ، آن∅

𝑆خواهد بود که این در تناقض با فرض است. بنابراین  𝑅آل اولی از دارای ایده 𝑆گاه بنا به قضیه قبل  =  𝑅و در نتیجه  ∅

 □ رادیکال نوتری است.

تنها رادیکال نوتری است اگر و  𝑀مولد وفادار باشد. در این صورت مدول ضربی متناهی-𝑅یک  𝑀 فرض کنید.  17.1نتیجه 

 مولد باشد.رادیکال یک زیرمدول متناهی 𝑀اگر هر زیرمدول اول از 
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 ( بنا به تعریف واضح است.⇐برهان. 

وجود  𝑀از  𝑃، یک زیرمدول اول ]3.3قضیه   ،12[باشد. در این صورت بنا به  𝑅آل اول از حلقه یک ایده 𝑝( فرض کنید ⇒

𝑝دارد به طوری که  = (𝑃: 𝑀)مولد . از طرفی بنا به فرض زیرمدول متناهی𝑁  از𝑀  موجود است به طوری که𝑃 =

𝑟𝑎𝑑𝑁  و بنابراین𝑝 = (𝑟𝑎𝑑𝑁: 𝑀) = √(𝑁: 𝑀) 2.2، گزاره 2[. اما بنا به[، (𝑁: 𝑀)   مولد از متناهی آلایدهیک𝑅 

یک مدول رادیکال نوتری  𝑀، 5ت. در نتیجه بنا به قضیه یک حلقه رادیکال نوتری اس 𝑅، 16.1است و از این رو بنا به نتیجه 

 □ است.

                                است. در این صورت     𝑅آل متناهی مولد از باشد که رادیکال یک ایده  𝑅آل رادیکال از حلقه ایده یک  𝐼 فرض کنید. 18.1لم 

𝐼که وجود دارد به طوری 𝐼از   𝐶زیر مجموعه متناهی  = √𝑅𝐶. 

,𝑥𝑛بنا به فرض عضوهای  . برهان … , 𝑥1  از𝑅 وجود دارند به طوری که 

𝐼 = √𝑅𝑥1 + 𝑅𝑥2 + ⋯ + 𝑅𝑥𝑛. 

1در این صورت برای هر  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 عدد طبیعی ،𝑘𝑖 که طوریموجود است به𝑥𝑖
𝑘𝑖 ∈ 𝐼 از این رو . 

𝐼 = √𝑅𝑥1 + ⋯ + 𝑅𝑥𝑛 = √√𝑅𝑥1 + ⋯ + √𝑅𝑥𝑛 = √𝑅𝑥1
𝑘1 + ⋯ + 𝑅𝑥𝑛

𝑘𝑛 ⊆ 𝐼 . 

𝐼بنابراین  = √𝑅𝑥1
𝑘1 + ⋯ + 𝑅𝑥𝑛

𝑘𝑛 لذا کافی است قرار دهیم .𝐶 = {𝑥1
𝑘1 , … , 𝑥𝑛

𝑘𝑛}. □ 

 کنیم.های رادیکال نوتری را اثبات میاکنون قضیه پایه هیلبرت برای حلقه  

 رادیکال نوتری است. 𝑅[𝑋]ای گاه حلقه چندجملهیک حلقه رادیکال نوتری باشد، آن 𝑅اگر .19.1قضیه 

های رادیکال آلمتشکل از ایده 𝒮رادیکال نوتری نباشد. در این صورت مجموعه  𝑅[𝑋]رادیکال نوتری و  𝑅فرض کنید  .برهان

𝑅[𝑋] 1.1مولد نیستند، ناتهی است. در نتیجه بنا به لم آل متناهیکه رادیکال یک ایده ،𝒮 دارای یک عضو بیشین 𝐵  .است

𝐵آل رادیکال از ایده  𝐶زیرمجموعه متناهی 1رادیکال نوتری است، بنا به قضیه  𝑅چون  ∩ 𝑅  که وجود دارد𝐵 ∩ 𝑅 =

√𝑅𝐶 در نظر بگیرید که .𝐷 = (𝐵 ∩ 𝑅)[𝑋]در این صورت . 𝐷 = √𝑅𝐶[𝑋] آل متناهی مولد که رادیکال ایده𝑅𝐶[𝑋] 

𝐷است. بنابراین  𝑅[𝑋]از  ≠ 𝐵 فرض کنید .𝑓(𝑋) ∈ 𝐵\𝐷 جمله پیشرو آن  باشد که ای با کمترین درجهدجملهیک چن

𝑎𝑋𝑛 دهیم که است. نشان می𝑎 ∉ 𝐵آوریم دست می . اگر چنین نباشد، به𝑓(𝑋) − 𝑎𝑋𝑛 ∈ 𝐵 ای که یک چند جمله

𝑎باشد. از طرف دیگر چون  می 𝐷است و بنابراین عضوی از 𝑛با درجه کمتر از  ∈ 𝐵 ∩ 𝑅 ،𝑎𝑋𝑛 ∈ (𝐵 ∩ 𝑅)[𝑋] = 𝐷 

 و در نتیجه

𝑓(𝑋) = (𝑓(𝑋) − 𝑎𝑋𝑛) + 𝑎𝑋𝑛 ∈ 𝐷. 
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𝑎که تناقض است. بنابراین   ∉ 𝐵کند ، که ایجاب می𝐵 ⊂ √𝐵 + 𝑎𝑅[𝑋] از این رو بنا به بیشین بودن .𝐵  در𝒮آل ، ایده

√𝐵 + 𝑎𝑅[𝑋] مولد ازآل متناهیرادیکال یک ایده𝑅[𝑋]   زیرمجموعه متناهی 18.1است. در نتیجه بنا به لم ،𝐸  از𝐵 

𝐵√که طوریبهوجود دارد  + 𝑎𝑅[𝑋] = √𝐸𝑅[𝑋] + 𝑎𝑅[𝑋]نشان خواهیم داد . 

                                                        (∗) 𝑎𝐵 ⊆ √𝑓(𝑋)𝑅[𝑋] + 𝐷. 

𝑔(𝑋)برای این منظور فرض کنید  ∈ 𝐵. که صورتیدر𝑔(𝑋) ∈ 𝐷 ،(∗) .فرض کنید  درست است𝑔(𝑋) ∈ 𝐵\𝐷  با

𝑚درجه  ≥ 𝑛 های ایباشد. در این صورت چندجمله𝑞(𝑋)  و𝑟(𝑋) که طوریوجود دارند بهdeg(𝑟(𝑋)) < 𝑛  و

𝑎𝑚𝑔(𝑋) = 𝑓(𝑋)𝑞(𝑋) + 𝑟(𝑋) حال از آنجا که .𝑟(𝑋) = 𝑎𝑚𝑔(𝑋) − 𝑓(𝑋)𝑞(𝑋) بنا به کمینگی درجه ،

𝑓(𝑋) شود که نتیجه می𝑟(𝑋) ∈ 𝐷 از طرف دیگر . 

(𝑎𝑔(𝑋))
𝑚

= 𝑓(𝑋)𝑞(𝑋)(𝑔(𝑋))
𝑚−1

+ 𝑟(𝑋)(𝑔(𝑋))
𝑚−1

∈ 𝑓(𝑋)𝑅[𝑋] + 𝐷 

 کندکه ایجاب می

𝑎𝑔(𝑋) ∈ √𝑓(𝑋)𝑅[𝑋] + 𝐷 = √√𝑓(𝑋)𝑅[𝑋] + √𝑅𝐶[𝑋] = √𝑓(𝑋)𝑅[𝑋] + 𝑅𝐶[𝑋]. 

𝑎𝐵 بنابراین  ⊆ √𝑓(𝑋)𝑅[𝑋] + 𝑅𝐶[𝑋]برقرار است. از این رو (∗)دهد ، که نشان می 

𝐵2 ⊆ 𝐵√𝐸𝑅[𝑋] + 𝑎𝑅[𝑋] = √𝐵(𝐸𝑅[𝑋] + 𝑎𝑅[𝑋]) 

⊆ √𝐸𝑅[𝑋] + 𝑎𝐵 ⊆ √𝐸𝑅[𝑋] + √𝑓(𝑋)𝑅[𝑋] + 𝑅𝐶[𝑋] 

= √𝐸𝑅[𝑋] + 𝑓(𝑋)𝑅[𝑋] + 𝑅𝐶[𝑋] 

𝐵دهد که نشان می = √𝐸𝑅[𝑋] + 𝑓(𝑋)𝑅[𝑋] + 𝑅𝐶[𝑋] به عبارت دیگر .𝐵 وسیله آل تولید شده بهرادیکال ایده

𝐸مجموعه متناهی  ∪ {𝑓(𝑋)} ∪ 𝐶   است که در تناقض با عضویت𝐵  در𝒮   است. بنابراین𝑅[𝑋] .رادیکال نوتری است 

□ 

,𝑅[𝑋1گاه یک حلقه رادیکال نوتری باشد، آن 𝑅اگر .  20.1نتیجه  ⋯ , 𝑋𝑛] .رادیکال نوتری است 

 □ شود.نتیجه می 𝑛به استقراء روی برهان. 

 دست آورد. توان از قضیه قبل نیز بهآید را میدست میهای نوتری بهفاصله از قضیه پایه هیلبرت در حلقهنتیجه زیرکه بلا 

,𝑅[𝑋1گاه آن یک حلقه نوتری باشد، 𝑅اگر .  21.1نتیجه  ⋯ , 𝑋𝑛] .رادیکال نوتری است 
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 □ واضح است. 19.1بنا به قضیه برهان. 

یک حلقه رادیکال نوتری است اگر و تنها اگر  𝑅مدول باشد. در این صورت  -𝑅یک  𝑀فرض کنید .  22.1نتیجه 

(𝑅(+)𝑀)[𝑋] .یک حلقه رادیکال نوتری باشد 

[𝑋](𝑅(+)𝑀)،]4.7نتیجه  ،3[ بنا بهبرهان.  ≅ 𝑅[𝑋](+)𝑀[𝑋]  دست به 19.1و قضیه  7.1. حال حکم از نتیجه

 □ آید.می

هایی است همان 𝑀[𝑋]مدولی  -𝑅[𝑋]های جمع و ضرب اسکالری باشد. در نتیجه زیر، عملمدول  -𝑅یک  𝑀 فرض کنید 

، 𝑀[𝑋]مدول  -𝑅را ببینید(. همچنین  ]32ص  6، تمرین5 [آیند )به دست می 𝑀مدول -𝑅های که به طور معمول از عمل

 در ساختار قبلی  است. 𝑅به  𝑅[𝑋]دست آمده از تحدید اسکالرهای مدول به

مدول  -𝑅[𝑋]ضربی باشد. در این صورت  𝑀[𝑋]مدول  -𝑅مدول رادیکال نوتری و  -𝑅یک  𝑀 فرض کنید. 23.1نتیجه 

𝑀[𝑋] .رادیکال نوتری است 

، 5باشد و از این رو بنا به قضیه ضربی می 𝑀مدول -𝑅است،  𝑀[𝑋]نقش همریخت  𝑀ابتدا واضح است که چون برهان. 

𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀)  19.1یک حلقه رادیکال نوتری است. در این صورت بنا به قضیه ، 

𝑅[𝑋]/𝐴𝑛𝑛(𝑀[𝑋]) = 𝑅[𝑋]/𝐴𝑛𝑛(𝑀)[𝑋] ≅ (𝑅/𝐴𝑛𝑛(𝑀))[𝑋] 

 -𝑅[𝑋]، 5مدول ضربی نیز هست و در نتیجه بنا به قضیه  -𝑅[𝑋]یک  𝑀[𝑋]یک حلقه رادیکال نوتری است. از طرفی 

 رادیکال نوتری است. 𝑀[𝑋]مدول 

 

در اینجا مولفین لازم میدانند که مراتب قدردانی و سپاس خود را از داوران محترم به دلیل مطالعه دقیق سپاس گذاری: 

 مقاله و پیشنهادهای ارزنده اعلام نمایند.
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