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Introduction 
Insurance is a means of protection from random and untoward events, which 
can lead to significant financial losses. It is a method of risk management, that 
is used in order to hedge against a contingent loss risk. Risk theory came into 
being and was developed in order to provide a basis for the existence and 
significance of the insurance system. One of the most fundamental problems 
in risk theory is the ruin problem. It analyzes the behavior of a stochastic 
process, that represents the evolution of the capital of an insurance company. 
The objective is to estimate the ruin probability, so that the surplus at some 
time becomes negative. From an insurers point of view, the surplus can be 
defined as initial surplus + premium income-claim payment. 
The ruin probabilities of insurance risk models have been a hot topic of risk 
theory and actuarial mathematics. The study on the asymptotic estimates for 
ruin probabilities in insurance risk models with constant force of interest has 
achieved fruitful results. In traditional investigation of insurance risk models, 
interest rate is assumed to be deterministic.  

Material and Methods 
In this article, for the collective risk model of an insurance company with a 
fixed premium and a compound Poisson process in a period of time, regardless 
of the statistical distribution of the loss sizes, a formula for the probability of 
bankruptcy in finite time using the probability of offer transfer and Then, the 
matrix form of the proposed formula was rewritten by the transition matrix 
and the generator matrix of the continuous-time Markov process. 

Results and discussion 
Assuming that the damage sizes have exponential, normal and Pareto 
distributions, many paths of the collective risk process were simulated and in 
addition to calculating the finite time bankruptcy probabilities, unbiased 
confidence intervals with 95% confidence coefficient were estimated as well 
as bankruptcy probabilities. We calculated for the transfer and generator 
matrices of the Markov process.  

Conclusion 
In the process of collective risk for all mentioned distributions, it was observed 
that with the increase of initial capital, the probability of bankruptcy decreases. 
Also, for Pareto's heavy tail distribution, the probability of bankruptcy is 
higher than the other two distributions. 
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   هاي كليدي:واژه
احتمال ورشكستگي زمان 

 متناهي،

 احتمال انتقال،

 پيوسته،-ماركوف زمان نديفرا

 مخاطره، نديفرا

  . مدل مخاطره جمعي
  

هاي بيمه است. در اين گذاران يكي از مباحث مهم در مديريت شركتهاي بيمهتوانايي در پرداخت خسارت
يند پواسن مركب در يك دوره زماني در بيمه با حق بيمه ثابت و داراي فرامقاله، مدل مخاطره جمعي شركت 

هاي دم سبك و سنگين، فرمولي هاي خسارت با توزيعنظر گرفته شده است. براي يك كلاس كلي از اندازه
 سيدست آمده و سپس فرم ماتريهاحتمال انتقال باز براي محاسبه احتمال ورشكستگي زمان متناهي با استفاده 
پيوسته بازنويسي شده است. -ماركوف زمان زنجيرفرمول ارايه شده توسط ماتريس انتقال و ماتريس مولد 

هاي هاي خسارت با توزيعيند مخاطره براي اندازهسازي شده از فراهمچنين با استفاده از مسيرهاي شبيه
ضمن محاسبه احتمالات ورشكستگي  هاي متفاوتنمايي، نرمال و پارتو با مقادير مختلف سرمايه اوليه در زمان

زمان متناهي با اين روش و يافتن فواصل اطمينان نااريب، مقادير آنها براي هر دو ماتريس انتقال و ماتريس 
  اند.ماركوف برآورد شده زنجيرمولد 

  
  
  
  
  
  
  
  

. پيوسته-زماناحتمال ورشكستگي زمان متناهي در مدل مخاطره جمعي شركت بيمه با استفاده از زنجير ماركوف ). 1402(بازياري، ابوذر : استناد
                   .48 – 24)، 4( 9، هاي رياضيپژوهش

  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

گذاران هاي مهم اقتصادي در هر كشوري است كه با هدف كاهش خطر و ايجاد آرامش در بين بيمهبيمه يكي از فعاليت
 دارايي و اموال گر بهاز طرف بيمه وارده ١خسارت جبران آن موضوع و هدف كه است قراردادي ،بيمهبوجود آمده است. 

ار پديدار گذتعادلي است كه در پي حادثه مورد بيمه در وضع مالي بيمهگر متعهد جبران خسارت و رفع بيبيمهاست.  گذاربيمه
 اساس محاسبات ها برصنعت هزينهاين در بوده و هاي ديگر اقتصادي متفاوت ماهيت فعاليت بيمه با تمام بخششود. مي

ها، ضروري است تا مديران و اص صنعت بيمه و وضعيت فعلي اين شركت. با توجه به ماهيت خدنآيدست ميآماري به
ي زماني از وضعيت شركت خود اطلاع كافي و جامع داشته باشند تا بتوانند جهت ها در هر دورهاندركاران اين شركتدست

  جا و درستي را انجام دهند. دوري از ورشكستگي آن شركت اقدامات به
شــوند و البته تشــخيص و تبيين بندي ميهاي رياضــي و آماري مدلســاختاري كه دارند، با مدلهاي بيمه به لحاظ شــركت

ي زماني سرمايه شركت زير صفر    باشد. اما اگر در هر دوره هاي خسارت امري ضروري مي  مباني نظري، ساختار و توزيع اندازه 
شركت ورشكست شده و بنابراين شناخت جامعي از ساخ        شركت بسيار مهم است. همچنين وجود    قرار بگيرد، آنگاه  تار مدل 

شركت     ستگي،  شك شويق مي ور ستگي جلوگيري     ها را ت شك سطوح بالاتري از مديريت و نظارت را اعمال كنند تا از ور كند تا 
ضعيت             شركت وقتي خود را در اين و ست و يك  شركت در يك دوره زماني ا شان از عملكرد منفي آن  ستگي ن شك كنند. ور

اش باشد. اما آنچه از جنبه نظري داراي اهميت است، محاسبه احتمالات هايش بيشتر از كل سرمايهجموع بدهيبيند كه ممي
شكستگي   ست. به شركت در يك دوره  2ور سندگان زيادي تلاش كرده همين دليل در دههي زماني خاص ا اند تا  هاي اخير نوي

طور دقيق  هاي عددي بههاي مختلف آناليزي يا روشمه با روشهاي مخاطره شركت بياحتمال ورشكستگي را براي انواع مدل
ــبه كنند.  ــبه اين احتمال، اطلاع كامل از نوع توزيعيا تقريبي محاس ــارتآماري اندازه در محاس ــده، حق رخ هاي خس داده ش

مورد مطالعه قرار   26 احتمالات ورشكستگي توسطشركت بسيار مهم است. اولين بار مفاهيم  3ها و مقدار سرمايه اوليهبيمه
شتري را در همين ارتباط به  15گرفت.  شبيه  24دست آورد.  نتايج بي ستفاده از زنجير  از روش   4هاي ماركوفسازي و با ا

  نديفراهاي آناليزي براي محاسبه احتمال ورشكستگي در    از روش 16احتمال ورشكستگي زمان متناهي را محاسبه كردند.    
  مخاطره استفاده كرد. 

1 هاي مخاطره بيمه و كاربرد آنها پرداختند.به بررسي مدل 11 هايي را براي احتمال ورشكستگي زمان نامتناهي تقريب
تر ضمن بررسي دقيق 25نتايج عددي را براي احتمال ورشكستگي زمان نامتناهي محاسبه كردند.  21بدست آوردند. 

 5با در نظر گرفتن مدل مخاطره جمعي 14مدل مخاطره انفرادي، احتمالات ورشكستگي در آن مدل را نيز محاسبه كردند. 
ضمن  32شركت بيمه با وجود ثابت بودن نرخ حق بيمه، احتمال ورشكستگي زمان نامتناهي را بطور تقريبي تعيين كردند. 

                                                            
1‐ Claim   
2‐ Ruin probabilities  
3‐ Initial reserve  
4‐ Markov chain  
5‐ Collective risk model  
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انفرادي، تابع احتمال كسري ورشكستگي و تابع احتمال مشترك مازاد بلافاصله محاسبه احتمال ورشكستگي در مدل مخاطره 
  دست آوردند. قبل از ورشكستگي را نيز به

2  را محاسبه كرد.  وابسته هايمخاطره انفرادي شركت بيمه با خسارت در مدلاحتمال ورشكستگي3  احتمال ورشكستگي
 يك فرمول صريح براي تعيين تقريب لاندبرگمحاسبه و هاي تصادفي و معادلات ديفرانسيل نديفرارا با كمك زمان نامتناهي 

گذاران مههاي بيدر يافتن تقريبي احتمال ورشكستگي زمان نامتناهي بر حسب تابع توزيع متغيرهاي تصادفي تعداد خسارت
 20داده شده است.  19هاي عددي توسط ارزيابي دقيقي از احتمال ورشكستگي زمان متناهي همراه با مثال .آورددست به

دست آمده را با مثال ارايه و نتايج به 1اي آپلفرمولي را براي محاسبه احتمال ورشكستگي زمان متناهي بر اساس چند جمله
 هاي بازگشتي را برايبه محاسبه احتمالات ورشكستگي با كمك زنجير ماركوف پرداختند و فرمول 12عددي بررسي كردند. 

داد آنها تحت تاثير فرايند هاي رخهاي خسارت و زمانخاطره جمعي را با فرض آنكه اندازهمدل م 27ارايه دادند. محاسبه آنها 
  ماركوف باشند، در نظر گرفتند و با استفاده از تبديل لاپلاس احتمالات ورشكستگي را محاسبه كردند. 

23 هاي مخاطره مورد بررسي قرار دادند. رفتار مجانبي احتمال ورشكستگي زمان متناهي را در برخي از مدل31  تقريب
هاي احتمالي بدست آوردند. همچنين پيوسته با كمك نامساوي-احتمال ورشكستگي زمان متناهي را در يك مدل مخاطره زمان

29  .تقريب احتمال ورشكستگي زمان متناهي را در مدل مخاطره تعميم يافته محاسبه كردند18  به تعيين احتمال
تقريبي براي احتمال  9گسسته با استفاده از احتمالات شرطي پرداختند. -ورشكستگي زمان متناهي در مدل مخاطره زمان

ند. بدست آوردهاي زير نمايي هاي خسارت مستقل از يكديگر و با توزيعورشكستگي زمان متناهي در مدل مخاطره براي اندازه
28  هاي با هر نوع توزيع آماري محاسبه كردند. زمان نامتناهي را براي خسارتاحتمال ورشكستگي17  احتمال

از روش بازگشتي براي  30هاي فوريه بدست آوردند. ورشكستگي زمان نامتناهي را با استفاده از روش تبديل لاپلاس و سري
در مدل مخاطره  احتمال ورشكستگي زمان متناهيبه محاسبه   22همچنين اند. محاسبه احتمال ورشكستگي استفاده كرده

  هاي فوريه پرداختند. با روش سري

اي هپيوسته و بازه-در مدل مخاطره جمعي با استفاده از زنجير ماركوف زمان ورشكستگي زمان متناهيدر مقاله حاضر، احتمال 
طور كه در بالا اشاره شد، تعيين احتمالات هاي خسارت محاسبه شده و همانزماني كوچك فارغ از نوع توزيع آماري اندازه

ورشكستگي در فرايندهاي مخاطره با استفاده از زنجيرهاي ماركوف تاكنون توسط تعداد كمي از نويسندگان مورد مطالعه قرار 
  باشد. گرفته و كار انجام شده در مقاله حاضر كاملاً جديد و داراي نوآوري مي

نجير ماركوف، بيان مدل مخاطره جمعي شركت بيمه و نيز احتمال ورشكستگي پرداخته بخش دوم، به ارايه تعاريف از زدر 
در بخش سوم، احتمال ورشكستگي زمان متناهي در مدل مخاطره جمعي با حق بيمه ثابت و داراي فرايند پواسن  شده است.

دم سبك و سنگين و با استفاده از ماتريس  هايهاي خسارت با توزيعمركب در يك دوره زماني براي يك كلاس كلي از اندازه

                                                            
1‐ Appell polynomial  
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هاي هاي خسارت داراي توزيعمحاسبه شده است. در بخش چهارم، براي اندازهو ماتريس مولد فرايند ماركوف پيوسته  1انتقال
تلف خسازي شده از فرايند مخاطره، احتمالات ورشكستگي براي مقادير منمايي، نرمال و پارتو با استفاده از مسيرهاي شبيه

برآورد شده و سپس احتمالات ورشكستگي  2هاي متفاوت محاسبه، فواصل اطمينان نااريبسرمايه اوليه و حق بيمه در زمان
   گيري در بخش پنجم داده شده است.اند. بحث و نتيجهبراي هر دو ماتريس انتقال و ماتريس مولد فرايند ماركوف برآورد شده

  

 و مدل مخاطره بيمه زنجير ماركوف. 1

در يك سيستم، تعريف مدل مخاطره جمعي، احتمال  ٣در اين بخش، به ارايه مفاهيمي از زنجير ماركوف، احتمالات انتقال
  ورشكستگي زمان متناهي و زمان ورشكستگي شركت بيمه پرداخته شده است. 

احتمالي است كه در آن احتمال هر  اتفاقاتمدلي تصادفي براي توصيف يك توالي از زنجير ماركوف : زنجير ماركوف 1,1 
توزيع بدين معني كه  ،بدون حافظه استيند تصادفيافر يك ماركوفزنجير . قبلي بستگي دارد اتفاقفقط به حالت  اتفاق

صيت خا بودن حافظه بدون نوع اين. است آنحالت بعد تنها به حالت فعلي بستگي دارد و مستقل از گذشته احتمال شرطي
اي خاص بيني حالت زنجير ماركوف در نقطهطور كلي پيشكند بهصورت تصادفي تغيير ميچون سيستم بهد. نام دارماركوف

فرض كنيد  در آينده غيرممكن است. , , , ,nX n 01 2  .يك فرايند تصادفي با مجموعه مقادير متناهي يا شمارا باشد
iXباشد، آنگاه  iدر حالت  nاگر فرايند در زمان  n  و اين فرايند با احتمال مثبت و ثابتijp   به حالتj  .خواهد رفت  

  تساوي  jو  0i ،1i ،،ni ،1niفرايند گفته شده يك زنجير ماركوف است، هرگاه براي حالات 

  ,,,,, ijnnnnn piXiXiXiXjXP   0011111   

گويند. ماتريسي كه شامل تمام اين مقادير احتمال است را  jبه حالت  iرا احتمال انتقال از حالت  ijpمقداربرقرار باشد. 
  پيوسته  -كاملاً بديهي است كه در حالت زمانشود. نشان داده مي Aگويند كه در اين مقاله با نماد ماتريس انتقال مي

,)(lim)( ItAA
t


0

0  

Qهمچنين است.  4يك ماتريس هماني Iباشد، كه در آن مي
IA

A 



 




)(
lim)(

0
ماتريس مولد  Qاست، كه  0

  صورت زنجير ماركوف بوده و عناصر آن به

                                                            
1‐ Transformation matrix  
2‐ Unbiased confidence intervals   
3‐ Probability transformation  
4‐ Identity matrix  
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  برابر با صفر است. همچنين  Qهستند. مجموع تمام عناصر در هر رديف از ماتريس 

,
)(

lim, ,
,

,
,, 0

0

1

0







 




ji
ji

d

ijj
iiji

A
qqq  

0iiqو  jiكوچك و  باشند. بنابراين براي مقدار مي ,   تساوي  

),(,,  OqA jiji                                                                     (1) 

,,)(برقرار بوده و همچنين   OqA iiii  .زنجير ماركوف جذب كننده،  ،نظريه احتمالدر لازم به ذكر است كه  است
تواند به يك حالت جاذب برسد. حالت جاذب حالتي است كه پس از وارد شدن است كه در آن هر حالت ميزنجير ماركوفي

د. توان از آن خارج شبه آن نمي

مخاطره جمعي نقشي مهم و اساسي در عنوان مدل فرايند مخاطره تجديد به :مدل مخاطره جمعي شركت بيمه .1.2
كند و در بسياري از نظريه مخاطره دارد. در حقيقت اين فرايند، ساختار مالي شركت بيمه را در يك دوره زماني مشخص مي

 داد آنها برقرار است. اگرچههاي رخهاي خسارت و زمانو نيز استقلال بين اندازه هاي خسارتحالات فرض استقلال بين اندازه
تر بوده و نياز به محاسبه دقيق يا تقريبي احتمالات ورشكستگي است (براي اطلاعات ها واقعيدر حالات وابستگي نيز اين مدل

  رجوع شود).  8و  10  ،7 ،6 ،13بيشتر به 
مقاله، فرايند مخاطره هاي مخاطره متفاوتي براي ساختاربندي آن وجود دارد. در اين با توجه به ساختار شركت بيمه، مدل

  صورت شركت به

),()(  tSctutR                                                               (2) 

t ،هاي دريافتي تا زمان مجموع حق بيمه ctسرمايه اوليه،  uشود، كه در اين مدل تعريف مي ,,, 21kX k دنباله 

xF ،)(هاي خسارت با تابع توزيع مشترك متغيرهاي تصادفي اندازه



)(

)(
tN

k
kXtS

1
و  هامجموع خسارتفرايند تصادفي  
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 ,,, 21kTk ها بوده كه از هم مستقل هستند و داراي فرايند خسارتداد بين هاي رخمتغيرهاي تصادفي زمان دنباله
تجديد  tTNmtN m  :sup)( ،0tشود كه فرايند باشند. همچنين فرض مي، مي 0ttN يك فرايند  );(

 است.  پواسون با پارامتر 

  باشد، آنگاه  tN)(تابع ميانگين فرايند  t)(اگر  

0
1

 




ttTPtNEt
i

i ,)())(()(  

هاي دم سبك و سنگين باشند كه داراي يك كلاس كلي از توزيع هاي خسارتشود كه اندازهخواهد بود. همچنين فرض مي
ند. نمودار فرايند مدل ادر نظر گرفته شدههاي نمايي، نرمال و پارتو سازي شده در بخش چهارم توزيعهاي شبيهدر مثال

  داده شده است.  1) در شكل 2مخاطره (

 

  فرايند مدل مخاطره جمعي شركت بيمه .1شكل 

],[در بازه زماني  t0 هاي آن شركت زير صفر قرار بگيرد، يعني در حقيقت دهد كه مجموع سرمايهورشكستگي وقتي رخ مي
آوري شده توسط آن شركت باشد. به محض گذاران بيشتر از مقدار مبلغ جمعداده شده از طرف بيمههاي رخمجموع خسارت

],[افتد. بنابراين احتمال ورشكستگي در بازه زماني آنكه سرمايه شركت زير صفر قرار بگيرد، ورشكستگي اتفاق مي t0 صورت به  

 ( ) ( , ) inf ( ) ( ) ,u
s t

P T t u t P R s R u
 

    
0

0 0                                                   (3) 

),(),(عبارت است از  1شود. احتمال بقاتعريف مي tutu  1  و با نماد)( tTPu  براي يك شود. نشان داده مي
  نشان داده و عبارت است از:  uT، زمان ورشكستگي آن فرايند با نماد uفرايند مخاطره با سرمايه اوليه 

                                                            
1‐ Survival probability   
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 .)(,min 00  tRttTu  

0tاگر براي تمام در حقيقت زمان ورشكستگي، كمترين مقداري از زمان است كه فرايند در آن زمان زير صفر قرار بگيرد. 

 ،0)(tR دهد، يعني باشد، ورشكستگي رخ نميuT .ل ورشكستگي زمان در اين مقاله، هدف محاسبه احتما است
  باشد. ) با استفاده زنجيرهاي ماركوف و نيز برآورد فواصل اطمينان احتمال ورشكستگي مي3متناهي رابطه (

  

 احتمال ورشكستگي زمان متناهي در مدل مخاطره جمعي. 2

ت دهد تا بتوانند تصميمات درسمحاسبه احتمال ورشكستگي يك شركت بيمه اين امكان را به مدير يا مديران آن شركت مي
) محاسبه 2مال ورشكستگي زمان متناهي مدل (برد اهداف آينده شركت داشته باشند. در اين بخش، احتو منطقي در پيش

 شده است. 

0) كه 2براي مدل مخاطره ( .1قضيه  w
M

c
u  و

M

1
 :احتمال بقا عبارت است از ، 

 ,)( 





 


 tTPw

M

c
uuPtTP

w
M

c
u

n

w
u

0
                                        (4) 

كه در آن 





  w

M

c
uuP  احتمال انتقال ازu  بهw

M

c
u  باشد. مي  

 براي محاسبه اين احتمال ابتدا توجه كنيد كه با شروع فرايند مخاطره بعد از گذشت زمان بسيار كوچك به اندازه  اثبات.
هاي خسارت دارد. اگر ممكن است مقدار سرمايه مالي شركت تغيير كند و اين تغيير سرمايه بستگي به مقدار اندازه

wS )( داده شده تا زمان هاي رخمجموع خسارت داده شده است. 2ايه شركت در شكل باشد، تغيير سرم  

  
   مقدار سرمايه اوليه در انتهاي بازه زماني كوچك به اندازه .2شكل 
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wSنيز تكرار شود. اگر  شود كه اين فرايند براي زمان بعدي بسيار كوچك به اندازه فرض مي )(  مقادير صحيح بين

0را اختيار كند، آنگاه براي  nو  0 w
M

c
u  و

M

1
 :احتمال بقا عبارت است از ،  

 ,)( 





 


 tTPw

M

c
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w
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c
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n

w
u

0
 

كه در آن 





  w

M

c
uuP  احتمال انتقال ازu  بهw

M

c
u  كند.باشد و اين اثبات را كامل ميمي   

  )، احتمال ورشكستگي عبارت است از: 4آوري است كه با توجه به فرمول (لازم به ياد

. )()( tTPtTP uu  1  

محاسبه مقدار  تذكر.





  w

M

c
uuP ) 1) داراي اهميت است. مقدار آن براي 4در رابطهw  :عبارت است از  

,)(
!
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)(
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









 






 





wXXXP
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3

21

2

1
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21
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









  (5)                                

  خواهيم داشت:  0wو براي 

.





  e

M

c
uuP                                                                                                                  (6) 

wبه  u) براي تعيين احتمال بقا، ابتدا بايستي احتمال انتقال از 4بنا به رابطه (
M

c
u   محاسبه شود و اين نياز به

kuگذاران است. براي مقادير سرمايه اوليه داده شده از طرف بيمههاي خسارت رخدانستن توزيع آماري اندازه ,,,, 321
)(، احتمال بقاي  tTPu  اند. داده شده 1صورت مجموعي با ضرايب احتمالات انتقال نوشته شده و در جدول به  
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
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صورت مجموعي با ضرايب احتمالات انتقال مقادير سرمايه اوليه بهبقا براي احتمال  .1جدول   

nwدر حقيقت محاسبه اين احتمالات براي هر مقدار از سرمايه اوليه و مقادير  ,,, 10 آيند. چون فرايند دست ميبه
)() نيز براي 4شود، بنابراين رابطه (تكرار مي مخاطره براي زمان بعدي بسيار كوچك به اندازه   tTPu  برقرار است

  و در نتيجه 

 ,)(  2
0







 


 tTPw
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uuPtTP

w
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c
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w
u                                        (7) 

قابل تكرار  هاهاي بسيار كوچك بعدي اين فرمول)، براي بازه7) و (4رتيب با توجه به محاسبه روابط (همين تخواهد بود. به
  خواهند بود. به مثال زير توجه كنيد. 

  )، احتمال بقا عبارت است از: 4باشد. آنگاه بنا به رابطه ( 1Mو  10u ،2cفرض كنيد  .1مثال 

   ,)(  

 tTPwPtTP w

n

w
12

0
10 1210                                               (8) 

)()، يكي از احتمالاتي كه لازم است مشخص شود، مقدار 8محاسبه مقدار سمت راست تساوي ( و البته براي  tTP12 
شود. براي اجتناب از محاسبات طولاني، نوشتن و بازنويسي فرمول احتمال ) براي محاسبه آن استفاده مي7است كه از رابطه (

  شود. بقا در فرم ماتريسي پيشنهاد مي
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ه ها در فرم ماتريسي براي مقادير سرمايپيوسته، اين فرمول-با استفاده از ماتريس انتقال و ماتريس مولد فرايند ماركوف زمان
kuاوليه  ,,,, 321 اند. اگرچه براي تمام مقادير سرمايه اوليه شامل تمام اعداد صحيح اين فرم ماتريسي نيز نوشته شده

  صورت در فرم ماتريسي به 1M) براي 4مان متناهي داده شده در رابطه (برقرار خواهد بود. احتمال ورشكستگي ز
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pppp

pppp

pppp

A

u
uuuu

30

2

1

0

3210

33231303

32221202

31211101

30201000

 

و 









































)(

)(

)(

)(

)(

)(

tTP

tTP

tTP

tTP

tTP

tf

u

30

2

1

0

,)(ماتريس انتقال بوده و شامل عناصر  A)، ماتريس 10باشد. در تساوي (مي  jiPp ji  

حالت صفر حالت جذب باشد، بنابراين كاملاً بديهي است كه  Aشود كه در ماتريس انتقال است. در اين مقاله، فرض مي
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000  )()( tTPtTP لازم است كه با توجه به توزيع اندازه4ا در رابطه (ي محاسبه احتمال بقباشد. برامي ( -

 بوده، بنابراين  يك فرايند پواسن با پارامتر  tN)(برآورد شوند. چون  Aهاي خسارت، عناصر ماتريس انتقال 

  ,,,,)(
!

)( 210


kt
k

e
ktNP k

t




 

  باشد. مي

، چون و  براي مقادير كوچك       










 

!!
)( 321

32
e  است، آنگاه احتمال

 ها برابر با يك باشد، عبارت است از: اينكه فرايند تعداد خسارت

  ,)(   etNP 1  
و نيز      10 etNP برابر  داده شده در يك بازه كوچك هاي رخخواهد بود. حال اگر مجموع خسارت )(

1XSباشد، يعني  1Xبا  )( آنگاه ،  

,)(  





   Me

M

c
uuP 11  

   و

),()( 111 XPXPeX
M

c
uuP  






    

  نشان داده شده است.  3در شكل  آيند. حالت فرايند مخاطره بعد از گذشت زمان كوچك به اندازه دست ميبه

 
   مقدار سرمايه اوليه در انتهاي بازه زماني كوچك به اندازه .3شكل 
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را با  kو  1مقادير صحيح بين  1Xبراي مثال، اگر متغير تصادفي  
k

wXP
1

1   اختيار كند، آنگاه براي تمام مقادير

kw 1 احتمالات انتقال از ،u  1به
M

c
u ،2

M

c
u ،  وk

M

c
u   :عبارتند از  

.

,

,

k
k

M

c
uuP

kM

c
uuP

kM

c
uuP













 







 







 



2

1

 

  صورت مجموع ) به4در رابطه ( بقا بنابراين احتمال

 

 

 

 ,

)(















 







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




 







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
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



tTPk
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1

 

  شود و در فرم ماتريسي، خواهيم داشت: محاسبه مي

,)()()(  





  MuR

M

c
uRPAij 0  

ijكه در نتيجه براي  ) 1، با توجه به رابطه،()(  Mqij  است. همچنين 

  ,)()(  wXPuRw
M

c
uRPAij 






  10  

ijبوده كه در نتيجه براي  ) 1، با توجه به رابطه ،( wXPqij    است.  1
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)(، /010و  1cفرض كنيد  .2مثال  100M  ترتيب با را به 3و  2، 1و متغير تصادفي اندازه خسارت مقادير
1به  uكوچك، احتمالات انتقال از  اختيار كند. آنگاه براي  3pو  1p ،2pاحتمالات  cu ،2 cu ،  و

kcu    :عبارتند از  

 

 

  .

,

,

333

332

331

3

2

1

























e
cuuPp

e
cuuPp

e
cuuPp

 

  همچنين احتمال آنكه خسارتي رخ ندهد برابر است با: 

  ,)(     MecuuPpppp 11 321  

1321و نيز   pppp  است. عناصر ماتريس انتقال در بازه زماني  0شامل اعداد ،p ،1p ،2p  3وp باشند. مي
02301302101110300200100براي سرمايه اوليه  /,/,,/,/,,,/,/,/, u) و ماتريس احتمال انتقال به9، تساوي ( -

 صورت 

p p
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     خواهد بود.

كه مربوط به شركت بيمه معلم شهرستان بوشهر است را در نظر بگيريد. در اين  5داده شده در  5هاي مثال داده .3مثال 
هاي خسارت داراي توزيع نمايي با ميانگين تومان، متغيرهاي تصادفي اندازه 1400000گذاران مثال، حق بيمه دريافتي از بيمه
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مقادير عددي  wن هستند. با فرض آنكه ها داراي توزيع پواستومان بوده و نيز نشان داده شده كه تعداد خسارت 600000
) 4يه اوليه با استفاده از فرمول (براي مقادير مختلف سرما 100Mرا اختيار كند، احتمالات ورشكستگي با  3بين صفر تا 

اند. مقدار گزارش شده ۲محاسبه و نتايج در جدول 





  w

M

c
uuP 0هاي اوليه مختلف و براي سرمايهw  با

  است.  ) محاسبه شده6با استفاده از فرمول ( 1w) و براي 5استفاده از فرمول (

  زمان متناهي شركت بيمه معلم شهرستان بوشهراحتمالات ورشكستگي  .2جدول 

u5 5 5 5 10 10 10 10 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

احتمال ورشكستگي براي 
0w    

104/0  152/0  196/0  205/0  091/0  118/0  120/0  185/0  

احتمال ورشكستگي براي 
1w    

135/0  184/0  210/0  226/0  108/0  145/0  179/0  214/0  

احتمال ورشكستگي براي 
2w    

152/0  203/0  244/0  257/0  129/0  173/0  192/0  255/0  

احتمال ورشكستگي براي 
3w    

181/0  249/0  295/0  312/0  160/0  207/0  234/0  285/0  

  ادامه جدول 

u  20 20 20 20 30 30 30 30 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

احتمال ورشكستگي براي 
0w    

041/0  092/0  107/0  122/0  008/0  035/0  084/0  101/0  

احتمال ورشكستگي براي 
1w    

086/0  115/0  136/0  164/0  027/0  098/0  105/0  130/0  

احتمال ورشكستگي براي 
2w    

112/0  160/0  175/0  191/0  070/0  125/0  162/0  180/0  

احتمال ورشكستگي براي 
3w    

155/0  203/0  220/0  256/0  092/0  177/0  206/0  227/0  

 

  يابد. احتمال ورشكستگي كاهش مي شود در هر سطح از زمان با افزايش سرمايه اوليه شركت،طور كه ملاحظه ميهمان
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  سازي احتمالات ورشكستگي. شبيه3

، 10هاي نمايي با پارامتر هاي خسارت با توزيع) براي اندازه2ستگي مدل فرايند مخاطره رابطه (در اين بخش، احتمالات ورشك
),(نرمال  32N  و پارتو)/,( 512arP سازي شده، هاي متفاوت شبيهبراي مقادير مختلف سرمايه اوليه و حق بيمه در زمان

فواصل اطمينان نااريب براي احتمال ورشكستگي محاسبه و نيز احتمالات ورشكستگي زمان متناهي براي هر دو ماتريس 
  اند. انتقال و ماتريس مولد فرايند ماركوف برآورد شده

ه و فواصل اطمينان نااريب سازي شد. مسيرهاي شبيه1-4  

3020105و سرمايه اوليه  2روش به اين صورت است، كه حق بيمه برابر با  ,,,u 20015010050هاي در زمان ,,,t  در
آماري گفته شده، با توجه به مقدار سرمايه اوليه ثابت مسيرهاي متفاوتي در  هاينظر گرفته شده است. براي هر كدام از توزيع

) تعداد آن مسيرهايي را كه تا 2گاه با توجه به فرايند مخاطره (باشد)، آنتا مي 2000نظر گرفته شده است (تعداد مسيرها 
اند) به تعداد كل مسيرها تقسيم شده و مقدار احتمال شده اند (يعني منجر به ورشكستگيزير صفر قرار گرفته t زمان

 بنابراين براي هر توزيع، برآورد احتمال ورشكستگي زمان متناهي عبارت است از: آيد. دست ميورشكستگي به





L

k
ku tTI

L
tTP

1

1
),()(ˆ                                                            (11) 

آنگاه بنا به فرمول باشد. زمان ورشكستگي مي Tامين مسير و kتابع نشانگر احتمال ورشكستگي براي  kI(.)كه در آن 
  صورت درصد براي احتمال ورشكستگي زمان متناهي به 1يك فاصله اطمينان با ضريب  2) داده شده در 8(

 ,)(ˆ)(ˆ)(ˆ tTPtTP
L

ZtTP uuu  2

2

1
                                               (12) 

طبق  95/0ضريب اطمينان  هاي ذكر شده، احتمالات ورشكستگي برآورد و فواصل اطمينان باباشد. براي هر كدام از توزيعمي
زمان برآورد احتمالات ورشكستگي و اند. نمودارهاي همآورده شده 6و  5، 4، 3 نتايج در جداول) محاسبه شده و 12رابطه (

 9و  8، 7، 6، 5، 4هاي هاي خسارت نمايي، نرمال و پارتو با سرمايه اوليه متفاوت رسم و در شكلفواصل اطمينان براي اندازه
  اند. نشان داده شده

هاي خسارت نمايي احتمالات ورشكستگي مدل مخاطره جمعي براي اندازه .3جدول   

u5 5 5 5 10 10 10 10 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

362/0  احتمال ورشكستگي  425/0  476/0  537/0  305/0  380/0  423/0  480/0  
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  ادامه جدول 

u20 20 20 20 30 30 30 30 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

271/0  احتمال ورشكستگي  347/0  376/0  451/0  238/0  311/0  339/0  407/0  

 

هاي خسارت نرمال احتمالات ورشكستگي مدل مخاطره جمعي براي اندازه .4جدول   

u5 5 5 5 10 10 10 10 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

536/0  احتمال ورشكستگي  562/0  604/0  649/0  510/0  533/0  571/0  624/0  

  ادامه جدول 

u20 20 20 20 30 30 30 30 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

477/0  احتمال ورشكستگي  492/0  530/0  586/0  427/0  461/0  482/0  530/0  

 

  هاي خسارت پارتواحتمالات ورشكستگي مدل مخاطره جمعي براي اندازه .5جدول 

u5 5 5 5 10 10 10 10 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

786/0  احتمال ورشكستگي  811/0  840/0  873/0  751/0  791/0  816/0  855/0  

  ادامه جدول 

u5 5 5 5 10 10 10 10 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

724/0  احتمال ورشكستگي  773/0  781/0  832/0  695/0  746/0  760/0  791/0  
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هاي خسارت نمايي، نرمال و پارتو براي احتمال ورشكستگي براي اندازه 95/0فواصل اطمينان با ضريب  .6جدول   

u  5 5 10 10 

t  50 150 50 150 

فاصله اطمينان براي 
احتمال ورشكستگي با 
 خسارت نمايي

)3469/0و  6018/0( )4603/0و  4916/0(  )2848/0و  3252/0(  )4013/0و  4446/0(   

فاصله اطمينان براي 
احتمال ورشكستگي با 
 خسارت نرمال

)5141/0و  5578/0( )5825/0و  6254/0(  )4880/0و  5319/0(  )5493/0و  5926/0(   

فاصله اطمينان براي 
احتمال ورشكستگي با 
 خسارت پارتو

)7680/0و  8039/0( )8239/0و  8560/0(  )7320/0و  7699/0(  )7990/0و  8329/0(   

  

هاي ذكر شده، با افزايش سرمايه اوليه مقدار احتمال ورشكستگي شود كه براي هر كدام از توزيعملاحظه مي 5و  4، 3از جداول 
شود كه احتمالات ورشكستگي داراي مقادير بزرگي هاي پارتو ديده ميهاي خسارت با توزيعيابد. در مورد اندازهكاهش مي

ي اتفاق اهاي دم سنگين چنين نتيجهخاطر توزيع دم سنگين بودن توزيع پارتو است و البته براي تمام توزيعهستند و اين به
  رجوع شود).  4هاي دم سنگين به خواهد افتاد (براي جزييات بيشتر در مورد توزيع

  
tبا  خسارت نمايي هاياندازه هاي ورشكستگي زمان متناهي براياحتمالات و كران .4شكل   50  
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tبا  هاي خسارت نمايياندازه هاي ورشكستگي زمان متناهي براياحتمالات و كران .5شكل  150  

  

 

tنرمال با هاي خسارت اندازه هاي ورشكستگي زمان متناهي براياحتمالات و كران .6شكل   50   
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tنرمال با هاي خسارت اندازه هاي ورشكستگي زمان متناهي براياحتمالات و كران .7شكل  150   

 

 
tپارتو با هاي خسارت اندازه هاي ورشكستگي زمان متناهي براياحتمالات و كران .8شكل   50    
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tپارتو با هاي خسارت اندازه هاي ورشكستگي زمان متناهي براياحتمالات و كران .9شكل  150    

  

  . برآورد احتمالات ورشكستگي با ماتريس انتقال و ماتريس مولد فرايند ماركوف 2-4

مقادير عددي احتمالات ورشكستگي براي متغيرهاي تصادفي نمايي، نرمال و پارتو  /010تحت شرايط گفته شده، براي 
 9و  8، 7اند. نتايج در جداول هاي خسارت با هر دو ماتريس انتقال و ماتريس مولد فرايند ماركوف برآورد شدهعنوان اندازهبه

شود كه براي هر مقدار از سرمايه اوليه و در هر زمان دست آمده در اين جداول ملاحظه مياند. با توجه به نتايج بهآورده شده
  ثابت، مقدار احتمال ورشكستگي با استفاده از ماتريس انتقال تقريباً با مقدار آن با روش ماتريس مولد برابر است. 

هاي خسارت نمايي احتمالات ورشكستگي مدل مخاطره جمعي براي اندازه .7جدول   

u5555 10 10 10 10 

t5010015020050 100 150 200 

384/0401/0456/0512/0339/0احتمال ورشكستگي با ماتريس انتقال  374/0  437/0  468/0  

375/0393/0451/0497/0316/0 احتمال ورشكستگي با ماتريس مولد  362/0  410/0  453/0  

  ادامه جدول 

u2020 202030 30 30 30 

t5010015020050 100 150 200 

292/0331/0395/0422/0260/0احتمال ورشكستگي با ماتريس انتقال  286/0  363/0  394/0  

280/0324/0378/0391/0251/0 احتمال ورشكستگي با ماتريس مولد  263/0  350/0  381/0  
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 هاي خسارت نرمال احتمالات ورشكستگي مدل مخاطره جمعي براي اندازه .8جدول 

u5 5 5 5 10 10 10 10 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

517/0احتمال ورشكستگي با ماتريس انتقال  552/0  596/0  627/0  491/0  523/0  567/0  598/0  

511/0احتمال ورشكستگي با ماتريس مولد  548/0  584/0  616/0  482/0  518/0  557/0  584/0  

  ادامه جدول 

u20 20 20 20 30 30 30 30 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

484/0احتمال ورشكستگي با ماتريس انتقال  485/0  523/0  562/0  466/0  498/0  514/0  551/0  

477/0احتمال ورشكستگي با ماتريس مولد  483/0  513/0  550/0  453/0  480/0  495/0  542/0  

 

  هاي خسارت پارتواحتمالات ورشكستگي مدل مخاطره جمعي براي اندازه .9جدول 

u5 5 5 5 10 10 10 10 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

814/0احتمال ورشكستگي با ماتريس انتقال  825/0  828/0  836/0  790/0  817/0  821/0  829/0  

797/0احتمال ورشكستگي با ماتريس مولد  819/0  821/0  828/0  781/0  810/0  815/0  821/0  

  ادامه جدول 

u20 20 20 20 30 30 30 30 

t50 100 150 200 50 100 150 200 

781/0احتمال ورشكستگي با ماتريس انتقال  794/0  805/0  816/0  772/0  783/0  795/0  809/0  

775/0احتمال ورشكستگي با ماتريس مولد  784/0  796/0  803/0  765/0  774/0  786/0  795/0  
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  گيري. بحث و نتيجه4

هاي بيمه اطلاع از ساختار رياضي و آماري آن در محاسبه احتمالات ورشكستگي داراي اهميت است. شركتهاي در تمام مدل
در اين مقاله، براي مدل مخاطره جمعي شركت بيمه با حق بيمه ثابت و داراي فرايند پواسن مركب در يك دوره زماني فارغ 

ك فرمول براي احتمال ورشكستگي زمان متناهي با استفاده از هاي خسارت داراي چه توزيع آماري باشند، ياز اينكه اندازه
-احتمال انتقال پيشنهاد و سپس فرم ماتريسي فرمول پيشنهادي توسط ماتريس انتقال و ماتريس مولد فرايند ماركوف زمان

ي و باشند، مسيرهاي زيادهاي نمايي، نرمال و پارتهاي خسارت داراي توزيعپيوسته بازنويسي شد. در ادامه، با فرض آنكه اندازه
سازي گرديد و علاوه بر محاسبه احتمالات ورشكستگي زمان متناهي، فواصل اطمينان نااريب از فرايند مخاطره جمعي شبيه

هاي انتقال و مولد فرايند ماركوف محاسبه درصدي برآورد و نيز احتمالات ورشكستگي براي ماتريس 95با ضريب اطمينان 
هاي ذكر شده ملاحظه شد كه با افزايش سرمايه اوليه، مقدار احتمال اطره جمعي براي تمام توزيعشدند. در فرايند مخ

يابد. همچنين براي توزيع دم سنگين پارتو مقدار احتمال ورشكستگي نسبت به دو توزيع ديگر زيادتر ورشكستگي كاهش مي
 باشد. مي
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