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Introduction 
The concept of the measure of non-compactness was introduced by Kuratowski 
which plays an essential role in the study of systems of integral and differential 
equations. On the other hand, integral equations are used in applied sciences, such 
as physics and engineering. 
Up to now, many authors and researchers investigated the solvability of integral 
and differential equations. In this paper, we investigate the existence of solution of 
integral equations 
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The main goal is to study the existence of solution integral equations (1) by the 
technique of measure of non-compactness. 

Material and Methods 
We first state and prove some fixed point theorems that extend Darbo’s fixed point 
theorem. Then by using these theorems and helping the technique measure of non-
compactness, we present an existence result for a system of large class nonlinear 
functional integral equations of Stochastic type. 

Results and discussion 
As an application of the obtained results, we deal with the solvability of a system 
of integral equations of Stochastic type in a Banach space. Our results generalize 
and extend a lot of comparable results in the literature. Finally, a concrete example 
is also included, which demonstrates the applicability of the obtained results. 

Conclusion 
The following conclusion was drawn from this research. 
The system of integral equations of Stochastic type (1) has at least one solution in 
	BCሺԹା	ሻ୬ space.  
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 پذيري يك دستگاه معادلات انتگرالي نوع تصادفي با استفاده از بررسي حل

  تكنيك اندازه نافشردگي

   1 شهرام بنائي

 math.sh.banaei@gmail.com ، ايران. رايانامه:بناب، واحد بنابآزاد اسلامي ، دانشگاه علومدانشكده ، رياضيگروه . 1
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  قضيه نقطه ثابت داربو.
  

در اين مقاله با استفاده از مفهوم اندازه نافشردگي، يك انقباض جديد توسعه يافته از عملگرها در فضاي باناخ 
آوريم. در ادامه، به عنوان يك كاربرد قضيه نقطه ثابت داربو را بدست ميهايي از را معرفي مي كنيم و تعميم

هايمان پردازيم. يافتهمعادلات انتگرالي نوع تصادفي مي پذيري يك دستگاهاز نتايج بدست آمده، به حل 
دهد. درآخر يك مثال عيني نيز ارايه در پيشينه تحقيق بسط و توسعه مي بسياري از نتايج قابل مقايسه را

  مي دهيم تا كاربرد نتايج بدست آمده را نشان دهد.
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 9، هاي رياضيپژوهش. پذيري يك دستگاه معادلات انتگرالي نوع تصادفي با استفاده ازتكنيك اندازه نافشردگيحلبررسي  ).1402( شهرام، بنائي : استناد
)4 ،(206 – 224.  

  
  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

خطي است. معادلات انتگرالي غير نتگرالي يكي از موضوعات مورد علاقه پژوهشگران در آناليز تابعيمطالعه معادلات ا
. تا به در مسائل متعددي در فيزيك دارند مله در رياضيات كاربردي و همچنينكاربردهاي وسيعي در علوم مختلف، از ج

  - 13 [و  ]9 [،  ]7 [،  ]4 [به عنوان مثال مراجع  حال نويسندگان زيادي در اين زمينه مقا له هاي مختلفي نوشته اند، 
 را ببينيد. لذا، در اين مقاله حل پذيري يك دستگاه معادلات انتگرالي نوع تصادفي را مطالعه مي كنيم.   ]11

متري و خطي، نظريه نقطه ثابت د و قدرتمند در آناليز تابعي غيراز طرف ديگر مفهوم  اندازه نافشردگي يك ابزار بسيار مفي
نظريه عملگرها در فضاهاي باناخ است. از اين نظريه براي مطالعه معادلات ديفرانسيل معمولي و جزئي، نظريه كنترل بهينه، 
معادلات تابعي، معادلات ديفرانسيل جزئي كسري، معادلات انتگرالي و همچنين براي مطالعه ويژگي هاي عملگرهاي فشرده 

براي اولين بار مفهوم اندازه نافشردگي را معرفي  ]10 [ 1كوراتفسكي 1930ه است. در سال بين فضاهاي با نا خ  استفاده شد
يك قضيه نقطه ثابت را با استفاده از اندازه نافشردگي كوراتفسكي ثابت كرد كه هم   ]8 [ 2داربو 1955كرد. بعدها، در سال 

تعريف ديگري از اندازه  3باناس 1980د. در سال را تعميم دا باناخ انقباض اصل قضيه كلاسيك نقطه ثابت شاودر و هم
  نافشردگي را بر اساس اصول موضوعه معرفي كرد كه در كاربردها بسيار مفيد بود.             

 ]8 [در اين مقاله، با استفاده از  روش هاي مربوط به تكنيك اندازه نافشردگي به تعميم و توسعه قضيه نقطه ثابت داربو  
 به عنوان يك كاربرد از اين قضايا به مطالعه مسئله وجود جواب براي يك رده از معادلات انتگرالي نوع تصادفي پردازيم و مي

  كه در يك شرط انقباض خاص صدق مي كند،  مي پردازيم.
د آوري مي در ادامه بعضي از تعاريف، نمادها و نتايج مقدماتي كه در سراسر اين مقاله مورد استفاده قرار خواهند گرفت را يا

Թାنشان دهنده  مجموعه اعداد حقيقي و Թ كنيم. خاطر نشان مي كنيم كه  ൌ ሾ0,൅∞ሻ اد نشان دهنده مجموعه اعد

ቀكنيم حقيقي نامنفي مي باشد. فرض مي E , ‖. ‖	ቁ ܤبعلاوه ك فضاي  باناخ حقيقي با عنصر صفر باشد و يതሺܽ, گوي  ሻݎ
,തሺ0ܤنشان دهنده گوي ത௥ܤ در اين فضا باشد. لازم به ذكر است كه  ݎو شعاع  ܽبسته به مركز  زير  ܺمي باشد. هرگاه  ሻݎ

نمايش  ܺݒ݊݋ܥ و Xرا به ترتيب با  ܺو كوچك ترين مجموعه ي محدب شامل  ܺباشد بستار  	ܧ	مجموعه اي  ناتهي از
زيرخانواده اي از  ாࣨو  ܧ	خانواده ي تمام زير مجموعه هاي ناتهي و كراندار ாࣧ رداد مي كنيم كهمي دهيم. همچنين قرا

ாࣧ  .باشد كه شامل تمام  زير مجموعه هاي بطور نسبي فشرده است  

:ߤ) : يك نگاشت  ] 6 [(  1.1 تعريف ாࣧ → ሾ0,∞ሻ   اگر در شرايط  گوييم ܧرا يك اندازه نافشردگي در فضاي باناخ
  زير صدق كند:

ߤݎ݁ܭمجموعه  )1 ൌ ሼܺ ∈ ாࣧ: ሺܺሻߤ ൌ 0ሽ  ناتهي باشد و Kerߤ ⊆ ாࣨ، 

ܺاگر  )2 ⊆ ሺܺሻߤآنگاه  ܻ ൑  ، ሺܻሻߤ

                                                            
1 Kuratowski 
2 Darbo 
3 Banas 
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ሺܺሻߤ )3 ൌ  ، ሺܺሻߤ

ሻܺݒ݊݋ܥሺߤ )4 ൌ  ،ሺܺሻߤ

λ هر براي )5 ∈ ሺ0,1ሻ  داشته باشيم	ߤሺܺߣ ൅ ሺ1 െ ሻܻሻߣ ൑ ሺܺሻߤߣ ൅ ሺ1 െ  ،ሺܻሻߤሻߣ

} اگر )6 }nX هاي بسته اي از مجموعهدنبالهாࣧ باشد به قسمي كه به ازاي هر 	݊ ൒ 1،ܺ௡ାଵ ⊆ ܺ௡ 
ሺܺ௡ሻߤ			و → ஶܺآنگاه  مجموعه ي ، 	0 ൌ ⋂ஶ

௡ୀଵ ܺ௡  ܺناتهي است وஶ ∈  ..ߤݎ݁ܭ

 
شود كه مجموعه اشتراك نامند. مشاهده ميمي ߤ	شرح داده شد را هسته اندازه نافشردگي  )1كه در ( ߤݎ݁ܭمجموعه 

ܺஶ ) است. در واقع، چون براي هر  ߤݎ݁ܭ) يك عضو گردايه 6درn ،	ߤሺܺஶሻ ൑ ሺܺஶሻߤ	لذا  ሺܺ௡ሻߤ ൌ يعني 0
ܺஶ ∈   .ߤݎ݁ܭ

ك اندازه نافشردگي روي به ساختن ي غيره برداري و يك قضيه مفيد راجعاكنون تعريف زوج نقطه ثابت براي يك تابع دومت
 فضاي حاصل ضرب متناهي را ارائه مي دهيم كه در اثبات نتايج اصلي به آنها نياز داريم.

,ݔሺيك عنصر  ) : ] 1 [(  2.1 تعريف ሻݕ ∈ ܺ ൈ :ܶ	را يك زوج نقطه ثابت نگاشت  ܺ ܺ ൈ ܺ → گوييم اگر  ܺ
ܶሺݔ, ሻݕ ൌ ,ݕሺܶو    ݔ ሻݔ ൌ   .ݕ

,ଵߤفرض كنيد :  3.1 قضيه ,ଶߤ . . . , ,ଵܧبه ترتيب اندازه هاي نافشردگي در فضاهاي باناخ  ௡ߤ ,ଶܧ . . . , باشند. بعلاوه  ௡ܧ
:ܨفرض كنيد تابع  ሾ0,∞ሻ௡ → 0,∞ሻ  ܨمحدب باشد وሺݔଵ, ,ଶݔ . . . , ௡ሻݔ ൌ ௜ݔاگر و فقط اگر  0 ൌ ݅براي ، 0 ൌ

1,2, . . . , ෤ሺܺሻߤآنگاه . ݊ ൌ ଵሺߤሺܨ ଵܺሻ, ,ଶሺܺଶሻߤ . . . , ଵܧيك اندازه نافشردگي در  ௡ሺܺ௡ሻሻߤ ൈ ଶܧ ൈ. . .ൈ  ௡ܧ
݅	 براي ௜ܧبتوي  ܺنشان دهنده تصوير طبيعي از  ௜ܺتعريف مي كند كه در آن  ൌ 1,2, . . . ,   . ] 2 [ است  ݊

  .مثال هاي زير را ارائه مي دهيم 3.1اكنون بعنوان نتيجه اي از قضيه 

:ܨ، تابع  ܧ يك اندازه نافشردگي روي فضاي باناخ ߤ	فرض كنيد :  4.1مثال  ሾ0,∞ሻଶ → ሾ0,∞ሻ  محدب باشد و
,ଵݔሺܨ	 ଶሻݔ ൌ ௜ݔاگر و فقط اگر  0 ൌ ݅براي  0 ൌ ෤ሺܺሻߤ. آنگاه 1,2 ൌ ሺߤሺܨ ଵܺሻ, يك اندازه نافشردگي  ሺܺଶሻሻߤ

ܧدر  ൈ ݅براي   ௜ܧبتوي  ܺنشان دهنده تصوير طبيعي از  ௜ܺتعريف مي كند كه در آن  ܧ ൌ  .است 1,2

:ܨباشد. تابع  ܧ يك اندازه نافشردگي روي فضاي باناخ ߤ	فرض كنيد  5.1مثال  ሾ0,∞ሻଶ → ሾ0,∞ሻ  با ضابطه
,ݔሺܨ ሻݕ ൌ ݔ ൅ ,ݔሺܨمحدب است  و  ݕ yሻ ൌ xاگر و فقط اگر  0 ൌ y ൌ   3.1، از اين رو تمام شرايط قضيه  0

෤ሺܺሻߤ ,ار است. بنابراينبرقر ൌ ሺߤ ଵܺሻ ൅ ܧيك اندازه نافشردگي در   ሺܺଶሻߤ ൈ نشان  ௜ܺتعريف مي كند كه در آن  ܧ
݅براي   ௜ܧبتوي  ܺدهنده تصوير طبيعي از  ൌ   .است 1,2

:Fباشد.  اگر تابع  Eيك اندازه نافشردگي روي فضاي باناخ  μ	: فرض كنيد  6.1 مثال   ሾ0,∞ሻଶ → ሾ0,∞ሻ   را با
,Fሺx ضابطه yሻ ൌ maxሼx, yሽ  براي هرሺx, yሻ ∈ ሾ0,∞ሻଶ  برقرار است  3.1تعريف كنيم آنگاه تمام شرايط قضيه
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μ෤ሺXሻ	و ൌ maxሼμሺXଵሻ, μሺXଶሻሽ  يك اندازه نافشردگي درE ൈ E كند كه در آن تعريف ميX୧  نشان دهنده تصوير
iبراي   E୧بتوي  Xطبيعي از  ൌ   .  ] 2 [است  1,2

 يك تعميم مهم از قضيه شاودر  و شامل بخش وجودي قضيه نقطه ثابت باناخ است. قضيه نقطه ثابت داربو

:Tنگاشت  دو فضاي خطي نرمدار باشند. Yو  Xفرض كنيد ) :  ]1 [( 7.1 تعريف  X → Y  را فشرده گويند اگرTሺXሻ  در
Y  .فشرده نسبي باشدA ∈ Y  را فشرده نسبي گويند هر گاه بستارA رد	Y  .فشرده  باشد  

باشد. آنگاه هر نگاشت فشرده  Eيك زير مجموعه بسته و محدب از فضاي باناخ  Ωفرض كنيد   ) ]1 [ (شاودر 8.1 قضيه
:Tو محدب  Ω → Ω .حداقل يك نقطه ثابت دارد  

باشد و  Eيك زير مجموعه ناتهي، بسته، كراندار، و محدب از فضاي باناخ  Ωفرض كنيد  ) : ]8 [(داربو   9.1قضيه 
T: Ω → Ω  يك نگاشت پيوسته باشد. فرض كنيد كه يك عدد ثابتk ∈ ሾ0,1ሻ   موجود باشد به قسمي كه براي هر
X ⊂ Ω  

൫ܶሺܺሻ൯ߤ ൑  .ሺܺሻߤ݇
   يك نقطه ثابت دارد. ܶآنگاه 

:ܸ نشان دهنده مجموعه تمام توابع Σفرض كنيد   :10.1 تعريف ሺ0,∞ሻ → ሺ1,∞ሻ   باشد كه در شرايط زير صدق
 :كنندمي

 صعودي و پيوسته است. تابع ܸ	 .1

௡ሽߙሼتمام دنباله هاي  	براي .2 ⊆ 	 ሺ1,∞ሻ  ،lim
௡→ஶ

ܸሺߙ௡ሻ ൌ limاست اگر و تنها اگر  1
௡→ஶ

ሺߙ௡ሻ ൌ 0	 . 

:߮نشان دهنده مجموعه تمام توابع   Φهمچنين فرض كنيد  ሺ1,∞ሻ → ሺ1,∞ሻ كنندباشد كه در شرايط زير صدق مي: 

 پيوسته است.تابع صعودي و   ߮ .1

ݐ براي هر .2 ∈ ሺ1,∞ሻ  ،داشته باشيمlim
௡→ஶ

߮௡ሺݐሻ ൌ 1. 

 توسط آلتن و ترك اغلو بيان شده است. ] 3 [در   , .)	A(fمفهوم  

ሾ0,∞ሻتوابع كلاس تمامሾ0,∞ሻ൯	൫		ܨ			 فرض كنيد → ሾ0,∞ሻ  ݂ :  كلاس تمام توابع  ࣠باشد و  
Aሺ; 	 . ሻ ∶ ሾ0,∞ሻ൯	൫		ܨ	 		→ 	݂		و	ሾ0,∞ሻ൯	൫		ܨ → Aሺf	; 	 . ሻ 

  باشد كه در شرايط زير صدق مي كنند:
1. Aሺf	, 0ሻ ൌ ,	Aሺfبراي هر   و  0 xሻ ൐ 0			،	x ൐ 0 

,	Aሺfبراي هر  .2 xሻ ൑ Aሺf	, yሻ			،	x ൑ y 

3. lim
୬→ஶ

Aሺf	, x୬ሻ ൌ A ቀf	, lim
୬→ஶ

x୬ቁ 

f براي هر  .4 ∈ F		൫	ሾ0,∞ሻ൯ ،داشته باشيم ൌ max	ሼAሺf	, xሻ, Aሺf	, yሻሽ Aሺf	, max 	ሼx, y	ሽሻ 
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  هاو  يافته نتايج اصلي - 2
يك اندازه نافشردگي  ߤو  ܧمجموعه ناتهي، بسته، كراندار و محدب از فضاي باناخ يك زير ܥفرض كنيد  : 1.2 قضيه

:ܶدلخواه باشد. بعلاوه  ܥ → در شرط  Cاز  ܺيك نگاشت پيوسته باشد به طوري كه براي هر زير مجموعه ناتهي  ܥ
  انقباضي زير صدق كند :

 )1.2 (                                  VሺAሺf	; ሻሻሻ	ሺܶܺߤ ൑ ߮൫ܸሺAሺf	;    ሻሻሻ൯	ሺܺߤ
V	،كه در آن  ∈ Σ  ߮ ∈ Φ ،࣠ Aሺ; 	 . ሻ   دارد. Cحداقل يك نقطه ثابت در  ܶ. آنگاه  ∋

ሼC௡ሽ௡ୀଵدنباله  با استفاده از استقرابرهان: 
ஶ سازيم كه را به قسمي مي	C 	C଴ ൌ  ݊و براي هر ൌ 1,2,⋯  ،C௡ାଵ ൌ

Conv ܶሺC௡ሻ در اين صورت .  
ܶሺC଴ሻ ൌ ܶሺ C	ሻ ⊆ C ൌ C଴, 
Cଵ ൌ ሺC଴ሻܶݒ݊݋ܥ ⊆ C଴	, 

 بنابراين با ادامه اين روند داريم :

                          ⋯ ⊆ C௡ାଵ ⊆ ⋯ ⊆ Cଵ ⊆ C଴.    
ܰ	اگر يك عدد صحيححال  ൒ ሺCேሻߤ  مي كهموجود  باشد به قس  0 ൌ بنابراين  .فشرده نسبي است ேܥآنگاه ،   0
  حداقل يك نقطه ثابت دارد. ܶ	كند كه ايجاب مي  8.1قضيه 

  از طرفي ، 
VሺAሺf	; ሻሻሻ	ሺC௡ାଵߤ ൌ VሺAሺf	;  ሻሻሻ	ሺܶC௡ߤ

																																										൑ 	߮൫ܸሺAሺf	;  ሻሻሻ൯	ሺC௡ߤ
 ⋮																																																																																			    

																																															൑ 	߮௡ାଵ൫ܸሺAሺf	;  ሻሻሻ൯	ሺC଴ߤ

 يك دنباله همگرا است،  لذا مي توان فرض كرد كه ሺC௡ାଵሻߤچون  

   lim
୬→ஶ

ሺC௡ାଵሻߤ 	ൌ r																																																																 

ݎحال نشان مي دهيم كه  ൌ  است.  0

  و حد گرفتن از نامساوي بالا، داريم ߮	با استفاده از خواص تابع 
lim
௡→ஶ

VሺAሺf	; ሻሻሻ	ሺC௡ାଵߤ ൌ 1 
 بنابراين،

lim
௡→ஶ

Aሺf	; ሻሻ	ሺC௡ାଵߤ ൌ 0						 
;Aሺبا استفاده از خواص  	 . ሻ  ،نتيجه مي گيريم  

A ቀ	f	; 	 lim
௡→ஶ

ቁ	ሺC௡ାଵሻߤ ൌ 0 
;Aሺحال با استفاده از اولين خاصيت  	 . ሻ  در تساوي بالا داريم :  

lim
௡→ஶ

ሺC௡ሻߤ ൌ 0																	 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-0
5-

21
 ]

 

                             6 / 19

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3281-en.html


  
  

  1402چهارم، ، شماره نهم دوره ،هاي رياضيپژوهش

  

 

212 

→ ሺC௡ሻߤكه آن ايجاب مي كند  ݊وقتي كه  0 → ∞  .  
௡ାଵܥ،	چون  ⊆ C௡  ) ܥنتيجه مي شود كه مجموعه  1.1يف از تعر)  6لذا  بنابر اصلஶ ൌ ⋂ஶ

௡ୀଵ C௡  ،ناتهي، بسته
  است.    Cداراي حداقل يك نقطه ثابت در  ܶ،  8.1است. اكنون بنابر قضيه  	ߤݎ݁ܭمتعلق به  و ܶمحدب و پايا تحت عملگر 

,Xفرض كنيد  : 2 .2قضيه dሻ ( و   يك فضاي متريك كامل باشد	T: X୩ → X  كه به طوريk  صحيح مثبت  يك عدد
  همچنين .است

dሺTሺxଵ, xଶ, … , x୩ሻ, Tሺxଶ, xଷ, … , x୩ାଵሻሻ ൑෍ μ୧
୩

୧ୀଵ
dሺx୧, x୧ାଵሻ 

  
,xଵبراي تمام  xଶ, … , x୩    درX   كهμ୧ ൒ ∑	 و  0 μ୧

୩
୧ୀଵ ϵሾ0,1ሿ آنگاه .T  داراي يك نقطه ثابتx اين نقطه  .است

,x )  =Tሺx	ناميم.  (  ابت از نوع پرشيچ ميثابت را نقطه ث x, … , x (  

يك اندازه نافشردگي  ߤو  ܧيك زير مجموعه ناتهي، بسته، كراندار و محدب از فضاي باناخ  ܥ فرض كنيد  :2 .3 قضيه 
:ܶدلخواه باشد. بعلاوه  ௡ܥ → در شرط انقباضي زير  Cاز  ௜ܺي ناته يك نگاشت پيوسته باشد كه براي هر زير مجموعه ܥ

  صدق كند :
 )2.2 (    VሺAሺf	; ሺܶሺߤ ଵܺ⋯ܺ௡	ሻሻሻ ൑

ଵ

௡
߮ ቀܸ൫Aሺf	; ሺߤ ଵܺሻ ൅ ⋯൅      ሻ൯ቁ	ሺܺ௡ሻߤ

V	،كه در آن  ∈ Σ  φ ∈ Φ ࣠و Aሺ; 	 . ሻ              . دارد Cحداقل يك نقطه ثابت  از نوع  پرشيچ در  T.  آنگاه ∋

:T෩ر ابتدا عملگبرهان:   ௡ܥ →   را با ضابطه ௡ܥ
T෩ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ Tሺሺݔଵ, ,ଶݔ … , ,௡ሻݔ … , ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻሻݔ

صدق مي كند.  1.2در تمام شرايط قضيه   T෩پيوسته است. حال نشان مي دهيم كه    T෩تعريف مي كنيم. واضح است كه  
ܺفرض كنيد  ⊂ ෤ሺܺሻߤايجاب مي كنند كه   6.1و  5.1مجموعه ناتهي باشد. مي دانيم كه مثالهاي ريك زي ௡ܥ ൌ

ሺߤ ଵܺሻ ൅ ሺܺଶሻߤ ൅ μ෤ሺXሻو    ሺܺ୬ሻߤ⋯ ൌ maxሼ	μሺXଵሻ, μሺXଶሻ, …  ،دنباشمي اندازه نافشردگي  ሽ		ሺܺ୬ሻߤ
݅براي  ௜ܺكه در آن  ൌ 1,2, … , n  1.1تعريف ) از 2در اين صورت بنابر ( .است ܧبتوي  ܺنشان دهنده تصاوير طبيعي از 

  :) داريم 2.2و  ( 
V൫A൫f	; ൯ሻ൯	෤ሺT෩ܺߤ ൌ ܸ൫Aሺf	; ෤ሺܶሺߤ ଵܺ⋯ܺ௡ሻ⋯ሺܶሺ ଵܺ⋯ܺ௡ሻ	ሻ൯ 

 						ൌ VሺAሺ	f	; ܶሺ	ሺߤ	 ଵܺ⋯ܺ௡ሻሻ	ሻሻ																																																							  
																							൑ n	VሺAሺf	; ሺܶሺ	ߤ	 ଵܺ⋯ܺ௡ሻሻ	ሻ	ሻ																												 

      		൑ ߮ሺ	V ൬A ቀf	; ൫ߤሺ ଵܺሻ ൅ ⋯൅   																																							ሺܺ௡ሻ൯ቁ൰ߤ
																																									൑ ߮ሺVሺAሺf	;  																																																																								ሻሻሻሻ	෤ሺܺߤ

 )3.2( 

෪ܶ			، 1.2از اين رو بنابر قضيه  ,ଵݔداراي حداقل يك نقطه ثابت است و اين موضوع ايجاب مي كند كه عناصر  		 ,ଶݔ … ,   ௡ݔ
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ൌوجود داشته باشند به طوري كه  ⋯,ଶݔ ,ൌ ,ଵݔ௡ ܶሺݔ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ داراي يك نقطه ثابت از  ܶو اين يعني   ଵݔ
  نوع پرشيچ است.

يك اندازه نافشردگي  ߤو  ܧيك زير مجموعه ناتهي، بسته، كراندار و محدب از فضاي باناخ  ܥ فرض كنيد: 204قضيه   
:ܶدلخواه باشد. بعلاوه  ௡ܥ → در شرط انقباضي زير  Cاز  ௜ܺناتهي هاي  يك نگاشت پيوسته باشد كه براي زير مجموعه ܥ

  صدق كند :
 )4.2(      VሺAሺf	; ሺܶሺߤ	 ଵܺ⋯ܺ௡	ሻሻሻ ൑ ߮ ቀܸ൫Aሺf	; 	max	ሼ	ߤሺ ଵܺሻ,⋯ ,        ሽሻ൯ቁ	ሺܺ௡ሻߤ

V	،كه در آن  ∈ Σ  ߮ ∈ Φ  ࣠و Aሺ; 	 . ሻ  دارد. Cدر از نوع  پرشيچ  حداقل يك نقطه ثابت  ܶ.  آنگاه ∋

෨ܶابتدا عملگر برهان:   : ௡ܥ →   را با ضابطه ௡ܥ
෨ܶ ሺݔଵ, ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ Tሺሺݔଵ, ,ଶݔ … , ,௡ሻݔ … , ሺݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ሻሻݔ

صدق مي كند.  1.2در تمام شرايط قضيه   ෨ܶ پيوسته است. حال ادعا مي كنيم كه  ෨ܶتعريف مي كنيم. واضح است كه 
ܺفرض كنيد  ⊂ ෤ሺܺሻߤكه   ايجاب مي كند 5. 1 ناتهي باشد. مي دانيم كه مثالمجموعه يك زير ௡ܥ ൌ

max	ሼ	ߤሺ ଵܺሻ, ,ሺܺଶሻߤ … , ݅براي  ௜ܺكه در آن  ،يك اندازه نافشردگي است ሽ	ሺܺ୬ሻߤ ൌ 1,2, … , n  نشان دهنده
  :) داريم 4.2و (  1.1تعريف ) از 2در اين صورت بنابر ( .است ܧبتوي  ܺتصاوير طبيعي از 

V൫A൫f	;	ߤ෤ሺ ෨ܶܺ	൯ሻ൯ ൌ ܸ൫Aሺf	; ෤ሺܶሺߤ ଵܺ⋯ܺ௡ሻ⋯ሺܶሺ ଵܺ⋯ܺ௡ሻ	ሻ൯ 
 							ൌ VሺAሺ	f	; 	max 	ሼߤሺ ܶሺ ଵܺ⋯ܺ௡ሻሻ, ⋯ , ܶሺ	ሺߤ ଵܺ⋯ܺ௡ሻሻሽ	ሻሻ	ሻ  

																ൌ 		VሺAሺf	; ܶሺ	ሺߤ ଵܺ⋯ܺ௡ሻሻ	ሻሻ																																					 
      						൑ ߮ሺ	VሺAሺf	;max 	ሼ ሺߤሺ ଵܺሻ,⋯ ,   																																									ሻ	ሺܺ௡ሻሽሻሻߤ

   ൑ ߮൫VሺAሺf	;  																																																																																						ሻሻሻ൯	෤ሺܺߤ

 )5.2( 

෨ܶ ، 1.2از اين رو بنابر قضيه  ,ଵݔداراي حداقل يك نقطه ثابت است و اين موضوع ايجاب مي كند كه عناصر   	 ,ଶݔ … ,   ௡ݔ
ൌبه طوري كه   وجود داشته باشند ⋯,ଶݔ ,ൌ ,ଵݔ௡ ܶሺݔ ,ଶݔ … , ௡ሻݔ ൌ داراي يك نقطه ثابت از  ܶو اين يعني  ଵݔ

  نوع پرشيچ است.

;	Aሺf	با انتخاب 	t	ሻ ൌ f	 و   ݐ ൌ I ) I  نتيجه زير را داريم. 204تابع هماني ) در قضيه   

يك اندازه نافشردگي  ߤو  ܧيك زير مجموعه ناتهي، بسته، كراندار و محدب از فضاي باناخ  ܥ فرض كنيد:  205نتيجه 
:ܶدلخواه باشد. بعلاوه  ௡ܥ → در شرط ا نقباضي  Cاز  ௜ܺناتهي هاي  يك نگاشت پيوسته باشد كه براي زير مجموعه ܥ

  زير صدق كند :
 )6.2(      Vሺ	ߤሺܶሺ ଵܺ⋯ܺ௡ሻሻ ൑ ߮ሺܸሺ݉ܽݔ		ሼ	ߤሺ ଵܺሻ,⋯ ,        ሽሻሻ	ሺܺ௡ሻߤ

Vكه در آن  ∈ Σ  و ߮ ∈ Φ .  در از نوع  پرشيچ  حداقل يك نقطه ثابت ܶآنگاهC .دارد  
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  كاربرد - 3
‖ݔ‖با نرم سوپريمم   Թାامل همه توابع حقيقي كراندار و پيوسته روي ش ሺԹାሻܥܤدر اين بخش فضاي باناخ  ൌ

supሼ|ݔሺݐሻ|: ݐ ൒ 0ሽ   ݄را در نظر مي گيريم. فرض كنيد تابع:Թଷ → Թ  تعريف شده باشد به طوري كه براي هر
,ଵݐ ,ଶݐ ଷݐ 	 ∈ Թଷ    ،݄ሺݐଵ, ,ଶݐ ଷሻݐ ൒  -  6 [كه در مراجع  ሺԹାሻܥܤشردگي روي در ادامه از يك اندازه نافباشد.   0

آمده است استفاده خواهيم كرد. به منظور تعريف اين اندازه نافشردگي يك مجموعه ناتهي و كراندار و از اين پس ثابت   ]5
ܮو عدد حقيقي  ሺԹାሻܥܤاز  ܺ ൐ ݔرا در نظر مي گيريم. براي عضو دلخواه  0 ∈ ߝو  ܺ ൒ پيمانه پيوستگي يا  0

,ሾ0روي بازه  ݔب پيوستگي ضري ,ݔ௅ሺ߱را با نماد  ሿܮ   نشان مي هيم، به عبارتي  ሻߝ
߱௅ሺݔ, ሻߝ ൌ supሼ|ݔሺݐሻ െ :|ሻݏሺݔ ,ݐ ݏ ∈ ሾ0, ,ሿܮ ݐ| െ |ݏ ൑  ሽߝ

  بعلاوه قرار مي دهيم :
߱௅ሺܺ, ሻߝ ൌ supሼ߱௅ሺݔ, :ሻߝ ݔ ∈ ܺሽ, 
߱଴
௅ሺܺሻ ൌ lim

ఌ→଴
߱௅ሺܺ,  																				,ሻߝ

߱଴ሺܺሻ ൌ lim
௅→ஶ

߱଴
௅ሺܺ		ሻ																																																																										                                  

ሻݐሺܺباشد، آنگاه قرار مي دهيم  Թାيك عدد ثابت در  ݐاگر  ൌ ሼݔሺݐሻ: ݔ ∈ ܺሽ روي  ߤ. سرانجام تابع஻ࣧ஼ሺԹశሻ  را
 بصورت زير تعريف مي كنيم :

 
ሺܺሻߤ                           )3.  1(               ൌ ߱଴ሺܺሻ ൅ limsup

௧→ஶ
	݀݅ܽ݉ܺሺݐሻ                

  كه در آن 
݀݅ܽ݉ܺሺݐሻ ൌ supሼ|ݔሺݐሻ െ :|ሻݐሺݕ ,ݔ ݕ ∈ ܺሽ 

كه در تمام اصول موضوعه تعريف بطوريندازه نافشردگي است يك ا ሺܺሻߤنشان داده شده است كه تابع  ]5 - 6 [در منابع  
از معادلات  تايي n، قصد داريم وجود جواب براي يك دستگاه 205صدق مي كند. حال بعنوان يك كاربرد از نتيجه  1.1

  انتگرالي نوع تصادفي  زير را بررسي كنيم :
ሻݔ௜ሺݑ				

ൌ ൫݄ሺݔ, ⋯,ሻ൯ݔሺߦ൫	ଵݑ , ൯,න	ሻ൯ݔሺߦ൫	௡ݑ
ఉሺ௫ሻ

଴
݃ሺݔ, ,ݕ ⋯,ሻሻݕሺߟሺ	ଵݑ ,  													ݕሻሻ݀ݕሺߟሺ	௡ݑ

 

					ൈ ൫	݂ሺݔ, ⋯,ሻ൯ݔሺߥ൫	ଵݑ , ,	൯	ሻ൯ݔሺߥ൫	௡ݑ ׬
ఉሺ௫ሻ

଴ ,ݔሺݍ ,ݕ ⋯,ሻሻݕሺߛሺ	ଵݑ ,          																ݕሻሻ݀ݕሺߛሺ	௡ݑ
(	1 ൑ i	 ൑ n	ሻ																																																				                                     

)2  .3(  
  براي اين منظور شرايط زير را در نظر مي گيريم :

  
,݄توابع  )١ ݂:Թା ൈ Թ௡ → Թ و براي هر و پيوسته هستند كراندار 		ݔଵ, ଶݔ ∈ Թା و هر
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߷ଵ		, …	, ߷୬	, ,		ଵߪ		 … , ୬ߪ ∈ BCሺԹାሻ،  
  

|݄ሺݔଵ, ߷ଵ		, …	, ߷୬ሻ െ ݄ሺݔଶ, ,		ଵߪ		 … , |୬ሻߪ 										
൑ ܸିଵ	ሺ߮ሺܸ|ݔଵ െ |ଶݔ ൅ maxሼ |߷ଵ െ ,|		ଵߪ		 … , |߷୬ െ  ୬|ሽሻሻߪ

|݂ሺݔଵ, ߷ଵ		, …	, ߷୬ሻ െ ݂ሺݔଶ, ,		ଵߪ		 … , |୬ሻߪ 										
൑ ܸିଵ	ሺ߮ሺܸ|ݔଵ െ |ଶݔ ൅ maxሼ |߷ଵ െ ,|		ଵߪ		 … , |߷୬ െ  ୬|ሽሻሻߪ

     
  و بعلاوه 

N ൌ supሼmax|݄ሺݔ, 0,⋯ ,0ሻ|, |݂ሺݔ, 0,⋯ ,0ሻ| ∶ ݔ ∈ Թାሽ ൏ ∞ 
 

,ߦتوابع  )٢ ν, γ, ߚ ,ߟ:Թା → Թା  ߦپيوسته اند وሺݐሻ, ሻݐሺߥ → ݐوقتي   ∞ → ∞. 

 
,݃هاي تابع )٣ :ݍ Թା ൈ Թା ൈ Թ௡ → Թ توابع پيوسته  اي هستند به قسمي كههتوابع پيوست

Թା:߸,ߨ → Թା  وجود دارند طوري كه 

  

                     |݃ሺݔ, ,ݕ ,	ଵݑ ⋯ , |ሻ	௡ݑ ൑ .	ሺ3																											ሻݕሻ߸ሺݔሺߨ 3ሻ		         

                     همچنين                                                                                                                                

         lim
௫→ஶ

׬
ఉሺ௫ሻ
଴

ݕሻ݀ݕሻ߸ሺݔሺߨ ൌ 0                                                                                       
 نامساوي  )٤

  
ܸିଵ	ሺ߮ሺܸሺmax	ሼ r, Zሽሻሻሻ ൅ ܰ ൑ r 

 

 كه    ଴ݎ		مي	باشدداراي جواب مثبت       

 .Z ൌ sup ቄቚ׬
ఉሺ௫ሻ
଴

 .ቚቅݕሻ݀ݕሺߚሻݔሺߨ
  رت بندي مي كنيم:اكنون ادعاي خود را بصورت زير صو

   ሻ୬	BCሺԹା	حداقل يك جواب در فضاي )3.  2( آنگاه دستگاه معادلاتبالا برقرار باشند،   4- 1شرايط  اگر :301قضيه 
  دارد.

,ܨابتدا عملگرهاي برهان  :ܩ ሺԹାሻܥܤ ൈ ⋯ൈ ሺԹାሻܥܤ →   هايرا با ضابطه  Ωو   ሺԹାሻܥܤ
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,	ଵݑሺܨ … , ሻݔሻሺ	௡ݑ

ൌ ൫݄ሺݔ, ⋯,ሻ൯ݔሺߦ൫	ଵݑ , ൯,න	ሻ൯ݔሺߦ൫	௡ݑ
ఉሺ௫ሻ

଴
݃ሺݔ, ,ݕ ⋯,ሻሻݕሺߟሺ	ଵݑ ,  								,	ݕሻሻ݀ݕሺߟሺ	௡ݑ

  
,	ଵݑሺܩ … , ሻݔሻሺ	௡ݑ

ൌ 	 ൫	݂ሺݔ, ⋯,ሻ൯ݔሺߥ൫	ଵݑ , ,	൯	ሻ൯ݔሺߥ൫	௡ݑ න
ఉሺ௫ሻ

଴
,ݔሺݍ ,ݕ ⋯,ሻሻݕሺߛሺ	ଵݑ ,  										,ݕሻሻ݀ݕሺߛሺ	௡ݑ

                       
                               

Ωሺݐሻ ൌ ሻݐሺܨ ൈ )ሻ.                                                              )4  .3ݐሺܩ  

  داريم :  4-1كنيم. اكنون با به كار گيري مفروضات تعريف مي
  

,	ଵݑሺܨ| … ,    																																																																																																																							|ሻݔሻሺ	௡ݑ
      ൑ ቚ൫݄ሺݔ, ⋯,ሻ൯ݔሺߦ൫	ଵݑ , ,൯	ሻ൯ݔሺߦ൫	௡ݑ ׬

ఉሺ௫ሻ

଴ ݃ሺݔ, ,ݕ ⋯,ሻሻݕሺߟሺ	ଵݑ , 		ݕሻሻ݀ݕሺߟሺ	௡ݑ െ

																																					݄ሺݔ, 0,0ሻቚ 	൅ |݄ሺݔ, 0,0ሻ|																																																															              	  
൑																																																																																																																								 

								ܸିଵ 	ቆ߮ሺܸ	maxሼ	หݑଵ	൫ߦሺݔሻ൯,⋯ , ,ሻ൯หݔሺߦ൫	௡ݑ ቤቆ	න
ఉሺ௫ሻ

଴
݃ሺݔ, ,ݕ

⋯,ሻሻݕሺߟሺ	ଵݑ																																																																																										 , ቇቤሽሻቇݕሻሻ݀ݕሺߟሺ	௡ݑ ൅ N 

 

									൑ ܸିଵ 	ቀ߮൫ܸ	൫max	ሼ	หݑଵ	൫ߦሺݔሻ൯,⋯ , ,ሻ൯หݔሺߦ൫	௡ݑ |Z|ൟ൯ቁ 			൅ 	N																								 

  

								൑ ܸିଵ	൫߮ሺܸ	ሺmax 	ሼ	∥ 	 	ଵݑ 	 ∥	 , … , ∥ 	 	௡ݑ 	 ∥, |Z|ሽሻ൯ 			൅ N	.																																			 
                                                                                                                                            بنابراين ،

  

∥ ,	ଵݑሺܨ	 … , ሻ	௡ݑ 	 ∥	൑ ܸିଵ	൫߮ሺܸ	ሺmaxሼ	∥ 	 	ଵݑ 	 ∥	 , … , ∥ 	 	௡ݑ 	 ∥, Z	ሽሻ൯ ൅ N.																										 

)5  .3(  
  به و به طريق مشا

∥ ,	ଵݑሺܩ … , ሻ	௡ݑ 	 ∥	൑ ܸିଵ	൫߮ሺܸ	ሺmaxሼ	∥ 	 	ଵݑ 	 ∥	 , … , ∥ 	 	௡ݑ 	 ∥, Z	ሽሻ൯ ൅ N.																										 

)6  .3(  
ΩሺBഥ୰଴ሻ௡نشان مي دهند كه  301قضيه  4) و  شرط 3.  6) ، (3.  5نامساوي هاي ( ⊆ Bഥ୰଴ .  

ߝپيوسته است. براي اين منظور فرض مي كنيم  ሺBഥ୰଴ሻ௡روي  Ωاكنون نشان مي دهيم  ൐ دلخواه باشد و  0
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ሺݎଵ	, … , ሻ	௡ݎ ∈ ሺBഥ୰଴ሻ௡   را انتخاب مي كنيم. بعلاوهሺ݉ଵ	, … ,݉௡	ሻ ∈ ሺBഥ୰଴ሻ௡را به قسمي در نظر مي گيريم كه،  
‖݉ଵ	 െ ,‖	ଵݎ … , ‖݉௡	 െ ‖	௡ݎ ൏  ߝ

  :برآورد زير را داريم در اين صورت
  

,	ሺ݉ଵܨ| … ,݉௡	ሻሺݔሻ െ ,	ଵݎሺܨ … ,                                                                             = |ሻݔሻሺ	௡ݎ

ተ
ተ
݄ ቀݔ,݉ଵ	൫ߦሺݔሻ൯, … ,݉௡	൫ߦሺݔሻ൯ቁ ,න

ఉሺ௫ሻ

଴
݃ ቀݔ, ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵ݉,ݕ … ,݉௡	൫ߟሺݕሻ൯ቁ 								ݕ݀

														െ݄ ቀݔ, ,ሻ൯ݔሺߦ൫	ଵݎ … , ሻ൯ቁݔሺߦ൫	௡ݎ ,න
ఉሺ௫ሻ

଴
݃൫ݔ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݎ … , ݕሻሻ൯݀ݕሺߟሺ	௡ݎ

ተ
ተ 

 

൑ ܸିଵ 	ቀ߮൫ܸ	൫max	ሼ ห݉ଵ	൫ߦሺݔሻ൯ െ ,		ሻ൯ݔሺߦ൫	ଵݎ … ,݉௡	൫ߦሺݔሻ൯ െ             ,หൟ൯ቁ	ሻ൯ݔሺߦ൫	௡ݎ

 

ቮቆන
ఉሺ௧ሻ

଴
݃ ቀݔ, ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵ݉,ݕ … ,݉௡	൫ߟሺݕሻ൯ቁ ቇ				ݕ݀ െ		ቆන

ఉሺ௧ሻ

଴
݃൫ݔ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݎ … ,  ቮ			ቇݕሻሻ൯݀ݕሺߟሺ	௡ݎ

 

൑ ܸିଵ 	ቀ߮൫ܸ	൫max	ሼ	ห݉ଵ	൫ߦሺݔሻ൯ െ	ݎଵ	൫ߦሺݔሻ൯ห, … , ห݉௡	൫ߦሺݔሻ൯ െ           ,หൟ൯ቁ	ሻ൯ݔሺߦ൫	௡ݎ

 

ቮቆන
ఉሺ௧ሻ

଴
݃ ቀݔ, ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵ݉,ݕ … ,݉௡	൫ߟሺݕሻ൯ቁ ቇ				ݕ݀ െ		ቆන

ఉሺ௧ሻ

଴
݃൫ݔ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݎ … ,  .ቮ			ቇݕሻሻ൯݀ݕሺߟሺ	௡ݎ

  :فرض كنيد

߱௥଴
் ሺ݃, ሻߝ ൌ sup ൜

|݃ሺݔ, ,	ଵ݉,ݕ … ,݉௡	ሻ െ ݃ሺݔ, ,ݕ ,	ଵݎ … , :|ሻ	௡ݎ x ∈ ሾ0, ܶሿ, ݕ ∈ ሾ0, ,ሿ்ߚ
			|݉ଵ	 െ |	ଵݎ ൅ ⋯൅	|݉௡	 െ |	௡ݎ ൑ ,	௜݉			,	ߝ 	௜ݎ ∈ ሾെݎ଴	, ሿ	଴ݎ

ൠ 

  
:ሻݐሺߚ } sup		=			்	ߚ		 t	 ∈ ሾ0, ܶሿ }. 

    
,ሾ0ثابت و دلخواه در بازه    tاي هر بنابراين بر ܶሿ  : داريم  

,	ሺ݉ଵܨ| … ,݉௡	ሻሺݔሻ െ ,	ଵݎሺܨ … , |ሻݔሻሺ	௡ݎ 			
൑ 				ܸିଵ	൫߮൫ܸ	൫max	ሼ	ห݉ଵ	൫ߦሺݔሻ൯ െ	ݎଵ	൫ߦሺݔሻ൯ห, … , ห݉௡	൫ߦሺݔሻ൯ 				

െ ,หൟ൯	ሻ൯ݔሺߦ൫	௡ݎ ௥଴்߱	ߚ		
் ሺ݃,  ൯	ሻߝ

					)7  .3(                 
,ሾ0روي  ݃با استفاده از پيوستگي  ܶሿ ൈ ሾ0, βሺTሻሿ ൈ ሾെݎ଴, ሻߝሺ߱شود كه نتيجه مي ሿ௡ݎ → ߝوقتي كه   0 → 0 .

دقيقا مشابه با اين  است. ሺBഥ୰଴ሻ௡	يك تابع پيوسته  روي  ܨهاي بالا ايجاب مي كنند كه  	نامساوي) و 3.  7از اين رو (
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Ωاست. لذا   ሺBഥ୰଴ሻ௡	يك تابع پيوسته  روي  ܩه مي شود كه  اثبات نتيج ൌ ܨ ൈ   ሺBഥ୰଴ሻ௡	روي يك تابع پيوسته  ܩ	
 است.

ߝ ,ܶكنيم  فرض كند.صدق مي 205 شرايط نتيجه تمام در Ωاكنون بايد نشان دهيم   ∈ Թା  وଵܺ, … , ܺ୬ مجموعهزير
ଶݔ ,ଵݔ	 باشند. ത௥ܤاز  و كرانداري هاي ناتهي ∈ ሾ0, ܶሿݔ|كنيم كه را به قسمي انتخاب ميଵ െ |ଶݔ ൑ . بدون كاستن ߝ

ଵሻݔሺߚ 	 كنيماز كليت فرض مي ൏ ,ଵݑሺدر اين صورت براي  .ଶሻݔሺߚ … , ୬ሻݑ ∈ ଵܺ ൈ … .ൈ ܺ୬ : داريم 

  
,ଵݑሺܨ| … , ଶሻݔ୬ሻሺݑ െ ,ଵݑሺܨ … , |ଵሻݔ୬ሻሺݑ ൑                                                             

         

	ܸିଵ	ሺ	߮	ሺ	ܸ			 ቮ
݄ ቀݔଶ, ,ଶሻ൯ݔሺߦଵ൫ݑ … , ଶሻ൯ቁݔሺߦ൫	௡ݑ , ׬

ఉሺ௫మሻ
଴ ݃ ቀݔଶ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݑ … , ሻ൯ቁݕሺߟ൫	௡ݑ 								ݕ݀

														െ݄ ቀݔଵ, ,ଶሻ൯ݔሺߦ൫	ଵݑ … , ଶሻ൯ቁݔሺߦ൫	௡ݑ , ׬
ఉሺ௫మሻ
଴ ݃൫ݔଶ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݑ … , ݕሻሻ൯݀ݕሺߟሺ	௡ݑ

ቮ   

																																																																																 

൅						 ቮ
݄ ቀݔଵ, ,ଶሻ൯ݔሺߦଵ൫ݑ … , ଶሻ൯ቁݔሺߦ൫	௡ݑ , ׬

ఉሺ௫మሻ
଴ ݃ ቀݔଶ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݑ … , ሻ൯ቁݕሺߟ൫	௡ݑ 								ݕ݀

														െ݄ ቀݔଵ, ,ଵሻ൯ݔሺߦ൫	ଵݑ … , ଵሻ൯ቁݔሺߦ൫	௡ݑ , ׬
ఉሺ௫మሻ
଴ ݃൫ݔଶ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݑ … , ݕሻሻ൯݀ݕሺߟሺ	௡ݑ

ቮ       

 

												൅							 ቮ
݄ ቀݔଵ, ,ଵሻ൯ݔሺߦଵ൫ݑ … , ଵሻ൯ቁݔሺߦ൫	௡ݑ , ׬

ఉሺ௫మሻ
଴ ݃ ቀݔଶ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݑ … , ሻ൯ቁݕሺߟ൫	௡ݑ 								ݕ݀

														െ݄ ቀݔଵ, ,ଵሻ൯ݔሺߦ൫	ଵݑ … , ଵሻ൯ቁݔሺߦ൫	௡ݑ , ׬
ఉሺ௫భሻ
଴ ݃൫ݔଶ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݑ … , ݕሻሻ൯݀ݕሺߟሺ	௡ݑ

ቮ  

 
 

												൅						 ቮ
݄ ቀݔଵ, ,ଵሻ൯ݔሺߦଵ൫ݑ … , ଵሻ൯ቁݔሺߦ൫	௡ݑ , ׬

ఉሺ௫భሻ
଴ ݃ ቀݔଶ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݑ … , ሻ൯ቁݕሺߟ൫	௡ݑ 								ݕ݀

														െ݄ ቀݔଵ, ,ଵሻ൯ݔሺߦ൫	ଵݑ … , ଵሻ൯ቁݔሺߦ൫	௡ݑ , ׬
ఉሺ௫భሻ
଴ ݃൫ݔଵ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݑ … , ݕሻሻ൯݀ݕሺߟሺ	௡ݑ

ቮ  

 
      

൑ ܸିଵ		൫߮ሺܸ	ሺ		|ݔଶ െ |ଵݔ 	൅		 หݑଵ൫ߦሺݔଶሻ൯ െ ,		ଵሻ൯ݔሺߦଵ൫ݑ … , ଶሻ൯ݔሺߦ൫	௡ݑ െ	ݑ௡	൫ߦሺݔଵሻ൯ห		൯  
 

  +	ቚ׬
ఉሺ௫మሻ
ఉሺ௫భሻ

݃൫ݔଶ, ,ݕ ,ሻ൯ݕሺߟ൫	ଵݑ … , ሺTሻ ߱௥బߚ + ቚݕሻሻ൯݀ݕሺߟሺ	௡ݑ
் ሺ݃,  ሻߝ

 
		൑ 	ܸିଵ	ሺ	߮ሺܸ	ሺ		|ݔଶ െ |ଵݔ 															

൅ 	൫max	ሼ	หݑଵ൫ߦሺݔଶሻ൯ െ	ݑଵ൫ߦሺݔଵሻ൯ห, … , หݑ୬൫ߦሺݔଶሻ൯ െ	ݑ୬൫ߦሺݔଵሻ൯	หൟ		ሻ 
 

ଶሻݔሺߚ ) + െ ௥బܩ (ଵሻݔሺߚ
் ሺ݃, ሺTሻ ߱௥బߚ +  ሻߝ

் ሺ݃,  ሻߝ

)8  .3(           

  كه در آن
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்߱ሺߤ, ሻߝ ൌ supሼ|ߤሺݐଶሻ െ :|ଵሻݐሺߤ ,ଵݐ ଶݐ ∈ ሾ0, ܶሿ, ଵݐ| െ |ଶݐ ൑  ,ሽߝ
 

்߱ሺݔ, ்߱ሺߤ, ሻሻߝ ൌ supሼ|ݔሺݐଵሻ െ :|ଶሻݐሺݔ ,ଵݐ ଶݐ ∈ ሾ0, ܶሿ, ଵݐ| െ |ଶݐ ൑ ்߱ሺߤ,  ,ሻሽߝ
 

ሺTሻߚ ൌ sup	ሼ	ߚሺtሻ 	 ∶ t ∈ ሾ0, ܶሿሽ 
 

௥బܩ
் ሺ݃, ሻߝ ൌ sup	ሼ|݃ሺx, ܽ, ,ଵݑ … , :|୬ሻݑ x ∈ ሾ0, ܶሿ, ܽ ∈ ሾ0, ,ሺTሻሿߚ ,ଵݑ … , ୬ݑ ∈ ሾെݎ଴,  		଴ሿሽݎ

  
																													                                 

߱௥బ
் ሺ݃, ሻߝ

ൌ sup ൜
|݃ሺݔଶ, ܽ, ,ଵݑ … , ୬ሻݑ െ ݃ሺݔଵ, ܽ, ,ଵݑ … , :|୬ሻݑ ,ଵݔ ଶݔ ∈ ሾ0, ܶሿ, ଵݔ| െ |ଶݔ ൑ ,ߝ ܽ ∈ ሾ0, ,ሺTሻሿߚ
,ଵݑ … , ୬ݑ ∈ ሾെݎ଴, ଴ሿݎ

ൠ																				 

   
,ଵݑሺچون  … , ଵܺيك عضو دلخواه  ୬ሻݑ ൈ …ൈ ܺ୬ ) است لذا 3.  8در (  

߱௅ሺܨሺ ଵܺ ൈ …ൈ ܺ୬	ሻ, ሻߝ 					
൑ 		 		ܸିଵ	ሺ		߮ሺܸ	ሺ		|ݔଶ െ |ଵݔ 	
൅	ሺmax	ሼ	்߱ሺݑଵ, ்߱ሺߦ, ,ሻሻߝ … , ்߱ሺݑ௡, ்߱ሺߦ,  ሻ	ሻሻሽߝ

ଶሻݔሺߚ ) +                         െ ௥బܩ (ଵሻݔሺߚ
் ሺ݃, ሺTሻ ߱௥బߚ + ሻߝ

் ሺ݃,                              .ሻߝ

    )9  .3(        
,ሾ0روي 	g	پيوستگي يكنواخت حال Tሿ ൈ ሾ0, βሺTሻሿ ൈ ሾെr଴, r଴ሿ୬   وβ روي ሾ0, Tሿ كه  كندمي ايجاب

ω୰బ
୘ ሺg, εሻ → βሺxଶሻ) و  0 െ βሺxଵሻ)G୰బ

୘ ሺg, εሻ → εوقتي  0 →  روي β	و	ξ. همچنين پيوستگي يكنواخت 0
	ሾ0, Tሿ  ايجاب مي كندω୐ሺξ, εሻ → 0 ،ω୐ሺβ, εሻ → εوقتي   0 → ε) وقتي 3.  9( بنابراين با حد گرفتن در .0 →

    داريم : 0
߱଴
்൫ܨሺ ଵܺ ൈ …ൈ ܺ୬ሻ൯ ൑ ܸିଵሺ	߮ሺܸ	ሺ	ሺmax	ሼ	߱଴

்ሺ ଵܺሻ, … , ߱଴
்ሺܺ୬ሻሽ	ሻ																											    

   )10  .3(       
ܶ)3.  10(حال اگر در  →   آنگاه 		∞

															߱଴൫ܨሺ ଵܺ ൈ …ൈ ܺ୬ሻ൯ ൑ 	ܸିଵሺ	߮ሺܸ	ሺ			ሺmax	ሼ	߱଴ሺ ଵܺሻ, … , ߱଴ሺܺ୬ሻሽሻ									  )11  .3(  
,ଵݑሺبعلاوه براي هر  … , ,୬ሻݑ ሺݒଵ, … , ୬ሻݒ ∈ ଵܺ ൈ …ൈ ܺ୬   ݔو ∈ Թା : دلخواه داريم  

,ଵݑሺܨ| … , ሻݔ୬ሻሺݑ െ ,ଵݒሺܨ … , |ሻݔ୬ሻሺݒ ൑																																																																																		    

ܸିଵ	ሺ	߮	ሺܸ		൫max	ሼ	หݑଵ൫ߦሺxሻ൯ െ	ݒଵ൫ߦሺxሻ൯ห, … , หݑ୬൫ߦሺxሻ൯ 					

െ ,	หൟ	ሺxሻ൯ߦ୬൫ݒ	 ሻනݔሺߨ2
ఉሺ௫ሻ

଴
߸ሺݕሻ݀ݕ		ሻ																						 

)12  .3(  
          و مفهوم قطر يك مجموعه داريم :  )3.  12(حال با استفاده از نامساوي 
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ሺܨ	݉ܽ݅݀ ଵܺ ൈ …ൈ ܺ୬ሻሺݔሻ ൑ 		ܸିଵ	ሺ	߮	ሺܸ			൫max	ሼmax		ሼ 	diam	ܺଵ൫ߦሺxሻ൯, … ,

diam	ܺ୬൫ߦሺxሻ൯ൟ, ሻݔሺߨ2 ׬
ఉሺ௫ሻ
଴ ߸ሺݕሻ݀ݕ		ሻ  

                                                                                                                                      بنابراين ،  
   

.limsup
௫→ஶ

൫ሺܨ݉ܽ݅݀	 ଵܺ ൈ …ൈ ܺ୬ሻ൯ሺݔሻ ൑

										ܸିଵ 	൬	߮	 ൬ܸ	 ൬	max	 	ሼlimsup
௫→ஶ

	diam	 ଵܺሺxሻ, … , limsup
௫→ஶ

	diam	ܺ୬ሺݔሻൠ			൰	൰																ቀ3	.13ቁ	
  

  )3.  13) و  (3.  11سرانجام با تلفيق (
 

ሺܨ൫ߤ ଵܺ ൈ …ൈ ܺ୬ሻ൯ ൌ 		߱଴൫ܨሺ ଵܺ ൈ …ൈ ܺ୬ሻ൯ ൅ limsup
௫→ஶ

ሺܨ݉ܽ݅݀ ଵܺ ൈ …ൈ ܺ୬ሻሺݔሻ					    

																																																								൑ 		ܸିଵ		ሺ	߮ሺܸ				ሺmax	ሼ	߱଴ሺ ଵܺሻ, … , ߱଴ሺܺ୬ሻሽ	ሻ ൅																	    

																																																														ܸିଵ ቆ߮ሺܸ	ሺ		൬max	ሼlimsup
௫→ஶ

	diam	 ଵܺሺxሻ, … , limsup
௫→ஶ

	diam	ܺ୬ሺݔሻൠ	
					

ቇ

         	൑ 		ܸିଵሺ߮ሺܸ				ሺmax	ሼ 	μሺ ଵܺሻ, … , μሺܺ୬ሻሽ	ሻ. 
  پس ،

  
ܸሺߤ	൫ܨሺ ଵܺ ൈ …ൈ ܺ୬ሻ൯ 	൑ ߮ሺܸ			ሺmax	ሼ 	μሺ ଵܺሻ, … , μሺܺ୬ሻሽ 

حداقل يك نقطه ثابت پرشيچ دارد.  ܨتوان گفت كه  مي 205اندازه نافشردگي است. حال با توجه به نتيجه  ߤكه در آن 
Ωሺtሻ	حداقل يك نقطه ثابت پرشيچ دارد. لذا  نيز ܩث بالا مي توان نتيجه گرفت كه مشابه مباح ൌ Fሺtሻ ൈ  ሻݐሺܩ	

  حداقل يك نقطه ثابت پرشيچ دارد. و اثبات تمام است.نيز
 

  مثال -4
  .در اين بخش يك مثال براي بررسي وجود جواب براي  يك دستگاه از معادلات انتگرالي از نوع تصادفي ارائه مي دهيم

  دستگاه معادلات انتگرال تابعي زير را در نظر مي گيريم :1.4مثال 
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ە
ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
۔

ۖ
ۖ
ۖ
ۖ
ۓ

											

	 ଵܷሺxሻ ൌ
ଵ

ହ
݁ି௫

మ
൅

ଵ

ଷ

∑ 	ೠ౟ሺ౮ሻ
೙
೔సభ
ళశೣ

ଵା
∑ 	ೠ౟ሺ౮ሻ
೙
೔సభ
ళశೣ

൅
ଵ

ଷ
	
׬

೐షሺೣశ೤ሻ೎೚ೞమሺ∑ 	ೠ౟ሺ౯ሻሻ
೙
೔సభ 							

ౙ౥౩౞	ሺళ∑ 	ೠ౟ሺ౯ሻሻ
೙
೔సభ

	
ೣమ				
బ ௗ௬

ଵା׬
೐షሺೣశ೤ሻ೎೚ೞమሺ∑ 	ೠ౟ሺ౯ሻሻ

೙
೔సభ 							

ౙ౥౩౞	ሺళ∑ 	ೠ౟ሺ౯ሻሻ
೙
೔సభ

	
ೣమ				
బ ௗ௬

																																																																⋮

	ܷ୬ሺxሻ ൌ
ଵ

ହ
݁ି௫

మ
൅

ଵ

ଷ
	

∑ 	ೠ౟ሺ౮ሻ
೙
೔సభ
ళశೣ

ଵା
∑ 	ೠ౟ሺ౮ሻ
೙
೔సభ
ళశೣ

൅
ଵ		

ଷ

׬
೐షሺೣశ೤ሻ೎೚ೞమሺ∑ 	ೠ౟ሺ౯ሻሻ

೙
೔సభ 							

ౙ౥౩౞	ሺళ∑ 	ೠ౟ሺ౯ሻሻ
೙
೔సభ

	
ೣమ				
బ ௗ௬

		ଵା׬
೐షሺೣశ೤ሻ೎೚ೞమሺ∑ 	ೠ౟ሺ౯ሻሻ

೙
೔సభ 							

ౙ౥౩౞	ሺళ∑ 	ೠ౟ሺ౯ሻሻ
೙
೔సభ

	
ೣమ				
బ ௗ௬

             )1  .4(  

 
  ) است.3.  2انتخاب هاي زير به آساني ديده مي شود كه اين دستگاه يك حالت خاص از دستگاه معادلات انتگرال (با 

݄ሺݔ, ,ଵݑ ,ଶݑ … ௡ሻݑ ൌ
1
5
݁ି௫

మ
൅
1
3
	
Uଵ

1 ൅ Uଵ
൅⋯൅

1
3
	
U௡

1 ൅ U௡
 

  

݃ሺݔ, ,ݕ ,ଵݑ … , ሻ	௡ݑ ൌ
݁ିሺ௫ା௬ሻܿݏ݋ଶሺ∑ ୧ሺyሻሻݑ	

௡
௜ୀଵ 							

cosh	ሺ7∑ ୧ሺyሻሻݑ	
௡
௜ୀଵ

 

 
						݂ሺݔ, ,ଵݑ ,ଶݑ ௡ሻݑ… ൌ 1 

 
ሻݐሺߦ ൌ t, ሻݐሺߟ ൌ t,			ߚሺݐሻ ൌ tଶ,			ݐ ൒ 0 

  
                                                         را بررسي مي كنيم.                                301حال شرط هاي قضيه 

 
|݄ሺݔଵ, ߷ଵ		, …	, ߷୬ሻ െ ݄ሺݔଶ, ,		ଵߪ		 … ,   |୬ሻߪ

 

൑ ln
ሾ	݁

ଵ
ହ|௫భି௫మ|ା

ଵ
ଷ	ฬ

୳భ
ଵା୳భ

ା⋯ା	
௨೙

ଵା௨೙
	ି		

୳ᇲభ
ଵା௨ᇲభ

	ି	⋯ି		
୳ᇲ೙

ଵା௨೙ᇲ
	ฬ
ሿ
ଵ
ଷ				

3
		 

 
 

൑		 ln ሾ	ࢋ
૚
૞ห࢞૚ష࢞૛ห	శ	

૚
૜	ቤ

૚࢛૚షܝ
ᇲ

൫૚శܝ૚൯൫૚శ࢛૚
ᇲ൯
			ቤ	శ⋯శ			ቤ

ᇲ࢔࢛ష࢔ܝ

൫૚శܝ૚൯൫૚శ࢔࢛
ᇲ൯
			ቤ
							ሿ

૚
૜

૜
 

 

                          ൑		 ln
ሾ	ࢋ૚శห࢞૚ష࢞૛ห	శ	ܠ܉ܕ	ሼ	ห		ܝ૚ష࢛૚

ᇲ	ห	శ⋯శ			ห	࢔ܝష࢔࢛ᇲ		ห	ሽ			ሿ
૚
૜

૜
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൑		 ln
ሾ	ࢋ૚శห࢞૚ష࢞૛หశܠ܉ܕ		ሼ		|		ഞభ		ష		഑భ			|	శ⋯శ			|ഞ೙ష഑೙		|	ሽ				ሿ

૚
૜

૜
 

 
 پس

|݄ሺݔଵ, ߷ଵ		, …	, ߷୬ሻ െ ݄ሺݔଶ, ,		ଵߪ		 … ,  |୬ሻߪ
 

	൑ 	ܸିଵ	ሺ߮ሺሺܸ|ݔଵ െ |ଶݔ ൅ maxሼ	|		߷ଵ		 െ |			ଵߪ	 	൅ ⋯൅		 |߷௡ െ  |ሻ		௡ߪ
 

ሻݔሺ߮ آن كه در ൌ
௫		

భ
య

ଷ
					,					ܸ	ሺxሻ ൌ ݁௫			.  

																																																																														 
  بعلاوه   

N ൌ supሼ|݄ሺݔ, 0,⋯ ,0ሻ|: ݔ ∈ Թାሽ ൌ sup ቄቚ
ଵ

ହ
݁ି௫

మ
ቚ : ݔ ∈ Թାቅ ൑ 0.2. 

                    همچنين                                                                                                                       

              

|݄ሺݔ, ,ݕ ,ଵݑ … , |௡ሻݑ 	ൌ 	 ቤ		
݁ିሺ௫ା௬ሻܿݏ݋ଶሺ∑ ୧ሺyሻሻݑ	

௡
௜ୀଵ 							

cosh	ሺ7∑ ୧ሺyሻሻݑ	
௡
௜ୀଵ

	ቤ					 

 

																																																																		൑ 			 ݁ିሺ௫ା௬ሻ																																																																				 
  

ሻݔሺߨ                                                  ൌ ݁ି௫	, ߸ሺݕሻ ൌ ݁ି௬			   
                بنابراين ،                                           

 از طرفي،

  

		Z ൌ sup ቄቚ׬
ఉሺ௫ሻ
଴ ቚቅݕሻ݀ݕሻ߸ሺݔሺߨ ൌ sup ቄቚ׬

௫మ

଴ ݁ିሺ௫ା௬ሻ݀ݕቚ ∶ ,ݔ		 ݕ ൒ 0ቅ 	≅ 0.2338												    
     

ݎ   همچنين براي هر  ൒ 0   

ܸିଵ	ሺ߮ሺܸሺmax	ሼ r, Zሽሻሻሻ ൅ ܰ ൌ ln
ሾ	ܠ܉ܕࢋሼ	ܚ		,					బ.మయయఴሽ			ሿ

૚
૜

૜
൅ 0.2 ൑ ln	ሺ	

	ቄࢋ	
࢘
૜	ቅ

૜
	ሻ ൅ 0.2 ൑ 3.2 

 

) حداقل يك جواب در 4.  1( اه معادلات انتگرالبرقرار است و دستگ 301بنابراين تمام شرايط قضيه 
ሺԹାሻ൯ܥܤ	൫	فضاي

௡
 .دارد 	

݅	 )  مقدار3.  2معادلات انتگرالي (دستگاه اگر در  : 2.4تبصره   ൌ   ا نتخاب شود و  2
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݄ሺݐ, ,ଵݑ ,ଶݑ … ௡ሻݑ ൌ
1
8
݁ି௧

మ
൅		

ଶݐ lnሺ1 ൅ ሻ|ሻݐሺݔ|

6ሺ2 ൅ ଶሻݐ
	൅					

݁ି୲ lnሺ1 ൅ ሻ|ሻݐሺݕ|

4
												 

																																																									൅lnሺ	1

൅	
1
3
			න

ሺ1	݊݅ݏ ൅ ሻݑሺݕݑ ൅ 							ሻݑሺݔݑଶሺݏ݋ܿ

݁௧మ
	

௧				

଴
 												ሻ	ݑ݀

  
݂ሺݐ, ,ଵݑ ,ଶݑ … ௡ሻݑ ൌ 1 

 

   )  ما تعميم و توسيع كار آنهاست.3.  2دستگاه معادلات انتگرالي (مي رسيم.  لذا ሾ9ሿ	مرجع   در 3.  2  به مثال
  

  يريگ يجهنت -4
دستگاه معادلات وسيع ت يج بدست آمده از اين تحقيق) حداقل يك جواب دارد و نتا3.  2دستگاه معادلات انتگرالي (

  است. ሾ9ሿ	انتگرالي بررسي شده در مرجع 
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