
  
  

Numerical Solution of an Inverse Problem for Fourth Order Parabolic 
Equation with Integral Boundary Condition Using  

Operational Matrices 

Kamal Rashedi 	 

Department of Mathematics. University of Sciences and Technology of Mazandaran. Behshahr. Iran.  
 E-mail: k.rashedi@mazust.ac.ir 

Article Info ABSTRACT 
Article type: 
Research Article 
 
 
Article history:  
Received: 22 October 2022 

Received in revised form: 
    6 June 2023 
Accepted:10 September 2023 
Published online: 
   29 February 2024 
     
 
 
Keywords:  
Inverse parabolic equation,  
Tikhonov regularization, 
Spectral method, 
Orthonormal Bernstein bases. 
	
 

Introduction
We ponder the following one-dimensional fourth-order parabolic equation 
,ݔ௧ሺݑ ሻݐ ൅ ,ݔ௫௫௫௫ሺݑ ሻݐ ൌ ݂ሺݐሻ, ሺݔ, ሻݐ ∈ ்ܳ, (1) 

with the homogeneous boundary conditions 
  

,௫ሺ0ݑ ሻݐ ൌ ,௫ሺ1ݑ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ0ݑ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ1ݑ ሻݐ ൌ 0,
ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ 

(2) 

and extra measurements 

න ,ݔሺݑ ሻݐ
்

଴
ݐ݀ ൌ ݃ሺݔሻ, ݔ ∈ ሾ0,1ሿ, 

(3) 

  
,∗ݔሺݑ ሻݐ ൌ ݄ሺݐሻ, ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ, (4) 

 
to approximate the unknown functions ሺ݂ሺݐሻ, ,ݔሺݑ ሻሻݐ . The system of 
equations ሺ1ሻ െ ሺ4ሻ, appears in the study of a wide range of problems 
derived from physics, chemistry, biology and engineering. The parabolic 
equations of the fourth order are used to create a balance between 
removing noise and preserving the edge and preventing blocky effects in 
image processing. We can also point to famous equations such as Cahn-
Hilliard and Kuramoto-Sivashinsky equations which are very important in 
describing instabilities in dynamical systems derived from physical and 
chemical phenomena. Investigations regarding the existence and 
uniqueness of the solution, regularity and presentation of strong and weak 
solutions for some parabolic equations of the fourth order have been done 
in several articles. Moreover, various numerical methods such as finite 
difference method, finite element method and spline approximation 
method have been used to solve these equations. 

Material	and	Methods	
The	 sufficient	 conditions	 of	 the	 existence	 and	 uniqueness	 of	 the	
solution	 for	 the	 considered	 inverse	 problem	 are	 established.	 A	
spectral	technique	based	on	the	application	of	operational	matrices	of	
differentiation	 is	 applied	 for	 recovering	 the	 unknown	 functions.	
Numerical	 simulations	 are	 included	 to	 show	 the	 efficiency	 of	 the	
proposed	method.	

Results	and	discussion	
By using the Fourier method and applying the assumptions of the problem, 
we prove the existence and uniqueness of the classical solution for the 
inverse problem expressed in equations ሺ1ሻ െ ሺ4ሻ. Then, we present an 
accurate and stable numerical algorithm to determine the unknown 
functions of the problem in the presence of accurate and contaminated 
input boundary data. It can be seen that by employing the proposed 
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method, satisfactory results are obtained such that in the presence of the 
exact initial and boundary data, the unknown functions are excellently 
retrieved and regarding the noisy boundary data the obtained 
approximations deviate from the analytical solution almost proportional 
to the amount of introduced noise. 

Conclusion	
From this study, following concluding remarks were drawn.	

 The solvability of the inverse problem is proved.	
 An efficient numerical method is applied for approximating the 

unknown functions. In fact, the main problem is reduced to a 
linear system of algebraic equations which can be easily solved 
to get satisfactory findings. The technique can be developed for 
solving a broad class of initial/boundary value problems.	

 We tested the numerical stability of the solution when dealing 
with noisy boundary conditions. It is seen that by applying the 
Tikhonov regularization method, robust and reliable solutions 
are achieved.

  
How to cite: Rashedi. K.. (2023). Numerical Solution of an Inverse Problem for Fourth Order Parabolic Equation 
with Integral Boundary Condition Using Operational Matrices. Mathematical Researches. 9 (4). 225 – 239. 
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حل عددي يك مسئله معكوس براي معادله سهموي مرتبه چهارم همراه با شرط مرزي 
  هاي عملياتيانتگرالي با استفاده از ماتريس

   1كمال راشدي
  
	k.rashedi@mazust.ac.ir ، ايران. رايانامه:بهشهر، علم و فناوري مازندراندانشگاه ، رياضيگروه . 1
  

 چكيده  اطلاعات مقاله
  اله پژوهشيمقنوع مقاله: 

  
  
	30/7/1401 :افتيدر خيتار

  5/4/1402: بازنگري خيتار
  19/6/1402: رشيپذ خيتار
  10/12/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
  ، مساله معكوس سهموي

   ،سازي تيخونوفمنظم
   ،روش طيفي

  .هاي يكا متعامد برنشتاينپايه

ت راست يك معادله سهموي مرتبه دراين مقاله، مسئله معكوس خطي جهت تقريب عبارت سم
همراه است كه شرايط مرزي همگن بهچهارم مورد مطالعه قرار مي گيرد. در اين مسئله فرض شده

باشند. اي از حوزه مكان معلوم يك شرط انتگرالي روي حوزه زمان و يك شرط موضعي در نقطه
شد. سپس مسئله اوليه را با بادهيم كه اين مسئله داراي جواب يكتا ميدر گام نخست نشان مي

ه به كنيم كه در آن تابع مجهول وابستاستفاده از تبديلاتي مناسب به يك مسئله جديد تبديل مي
زمان به شرايط مرزي منتقل شده و سپس تقريبي طيفي بر اساس روش ريتز براي بازيابي توابع 

شده، يك ت عددي پيشنهاد يافسازي مسئله با استفاده از رهشود. از گسستهمجهول ارائه مي
سازي تيخونوف شود كه براي حل آن از روش منظمدستگاه جبري از معادلات خطي حاصل مي

هاي عددي مويد دقت قابل قبول و پايداري جواب تقريبي سازياست. نتايج شبيهاستفاده شده
  باشند.مي
  
  
  
  
  
  

با  يانتگرال مرزي مرتبه چهارم همراه با  شرط يمعادله سهمو يرابكوس مسئله مع كي يحل عدد). 1402( ؛كمال، راشدي: نام استناد
             .239 – 225)، 4( 9 ،هاي رياضيپژوهش،ياتيعمل يها سيماتراستفاده از 
    

  نويسندگان. ©                                                    دانشگاه خوارزميناشر: 
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 مقدمه -1

سئله معكوس  در اين    ,ݔሺݑሺزير جهت بازيابي توابع مجهول  1مقاله، م ,ሻݐ ݂ሺݐሻሻ  سهموي مرتبه چهارم   2در معادله 
  :استنظر گرفته شده در

,ݔ௧ሺݑ  )1( ሻݐ ൅ ,ݔ௫௫௫௫ሺݑ ሻݐ ൌ ݂ሺݐሻ,				 ሺݔ, ሻݐ ∈ ்ܳ,

  همگن 	شرايط مرزي	همراه به

,௫ሺ0ݑ  )2( ሻݐ ൌ ,௫ሺ1ݑ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ0ݑ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ1ݑ ሻݐ ൌ 0, ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ,

  و شرايط مرزي انتگرالي 

)3(  
න ,ݔሺݑ ሻݐ
்

଴
ݐ݀ ൌ ݃ሺݔሻ,				ݔ ∈ ሾ0,1ሿ,

  صورتاي از حوزه مكان بهو يك شرط موضعي در نقطه

,∗ݔሺݑ  )4( ሻݐ ൌ ݄ሺݐሻ,			 ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ,	

்ܳآن كه در  ൌ ሼሺݔ, ሻ|0ݐ ൏ ݔ ൏ 1; 		0 ൏ ݐ ൑ ܶሽ نه دا ندار از  م بازه     ∗ݔو  ૛ࡾاي كرا طه داخلي از  	يك نق

ሾ0,1ሿ باشد. مي	هاي اوليه و مرزي مسئله برقرار  صورت زير براي داده به  3كنيم كه شرايط سازگاري  چنين فرض ميهم 
  باشند:

)5(  
݃′ሺ0ሻ ൌ ݃′ሺ1ሻ ൌ ݃′′′ሺ0ሻ ൌ ݃′′′ሺ1ሻ ൌ 0, න ݄ሺݐሻ

்

଴
ݐ݀ ൌ ݃ሺݔ∗ሻ,

ــبت به متغير   معادلات ديف    ــتقات جزيي مرتبه چهارم نس ــيل با مش ــايل   مكانيرانس ــيعي از مس در مطالعه طيف وس
مرتبه  يهموس معادله طور خاص به .ሾ1‐3ሿشوند  پديدار مي يو مهندس  يشناس   ست يز ،يميش  ك،يزيف شده از برگرفته
 .شودمياستفاده  7ريدر پردازش تصو 6ياز اثرات بلوك يريو جلوگ 5و حفظ لبه 4زيحذف نو نيتعادل ب جهت ايجادچهارم 

شهوري مانند كان چنين ميهم شاره كنيم كه در طبقه       -هيليارد و كروماتو-توانيم به معادلات م سكي  ا شين بندي سيوا
سهموي مرتبه چهارم قرار دارند و از اهميت به  سيستم     معادلات  هاي ديناميكي برگرفته سزايي در توصيف ناپايداري در 

شيميايي برخوردارند هاي فاز پديده مطالعات علمي در زمينه وجود و يكتايي جواب، منظم بودن و ارائه  .ሾ4‐6ሿيزيكي و 
ــده  جواب ــهموي مرتبه چهارم در چندين مقاله انجام ش ــعيف براي معادلات س ــت هاي قوي و ض چنين . همሾ7‐8ሿاس
ش تقريب اســپلاين جهت حل اين هاي عددي گوناگوني نظير روش تفاضــلات متناهي، روش عناصــر متناهي و روروش

																																																								
1 Inverse	problem	
2 Fourth‐order	parabolic	equation	
3 Consistency	condition	
4 Noise	removal 
5 Edge	preservation 
6 Blocky	effects 
7 Image	processing	
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  .ሾ9‐11ሿاست كار برده شدهمعادلات به

ستفاده از روش دراين مقاله سيك     فوريه و به 	، با ا سئله، وجود و يكتايي جواب كلا ضات م سئله   8كارگيري مفرو براي م
ሺ4ሻشده در معادلات  معكوس بيان െ ሺ1ሻ  سپس، الگوريتم عددي دقيق و پايداري را براي بازيابي  را اثبات مي كنيم. 

سازي روش ارائه شده در حل   هاي عددي حاصل از پياده دهيم. در پايان نتايج شبيه سازي  توابع مجهول مسئله ارائه مي 
  .شودهاي عددي ارائه ميمثال

  يكتايي جواب -2

ده شده جواب براي مسئله معكوس دا 10جهت اثبات يكتايي 9كارگيري سري فوريهي مبتني بر بهروش بخش،در اين    
  شود. ارائه مي

ሺ4ሻبا اين فرض كه توابع موجود در معادلات : 2,1قضيه  െ ሺ1ሻ  بوده پيوسته -مشتق پذير ்ܳبه اندازه كافي در دامنه
هاي ورودي مسئله برقرار باشد. آنگاه مسئله معكوس بيان شده در دستگاه معادلات براي داده ሺ5ሻو شرايط سازگار
ሺ4ሻ െ ሺ1ሻ ܥدر  داراي جواب يكتاସ,ଵሺ்ܳሻ .است  

  در گام نخست با معرفي تبديل زير: برهان:

)6(  
,ݔሺݒ ሻݐ ൌ ,ݔሺݑ ሻݐ െ ሻݐሺܨ												,ሻݐሺܨ ൌ න ݂ሺݎሻ݀ݎ,

௧

଴

ሺ4ሻو استفاده از آن در معادلات  െ ሺ1ሻرسيم:صورت زير ميبه انتگرال-ديفرانسيل ارز از معادلات، به دستگاهي هم  

,ݔ௧ሺݒ  )7( ሻݐ ൅ ,ݔ௫௫௫௫ሺݒ ሻݐ ൌ 0,									ሺݔ, ሻݐ ∈ ்ܳ,

  

)8(  
න ,ݔሺݒ ሻݐ
்

଴
ݐ݀ ൌ ݃ሺݔሻ െ න ,ݎሻ݀ݎሺܨ

்

଴
ݔ ∈ ሾ0,1ሿ,

  

,௫ሺ0ݒ  )9( ሻݐ ൌ ,௫ሺ1ݒ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ0ݒ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ1ݒ ሻݐ ൌ 0, ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ,

  

,∗ݔሺݒ  )10( ሻݐ ൌ ݄ሺݐሻ െ ݐ															,ሻݐሺܨ ∈ ሾ0, ܶሿ.

ሺ10ሻفرض كنيد دستگاه معادلات  െ ሺ7ሻ شكل جواب به داراي دو دستهሺݒଶሺݔ, ,ሻݐ ଶ݂ሺݐሻሻ, ሺݒଵሺݔ, ,ሻݐ ଵ݂ሺݐሻሻ 
  آن باشد كه در

																																																								
8 Classical	solution 
9 Fourier	series	
10 Uniqueness	
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)11(  ∀	ሺݔ, ሻݐ ∈ ்ܳ,			 ଵ݂ሺݐሻ ് ଶ݂ሺݐሻ, ,ݔଵሺݒ ሻݐ ് ,ݔଶሺݒ ,ሻݐ

 تعريف اكنون با

,ݔሺݖ ሻݐ ൌ ,ݔଶሺݒ ሻݐ െ ,ݔଵሺݒ ሻݐሺܨ׏							,ሻݐ ൌ න න ଶ݂ሺݎሻ െ ଵ݂ሺݎሻ
௬

଴
,ݕ݀ݎ݀

௧

଴
 

ሺ10ሻو استفاده از آنها در معادلات  െ ሺ7ሻ :داريم  

,ݔ௧ሺݖ  )12( ሻݐ ൅ ,ݔ௫௫௫௫ሺݖ ሻݐ ൌ 0,									ሺݔ, ሻݐ ∈ ்ܳ,

  

)13(  
න ,ݔሺݖ ሻݐ
்

଴
ݐ݀ ൌ െܨ׏ሺܶሻ,											ݔ ∈ ሾ0,1ሿ,

  

,௫ሺ0ݖ  )14( ሻݐ ൌ ,௫ሺ1ݖ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ0ݖ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ1ݖ ሻݐ ൌ 0, ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ,

  

)15(  
,∗ݔሺݖ ሻݐ ൌ െ

݀
ݐ݀
ݐ													,ሻݐሺܨ׏ ∈ ሾ0, ܶሿ.

ሺ15ሻجواب فوريه براي دستگاه معادلات  െ ሺ12ሻ كنيم:صورت زير پيشنهاد ميرا به  

,ݔሺݖ  )16( ሻݐ ൌ ∑ ݃௡ሺݐሻ cos ஶݔߨ݊
௡ୀ଴ ,	

  داريم:ሺ12ሻ در معادله  ሺ16ሻگذاري تقريب كه از جاي

)17(  ݃௡ሶ ሺݐሻ ൅ ሺ݊ߨሻସ݃௡ሺݐሻ ൌ 0 ⟹ ݃௡ሺݐሻ ൌ ௡݁ିߤ
ሺ௡గሻర௧, ∀ ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ.

  توان استدلال كرد كه:مي ،ሺ13ሻ	ሺ16ሻ	و	ሺ17ሻچنين از معادلات هم

  
)18(  

  

଴ܶߤ െ෍ ௡ሼߤ
݁ିሺ௡గሻ

ర் െ 1
ሺ݊ߨሻସ

ሽ cos ݔߨ݊
ஶ

௡ୀଵ
ൌ െܨ׏ሺܶሻ ൌ ݐ݊ܽݐݏ݊݋ܿ

⟹ ଴ߤ ൌ
െ1
ܶ
,ሺܶሻܨ׏ ௡ߤ ൌ 0, ݊ ൒ 1.

  رسيم كه:به اين نتيجه مي ݐگيري نسبت به متغير مشتق و 	،ሺ15ሻ	ሺ16ሻ	و	ሺ18ሻاستفاده از معادلات با اكنون

)19(  െ1
ܶ
ሺܶሻܨ׏ ൌ ,∗ݔሺݖ ሻݐ ൌ

െ݀
ݐ݀

ሻݐሺܨ׏ ⟹ ଶ݂ሺݐሻ െ ଵ݂ሺݐሻ ൌ 0 ⟹ ଶ݂ሺݐሻ ൌ ଶ݂ሺݐሻ,		

 توان استنباط كرد كه:مي ሺ16ሻو  ሺ19ሻ ،ሺ18ሻو نهايتا از 

଴ߤ ൌ 0
ఓ೙ୀ଴,௡ஹଵ
ሳልልልልልሰ ,ݔሺݖ ሻݐ ൌ 0 ⟹ ,ݔଶሺݒ ሻݐ ൌ ,ݔଵሺݒ  						.ሻݐ
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  الگوريتم محاسباتي -3

را ارائه  12اشميت-سازي گرامبا استفاده از فرآيند متعامد 11نشتاينهاي يكامتعامد برنحوه بدست آوردن پايه نخست،
,ሾ0و تعريف شده بر بازه  ݉از درجه  13چندجمله هاي برنشتاين. ሿ13‐12ሾدهيم مي شوند صورت زير ارائه ميبه ሿݍ

ሾ14ሿ.  

)20(  
ሻݏ௜,௠ሺܤ ൌ ቀ

݉
݅
ቁ
ݍ௜ሺݏ െ ሻ௠ି௜ݏ

௠ݍ
,				 ݅ ൌ 0,1,… ,݉.

1	به ازاي 	هاي متعامد برنشتايناشميت، پايه-با استفاده از فرمول گرامحال  ൑ ݊ ൑   شوند:شكل زير توليد ميبه ݉

߮଴∗ሺݏሻ ൌ ሻݏ߮௡∗ሺ			ሻ,ݏ଴,௠ሺܤ ൌ ሻݏ௡,௠ሺܤ െ෍
׬ ݏሻ݀ݏሻ߮௞∗ሺݏ௡,௠ሺܤ
௤
଴

׬ ൫߮௞∗ሺݏሻ൯
ଶ௤

଴ ݏ݀

௡ିଵ

௞ୀ଴

߮௞∗ሺݏሻ, 

,ሾ0بر بازه 	هاي يكامتعامد برنشتايندر نهايت پايه 	عبارتند از: ሿݍ

)21(  
߮௠ሺݏሻ ൌ

߮௠∗ሺݏሻ

ට׬ ൫߮௞∗ሺݏሻ൯
ଶ௤

଴ ݏ݀

ሻሽ௠ୀ଴ݏሼ߮௠ሺقابل ذكر است كه مجموعه 
ஶ  ܮدر فضايଶሾ0,  شكلبه 14كامل هستند و در خاصيت دلتاي كرونكر ሿݍ

  زير صدق مي كنند:

)22(  
න ߮௠ሺݏሻ߮௡ሺݏሻ݀ݏ
௤

଴
ൌ ൜

1 ݂݅ ݉ ൌ ݊,
0 ݂݅ ݉ ് ݊.

فرض كنيد 	صورت زير تعريف مي كنيم.را به ሻݏ௠ሺ߮هاي يكا متعامد ، متناظر با پايه15چنين ماتريس عملياتي مشتقهم
Η்௥ሺݏሻ ൌ ሾ߮଴ሺݏሻ, … , ߮ெሺݏሻሿ ܯدار شامل بر	شده بر بازه پايه يكامتعامد تعريف ሾ0,   باشد. در اينصورت 	ሿݍ

)23(  ݀
ݏ݀
ሻݏሺܪ ≔ ,ሻݏሺܪெܦ

ܯሺاز مرتبه  ሾ15‐16ሿماتريس عملياتي مشتق  ெܦكه در آن  ൅ 1ሻ ൈ ሺܯ ൅ 1ሻ هاي اين باشد. اگر درايهمي
  باتي مختصر خواهيم داشت:تعريف كنيم آنگاه با انجام محاس ௜௝ܪماتريس را با 

)24(  
௜௝ܪ ൌ න Δ௜ሺݏሻ߮௝ሺݏሻ݀ݏ,

௤

଴
				Δ௜ሺݏሻ ൌ

݀
ݏ݀
߮௜ሺݏሻ, ݅, ݆ ൌ 0,1, … .ܯ,

																																																								
11 Orthonormal	Bernstein	Bases	
12 Gram‐Schmidt	procedure	
13 Bernstein	polynomials	
14 Kronecker	delta	property	
15 Operational	matrix	of	differentiation	
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ሺ4ሻاكنون با توجه به اينكه مسائل داده شده در معادلات  െ ሺ1ሻ		 وሺ10ሻ െ ሺ7ሻ است حل معادل هستند، كافي
,ݔሺݒتقريبي براي توابع مجهول  ሺ10ሻموجود در دستگاه ሻݐሺ݂و  ሻݐ െ ሺ7ሻ		 16ارائه گردد. در اين راستا، تقريب ريتز  

  :شودمي صورت زير در نظر گرفتهبه

,ݔ௡,௡ᇱሺݒ  )25( ሻݐ ൌ ݔସሺݔ െ 1ሻସ߶்௥ሺݔሻ߰ܥሺݐሻ, ௡݂ᇱሺݐሻ ൌ ்݀௥߰ሺݐሻ,

,ሾ0و  ሾ0,1ሿهاي ترتيب تعريف شده بر يازههاي يكامتعامد بهپايهبردارهايي متشكل از  ሻݐሺ߰و  ሻݔ௥ሺ்߶كه در آن  ܶሿ 
  شوند:شكل زير نمايش داده ميهستند و به

)26(  ߶்௥ሺݔሻ ൌ ሾ߮଴ሺݔሻ, … , ߮௡ሺݔሻሿ		, ்߰௥ሺݐሻ ൌ ሾ߰଴ሺݐሻ, … , ߰௡ᇱሺݐሻሿ.

  ت زير معرفي مي شوند:صوربردار و ماتريس شامل مجهولات، به ܥو  ௥்݀چنين هم

)27(  
்݀௥ ൌ ሾ݀଴, … , ݀௡ᇲሿ. ܥ ൌ ൥

ܿ଴଴ ⋯ ܿ଴ ௡ᇱ
⋮ ⋱ ⋮
ܿ௡଴ ⋯ ܿ௡௡ᇱ

൩,

,ݔ௡,௡ᇱሺݒتوسط تقريب  ሺ9ሻبرقرار باشد آنگاه شرايط مرزي  ሺ5ሻ 17واضح است كه اگر شرايط سازگاري صورت به ሻݐ
ሺ8ሻ	و	ሺ10ሻاست معادلات در ادامه كافي	شوند.خودكار برآورده مي െ ሺ7ሻ صورت تقريبي به 18به كمك روش هم مكاني

  داريم:  ሺ7ሻو استفاده از معادله  ሺ8ሻاز رابطه  ݔگيري نسبت به برآورده شوند. بدين منظور ابتدا با چهار بار مشتق

,ݔሺݒ  )28( 0ሻ െ ,ݔሺݒ ܶሻ ൌ ݃ሺସሻሺݔሻ,							ݔ ∈ ሾ0,1ሿ.

  يماندهضمنا توابع باق

)29(  ܴଵሺݔ, ,ݐ ,ݔሺݒ ሻሻݐ ≔ ,ݔ௧ሺݒ ሻݐ ൅ ,ݔ௫௫௫௫ሺݒ ,ሻݐ ሺݔ, ሻݐ ∈ ்ܳ,

  

)30(  ܴଶሺݐሻ: ൌ ,∗ݔሺݒ ሻݐ െ ݄ሺݐሻ ൅ ,ሻݐሺܨ ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ,

  

)31(  ܴଷሺݔሻ: ൌ ,ݔሺݒ 0ሻ െ ,ݔሺݒ ܶሻ െ ݃ሺସሻሺݔሻ, ݔ ∈ ሾ0,1ሿ,

௝ݐمكاني همراه نقاط همبه ∈ ሾ0, ܶሿ, ௜ݔ ∈ ሾ0,1ሿ صورت زير معرفي كرده را به  

)32(  
:௜ݔ ൌ

݅
݊ ൅ 2

, :௝ݐ ൌ
݆ܶ

݊ᇱ ൅ 1
, ݅ ൌ 1,… , ݊ ൅ 1, ݆ ൌ 1,… , ݊ᇱ,

,ݔ௧ሺݒهاي زير را براي و سپس تقريب ,ݔ௫௫௫௫ሺݒو  ሻݐ   ارائه مي دهيم: ሻݐ

,ݔ௧ሺݒ  )33( ሻݐ ൎ ݔସሺݔ െ 1ሻସ߶்௥ሺݔሻܦܥ௡ᇲ߰ሺݐሻ.

																																																								
16 Ritz	approximation	
17 Consistency	condition	
18 Collocation	method	
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 233...مرتبه چهارم  يمعادله سهمو يمسئله معكوس برا كي يحل عدد

	

	

  

  
  
  

)34(  

,ݔ௫௫௫௫ሺݒ ሻݐ ൎ ሼݔସሺݔ െ 1ሻସ߶்௥ሺݔሻ൫ܦ௡
ସ൯

்௥

൅ ሺ16ݔସሺݔ െ 1ሻଷ ൅ ݔଷሺݔ16 െ 1ሻସሻ߶்௥ሺݔሻ൫ܦ௡
ଷ൯

்௥

൅ ሺ72ݔଶሺݔ െ 1ሻସ ൅ ݔଷሺݔ192 െ 1ሻଷ

൅ ݔସሺݔ72 െ 1ሻଶሻ߶்௥ሺݔሻ൫ܦ௡
ଶ൯

்௥

൅ ൫96	ݔሺݔ െ 1ሻସ ൅ ݔଶሺݔ576 െ 1ሻଷ ൅ ݔଷሺݔ576 െ 1ሻଶ

൅ ݔସሺݔ96 െ 1ሻ൯߶்௥ሺݔሻܦ௡்௥ ൅ ሺ24ሺݔ െ 1ሻସ

൅ ݔሺݔ	384 െ 1ሻଷ ൅ 864ሺݔ െ 1ሻଶݔଶ ൅ ݔଷሺݔ384 െ 1ሻ
൅ ,ሻݐሺ߰ܥሻሽݔସሻ߶்௥ሺݔ24

ሺ34ሻ،هاي گذاري تقريبپس از جاي െ ሺ33ሻ  در معادلاتሺ31ሻ	و	ሺ29ሻ مكاني و  بكارگيري نقاط هم	ሺ32ሻ در آنها
  صورت زيرهب

)35(  ܴଵ൫ݔ௜, ,௝ݐ ,௜ݔሺݒ ௝ሻ൯ݐ ൌ 0, ܴଷሺݔ௜ሻ ൌ 0,

  رسيمزير مي 19خطي از معادلات جبري به سيستم

ܿܣ  )36( ൌ ܾ,

  شود:ته ميصورت زير درنظر گرفولات بهبردار شامل مجه 	cكه در آن 

)37(  ்ܿ௥ ൌ ൣܿ଴଴, … , ܿ଴௡ᇲ, ܿଵ଴, … , ܿଵ,௡ᇲ, … ܿ௡଴, … , ܿ௡௡ᇲ൧.

  گردد:شكل زير حاصل ميبه ܿ، بردار مجهول 20سازي تيخونوفبا استفاده از روش منظم 	ሺ37ሻ،از حل دستگاه معادلات 

)38(  ܿ ൌ ሺ்ܣ௥ܣ ൅ 													,௥்ܾܣሻିଵܫߛ ߛ ൐ 0,

يافتن به مقدار بهينه اين پارامتر استفاده جهت دست 21شكل-سازي است كه از معيار خم الپارامتر منظم ߛكه در آن 
,ݔ௡,௡ᇱሺݒتابع بنابراين . ሾ17‐18ሿكنيم مي   زير صورتمكاني بهبا استفاده از روش هممشخص شده و در گام بعدي   ሻݐ

)39(  ܴଶ൫ݐ௝൯ ൌ 0 ⟹ ,∗ݔ൫ݒ ௝൯ݐ െ ݄൫ݐ௝൯ ൅ ,௝൯ݐ൫ܨ ௝ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ,

  بردار ،و حل آن

்݀௥ ൌ ሾ݀଴, … , ݀௡ᇲሿ,	

  داريم: ሺ6ሻسپس باتوجه به روابط موجود در معادله 	گردد.مشخص مي ሻݐ௡݂ᇱሺهمراه تابع به

)40(  
,ݔ௡,௡ᇲሺݑ ሻݐ ൌ ,ݔ௡,௡ᇲሺݒ ሻݐ ൅ න ௡݂ᇱሺݎሻ݀ݎ,

௧

଴

																																																								
19 Linear	system	of	algebraic	equation	
20 Tikhonov	regularization	method	
21 L‐curve	criterion	
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 نتايج عددي  -4

مورد بررسي قرار خواهيم آن در حل دو مثال عددي كارگيري را با به 3در بخش  ه شدهئكرد روش ارادر اين بخش عمل
از  ሺ38ሻهاي عددي در محيط نرم افزار متماتيكا انجام شده است. براي حل دستگاه معادلات جبري سازيشبيهداد. 

  است.استفاده شده ݁ݒ݈݋ܵݎܽ݁݊݅ܮدستور 

  :مسئله معكوس زير را در نظر بگيريد .4.1مثال

,ݔ௧ሺݑ  )41( ሻݐ ൅ ,ݔ௫௫௫௫ሺݑ ሻݐ ൌ ݂ሺݐሻ,				 ሺݔ, ሻݐ ∈ ሾ0,1ሿ ൈ ሾ0, ܶሿ,

  

,௫ሺ0ݑ  )42( ሻݐ ൌ ,௫ሺ1ݑ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ0ݑ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ1ݑ ሻݐ ൌ 0, ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ,

  

)43(  
න ,ݔሺݑ ሻݐ
்

଴
ݐ݀ ൌ െ1 ൅ ݁଴.ହ்

మ
൅
ሺ1 െ ݁ିగ

ర்ሻ cos ݔߨ
ସߨ

, ݔ ∈ ሾ0,1ሿ,

  

)44(  
,ሺ0.5ݑ ሻݐ ൌ ݁ݐ

௧మ
ଶ ,		 ݐ ∈ ሾ0, ܶሿ.	

  باشد:هاي تحليلي زير ميدر اين مسئله، هدف تقريب جواب

)45(  
,ݔሺݑ ሻݐ ൌ ݁ିగ

ర௧ cos ݔߨ ൅ ݁ݐ
௧మ
ଶ ,			 ݂ሺݐሻ ൌ ሺ1 ൅ ଶሻ݁ݐ

௧మ
ଶ .

݊،و استفاده از پارامترهاي  3حل پيشنهاد شده در بخش كارگيري راهبا به ൌ ݊ᇱ ൌ 3, ߛ ൌ 10ିଶ	 به مسئله فوق را
ܶپارامتر  وهاي مرزي دقيق (عاري از اغتشاش) داده ازاي ൌ ق را براي تقريب حل كرده و نتايج مربوط به خطاي مطل 1
,ݔሺݑ	و	ሻݐሺ݂  توابع   يعني  ሻݐ

ሻݑሺܧ  )46( ൌ หݑሺݔ, ሻݐ െ ,ݔ௡,௡ᇲሺݑ ,ሻหݐ ሺ݂ሻܧ ൌ |݂ሺݐሻ െ ݂௡ᇲሺݐሻ|,

علاوه، در به اند.هاي مناســب براي توابع مجهولآمدن دقت. نتايج حاصــل، حاكي از بدســتكنيمگزارش مي 1در شــكل 
صل ر  3و  2شكل هاي   شده در تقريب  ا با تاكيد بر افزايش تعداد پايهنتايج عددي حا ستفاده  شاهده مي هاي ا كنيم ها م

,݊كه در آنها روند بهبود دقت عددي با افزايش پارامترهاي    بوضوح قابل مشاهده است.  ′݊
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 235...مرتبه چهارم  يمعادله سهمو يمسئله معكوس برا كي يحل عدد

	

	

  
,ሺ࢚ሻࢌن شكل نتايج مربوط به خطاي مطلق متناظر با تقريب توابع : در اي1 شكل ࢛ሺ࢞, ࢚ሻ با استفاده از پارامترهاي  

࢔  ൌ ᇱ࢔ ൌ ૜, ࢽ ൌ ૚૙ି૛،  اند.هاي ورودي دقيق نشان داده شدهدر معرض داده 

  
,ሺ࢚ሻࢌ: در اين شكل، نتايج مربوط به خطاي مطلق متناظر با تقريب توابع  2 شكل ࢛ሺ࢞, ࢚ሻ با استفاده از پارامترهاي  

࢔  ൌ ᇱ࢔ ൌ ૞, ࢽ ൌ ૚૙ି૛ اند.، در معرض داده هاي ورودي دقيق نشان شده  
	

  
,ሺ࢚ሻࢌ: در اين شكل، نتايج مربوط به خطاي مطلق متناظر با تقريب توابع 3 شكل ࢛ሺ࢞, ࢚ሻ با استفاده از پارامترهاي  

࢔ ൌ ᇱ࢔ ൌ ૠ, ࢽ ൌ ૚૙ି૚ اند.اي ورودي دقيق نشان داده شده، در معرض دادهه  
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شده در معرض داده   رد روش پدر گام بعدي عملك شنهاد  سي قرار مي   ي شاش را مورد برر دهيم. در اين هاي همراه با اغت
   ሾ19‐20ሿگرفته صورت زير در نظرراستا، شرايط مرزي همراه با اختلال را به

)47(  
න ,ݔሺݑ ሻݐ
ଵ

଴
ݐ݀ ൌ െ1 ൅ √݁ ൅

൫1 െ ݁ିగ
ర
൯ cos ݔߨ

ସߨ
൅ ηsin

ݔ
ηଶ
, ݔ ∈ ሾ0,1ሿ,	

  

)48(  
ݑ ൬

1
2
, ൰ݐ ൌ ݁ݐ

௧మ
ଶ ൅ ηsin

ݐ
ηଶ
ݐ					, ∈ ሾ0,1ሿ,

ηو مســئله را به ازاي ضــرايب  ∈ ሼ2 ൈ 10ିଶ, 4 ൈ 10ିଶሽ 4كنيم. نتايج حاصــل از اين مطالعه در شــكل حل مي 
طا ميزان خقبول است زيرا  دهد عملكرد روش در تعامل با اين مقادير نسبتا كوچك قابل  است كه نشان مي  گزارش شده 

كه معادل با افزايش مقدار خطا  ηاند. قابل ذكر است كه با افزايش ضريب   هاي ورودي و خروجي تقريبا متناسب هدر داد
ሺ48ሻدر داده هاي ورودي  െ ሺ47ሻ ،كه مقدار ضــريب مخصــوصــا زماني اســتη ൒ 4 ൈ 10ିଶ هاي اســت، جواب

  كنند. تقريبي رفتار نوساني پيدا مي

ሺ44ሻمعكوس داده شــده در معادلات  در مرحله آخر، مســئله െ ሺ41ሻ ݐبازه زماني را مجددا و اين بار در ∈ ሾ0,2ሿ  به
݊،كنيم. نتيجه حاصل از شبيه سازي عددي را كه به ازاي    هاي مرزي دقيق حل ميازاي داده ൌ ݊ᇱ ൌ 5, ߛ ൌ 0.5 

شكل   .است دست آمده به شكل     نمايش مي 5در  سه با  به دليل تقريب تابع مجهول در ، 2دهيم. بديهي است كه در مقاي
  بزرگتر، دقت عددي كاهش يافته است.دامنه 

  
࢔حاصل شده با استفاده از پارامترهاي  ሺ࢚ሻࢌ، نتايج مربوط به تقريب تابع نمودار: در اين  4 شكل ൌ ᇱ࢔ ൌ ૞  در معرض داده

 ∗∗∗مشخص شده با علامت  است، منحنياست: منحني آبي رنگ جواب دقيق مسئله هاي ورودي همراه با اغتشاش گزارش شده
િ پارامترهاياست كه در آنها  يب حاصل از محاسباتاجو ൌ ૙. ૙૛, ࢽ ൌ ૙. ૙૚ منحني مشخص  . همچنيناستاستفاده شده

િ سازي عددي به ازايشبيهحاصل از  ᴑᴑᴑشده با علامت  ൌ ૙. ૙૝, ࢽ ൌ ૙. ૙૙૙૚ باشد.مي 
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  با استفاده از پارامترهاي ሺ࢚ሻࢌوط به خطاي مطلق متناظر با تقريب توابع ، نتايج مربنمودار: در اين  5 شكل
࢔ ൌ ᇱ࢔ ൌ ૞, ࢽ ൌ ૙. ૞ ست.ااي ورودي دقيق نشان داده شدهه، در معرض داده  

  :مسئله معكوس زير را در نظر بگيريد .4.2مثال

,ݔ௧ሺݑ  )49( ሻݐ ൅ ,ݔ௫௫௫௫ሺݑ ሻݐ ൌ ݂ሺݐሻ,				 ሺݔ, ሻݐ ∈ ሾ0,1ሿ ൈ ሾ0,1ሿ,

  

,௫ሺ0ݑ  )50( ሻݐ ൌ ,௫ሺ1ݑ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ0ݑ ሻݐ ൌ ,௫௫௫ሺ1ݑ ሻݐ ൌ 0, ݐ ∈ ሾ0,1ሿ,

  

)51(  
න ,ݔሺݑ ሻݐ
ଵ

଴
ݐ݀ ൌ cosሺݔߨሻ ݔ				, ∈ ሾ0,1ሿ.

  

)52(  
ݑ ൬

1
3
, ൰ݐ ൌ ݁௧ ൅ 1.5 െ ݐ					.݁ ∈ ሾ0,1ሿ.

و اســتفاده از پارامترهاي  3ه شــده در بخش جواب دقيق اين مســئله در دســترس نيســت. با اســتفاده از روش ارائ   
،݊ ൌ ݊ᇱ ൌ 3, ߛ ൌ 	است.نمايش داده شده 6كنيم كه نتيجه شبيه سازي عددي در شكل مسئله را حل مي 	0.1
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,ሺ࢛࢞همراه خطاي مطلق متناظر با تقريب توابع به ሺ࢚ሻࢌ: در اين شكل، نتايج مربوط به تقريب تابع  6 شكل ࢚ሻ  با استفاده از

࢔ رامترهايپا ൌ ᇱ࢔ ൌ ૜, ࢽ ൌ ૙. ૚ اند.، نمايش داده شده  

  

گيرينتيجه -5 	

دراين مقاله، مسئله معكوس خطي از كلاس معادلات سهموي مرتبه چهارم جهت تقريب تابع وابسته به زمان مورد مطالعه 
انتگرالي و يك شرط  همراه يك شرطهاي قابل دسترس اين مسئله شامل شرايط مرزي همگن بهاست. دادهقرار گرفته

م اين مسئله داراي حواب يكتا است. سپس، مسئله اوليه را با استفاده از با استفاده از آنها نشان دادي موضعي هستند كه
تبديلاتي مناسب به يك مسئله جديد تبديل كرده و در ادامه تقريبي طيفي بر اساس روش ريتز براي بازيابي توابع مجهول 

ازي سسازي شده را به يك دستگاه معادلات خطي تقليل داده و آن دستگاه را از روش منظمگسستهيم. مسئله دادارائه 
	محاسباتي	هزينه	لحاظ	از	روش طيفي	دهد اينهاي عددي نشان ميسازينتايج حاصل از شبيه	ايم.تيخونوف حل كرده

ز ا اند و به دليل استفادهراي دقت مناسبهاي حاصل داسازي روش بسيار آسان است. ضمنا جوابكم هزينه بوده و پياده
  اند.هاي تقريبي پايدار نسبت به اغتشاشات كوچك در شرايط مرزي حاصل شدهسازي تيخونوف، جوابروش منظم
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