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Introduction 
All rings throughout this paper are commutative and Noetherian. 
Semidualizing modules were studied independently by Foxby [4], Golod [5], 
and Vasconcelos [11]. A finite R-module C is called semidualizing if the 
natural homothety map ߯஼

ோ: ܴ ,ܥோሺ݉݋ܪ	→  ሻ is an isomorphism andܥ
ோݐݔܧ

௜ ሺܥ, ሻܥ ൌ 0 for all ݅ ൐ 0. If a semidualizing R-module has finite 
injective dimension, it is called dualizing and is denoted by D. The ring itself 
is an example of a semidualizing R-module. Many researchers, in particular 
Sather-Wagstaff [12], have studied the semidualizing modules. 
Let M be an R-module. The trace ideal of M, denoted by ݎݐோሺܯሻ, is the sum 
of images of all homomorphisms from M to R. Trace ideals have attracted 
the attention of many researchers in recent years. In particular, Herzog et al. 
[6] and Dao et al. [3] studied the trace ideals of canonical modules. Also, the 
trace ideals of semidualizing modules were studied in [1].   
In this paper, we study the trace ideals of tensor product of two arbitrary 
modules. We prove some known facts with a different approach via trace 
ideals. For example, let C and ܥᇱ be two semidualizing R-modules. We show 
that ܥ ⊗ோ  ᇱ are projective R-modulesܥ ᇱ is projective if and only if C andܥ
of rank 1. Also, we study the trace ideals of maximal Cohen-Macaulay 
modules over a Gorenstein local ring. 

Material and Methods 
The content of this paper is organized as follows. First, we present some 
definitions, lemmas, and basic results that will be used in the proofs of our 
theorems. Then, we use the trace ideals of modules for proving the results. 

Results and discussion 
The main objectives of this article are as follows: studying the trace ideals of 
tensor product of projective modules, proving some known facts with a 
different approach via trace ideals, generalizing some results about 
semidualizing modules, and discussing trace ideals of maximal Cohen-
Macaulay modules over Gorenstein rings. 

Conclusion 
First, we prove the following Proposition. 

Proposition 1: Let M, N be two arbitrary R-modules. Then ݎݐோሺܯ⊗ܰሻ ൌ ܴ if 
and only if ݎݐோሺܯሻ ൌ ܴ and ݎݐோሺܰሻ ൌ ܴ. 
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In the following, using Proposition 1, we prove the next known fact with a 
different approach via trace ideals. 

Proposition 2: Let M and N be two finitely generated R-modules. If 
ோ⊗ܯ ܰ is a non-zero free R-module, then M and N are projective and 
ሻܯோሺݎݐ ൌ ோሺܰሻݎݐ ൌ ܴ. 

From Proposition 2, we can prove the following corollary for the tensor 
product of two semidualizing modules with a different approach. 

Corollary 3: Suppose that C and ܥᇱ are two semidualizing R-modules. Then 
ܥ ⊗ோ  ᇱ are projective R-modules ofܥ ᇱ is projective if and only if C andܥ
rank 1. 

Also, in the following proposition, we give new proof and generalize some 
parts of Corollary 4.1.6 [1٢] via trace ideals.  

Proposition 4: Let C be a semidualizing R-module. Then ܤ஼ሺܴሻ (Bass class) 
contains a finitely generated projective R-module M such that ܵ݌݌ݑோሺܯሻ ൌ  ሺܴሻܿ݁݌ܵ
if and only if C is a projective R-module of rank 1. 

Moreover, we prove the following theorem about the trace ideals of maximal 
Cohen-Macaulay modules over a Gorenstein local ring. 

Theorem 5: Let (R, m) be a Gorenstein local ring of dimension d and M be 
a maximal Cohen-Macaulay R-module. Let ܺ ൌ ,ଵݔ	 ,ଶݔ … , -௡ be an Rݔ
sequence. Then ݎݐோሺܯሻ ൌ ܴ if and only if ݎݐோ/௑ோሺܯܺ/ܯሻ ൌ ܴ/ܴܺ. 

At the end of this paper, using theorem 5, we prove the next corollary. 

Corollary 6: Let (R, m) be a Gorenstein local ring and M be a maximal Cohen-
Macaulay R-module. Let ܺ ൌ	ݔଵ, ,ଶݔ … ,  ௡ be an R-sequence. Then there exists aݔ
finitely generated R-module N such that ܯ ≅ ܴ⊕ܰ if and only if there exists a 
finitely generated R/XR-module ܰ such that ܯܺ/ܯ ≅ ܴ/ܴܺ ⊕ ഥܰ. 
 

How to cite: Bagherpour. Mohammad., Taherizadeh, Abdoljavad., (2023). Trace ideals and maximal Cohen-Macaulay 
modules over a Gorenstein local ring. Mathematical Researches, 9 (4), 111 – 121. 
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  چكيده  اطلاعات مقاله

  مقاله پژوهشينوع مقاله:
  
  
 7/9/1401 :افتيدر خيتار

  5/12/1401 :بازنگري خيتار
  15/1/1402: رشيپذ خيتار
  10/12/1402: رانتشا خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
  جايي نوتري، حلقة جابه

  آل اثر،ايده
  دوگاني،مدول نيم 
  حلقة گرنشتاين، 
  مكالي ماكسيمال،- كوهن مدول 
  كلاس باس، 
  مدول متعارف، 
  مدول پروژكتيو، 
  مدول آزاد. 

  

همچنين برخي از نتايج  پردازيم.هاي اثر از ضرب تانسوري دو مدول ميآلدر اين مقاله به بررسي ايده
كنيم. علاوه بر اين، هاي اثر تعميم و براي برخي ديگر اثبات جديد ارائه ميآلشناخته شده را به كمك ايده

هاي گرنشتاين جزو اهداف اين مقاله مكالي ماكسيمال روي حلقه-هاي كوهنهاي اثر از مدولآلبررسي ايده
  است.

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

 9، هاي رياضيپژوهش. مكالي ماكسيمال روي يك حلقة گرنشتاين- هاي كوهنهاي اثر و مدولآلايده ).1402؛ (عبدالجواد، زادهطاهري ؛محمد، باقرپور: استناد
)4 ،(111 – 121.

                    
  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 مهمقد

دوگاني روي هاي نيمجايي نوتري با عضو هماني ناصفر است. مطالعة مدوليك حلقة جابه ܴدر سراسر اين مقاله، 
هاي متفاوت) آغاز شد. ] مستقل از هم (با نام11] و واسكانسلوس [5، گُلدُ []4[جايي و نوتري توسط فاكسبي هاي جابهحلقه
  ] را ببينيد.12توانيد مرجع [طالعه شده است. به عنوان نمونه ميدوگاني توسط محققين زيادي مهاي نيممدول

هاي اخير قرار گرفته است.  به عنوان نمونه، ها مورد توجه بسياري از محققين در سالهاي اثر از مدولآلهمچنين ايده
مورد مطالعه قرار دادند.  هاي متعارف راهاي اثر از مدولآل] ايده3] و همچنين دائو و همكاران [6هرزوگ و همكاران [
شود براي درك بهتر دوگاني مورد مطالعه قرار گرفتند. توصيه ميهاي نيمهاي اثر از مدولآل] ايده1همچنين در منبع [

  ] مراجعه نماييد. 7منبع [ هاي اثر بهآلايده
كنيم. به عنوان نمونه اي اثر ثابت ميهآلدر اين مقاله، ابتدا برخي از نتايج شناخته شده را با روشي جديد به كمك ايده

گاه هر دو مدول پروژكتيو هستند. همچنين با كنيم كه اگر ضرب تانسوري دو مدول يك مدول آزاد شود، آنثابت مي
گاه هر دو دوگاني مدولي پروژكتيو شود، آنكنيم كه اگر ضرب تانسوري دو مدول نيمهاي اثر ثابت ميآلاستفاده از ايده

هاي آلدوگاني را با استفاده از ايدههاي نيمهاي مدولهستند. علاوه بر اين، بعضي از ويژگي 1دولي پروژكتيو با رتبة مدول، م
مكالي ماكسيمال روي يك حلقة -هاي كوهنهاي اثر مدولآلدهيم. قضية اصلي اين مقاله، به بررسي ايدهاثر تعميم مي

  پردازد. موضعي گرنشتاين مي
 

  پيش نيازها  تعاريف و. 1
஼ࣲمدول باشد. نگاشت تجانس طبيعي به صورت  –Rيك  Cفرض كنيد . 1,1تعريف 

ோ: ܴ → ,ܥோሺ݉݋ܪ نشان داده  ሻܥ
஼ࣲنامند هرگاه دوگاني ميرا نيم Cمولد مدول متناهي–Rشود. مي

ோ  ݅يكريختي باشد و براي هر ൐ باشيم داشته  0
ோݐݔܧ

௜ ሺܥ, ሻܥ ൌ   دوگاني است.مدول نيم- Rيك  Rراي نمونه خود حلقة . ب0
  كنيم.دوگاني را براي راحتي خواننده ذكر ميهاي نيمدر ادامه برخي از قضاياي مورد نياز در زمينة مدول 

  صورت دوگاني باشد. در اينمدول نيم–Rيك  Cفرض كنيد  ]6,1,2، گزارة 12[. 2,1گزاره 

ሻܥோሺ݌݌ݑݏ )1 ൌ ሻܥோሺݏݏܣو  ሺܴሻܿ݁݌ݏ ൌ  .ோሺܴሻݏݏܣ
2( ܽ݊݊ோሺܥሻ ൌ ሻܥோሺ݉݅݀و  0 ൌ ݀݅݉ሺܴሻ.  

هاي زير معادل مولد باشد. در اين صورت عبارتمدول متناهي–Rيك  Cفرض كنيد   ]3,2,2، گزارة 12[. 3,1گزاره 
  هستند:

1. C  يكR–دوگاني است.مدول نيم 

 دوگاني است.مدول نيم ௣ܴيك  ௣ܥ، Rاز  pآل اول براي هر ايده .2
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  دوگاني است.مدول نيم ௠ܴيك  ௠ܥ، Rاز  mآل ماكسيمال براي هر ايده .3

 Cدوگاني با بعد پروژكتيو متناهي باشد. در اين صورت مدول نيم–Rيك  Cفرض كنيد   ]8,2,2، نتيجة 12[. 4,1نتيجه 
  است. ١يك مدول پروژكتيو با رتبة 

 Cدوگاني باشد. در اين صورت مدول نيم–Rيك  Cيك حلقة موضعي و  ሺܴ,݉ሻفرض كنيد ] 2,2، گزارة 10[. 5,1گزاره 
  ناپذير است.تجزيه

ேߦمدول باشند. نگاشت ارزيابي طبيعي -Rدو  Nو  Mفرض كنيد . 6,1تعريف 
ெ:ܯ⊗ோ ሻܰ,ܯோሺ݉݋ܪ → ، كه ܰ

ேߦبه صورت 
ெሺ݉⊗ோ ߰ሻ ൌ ߰ሺ݉ሻ )݉	 ∈ ߰و  ܯ ∈ همريختي است.  - Rشود، يك ) تعريف ميሻܰ,ܯோሺ݉݋ܪ

است  Mهايي مانند مدول- Rيك كلاس از همة  ௏ሺܴሻܤمولد باشد. كلاس باس مدول متناهي-Rيك  Vفرض كنيد 
ெߦكه طوريبه

௏  هر براي  يكريختي باشد و	݅ ൐ ோݐݔܧ ،0
௜ ሺܸ,ܯሻ ൌ 0 ൌ ௜ݎ݋ܶ

ோ൫ܸ,   .	ሻ൯ܯ,ோሺܸ݉݋ܪ

نشان داده و به صورت  ሻܯோሺݎݐبا نماد  Mآل اثر از مدول باشد. در اين صورت ايده–Rيك  Mفرض كنيد . 7,1تعريف 
  شود:زير تعريف مي

ሻܯோሺݎݐ ൌ ෍ ߮
ఝ∈ு௢௠ೃሺெ,ோሻ

ሺܯሻ. 

  كنيم.ها نياز است را ذكر ميهاي بعدي به آنهاي اثر كه در بخشآلة ايدهدر ادامه برخي از قضايا و نتايج دربار     

	݌مولد باشد. در اين صورت براي هر مدول متناهي–Rيك  Mفرض كنيد  ])viii(قسمت  8,2، گزارة 7[. 8,1گزاره  ∈

ሻܴ௣ܯோሺݎݐداريم  ሺܴሻܿ݁݌ܵ ൌ   .௣൯ܯோ೛൫ݎݐ

 مدول دلخواه باشند. در اين صورت–Rدو  Nو  Mفرض كنيد   ]3,1ارة ، گز6[. 9,1گزاره 

ோሺܰሻݎݐሻܯோሺݎݐ ⊆ ሻܰ⊗ܯோሺݎݐ ⊆ ሻܯோሺݎݐ ∩   ..ோሺܰሻݎݐ

ሻܥோሺݎݐدوگاني باشد. در اين صورت مدول نيم–Rيك  Cفرض كنيد  ]4,3، گزارة 1[. 10,1گزاره  ൌ  Cاگر و تنها اگر  ܴ
  باشد. 1مولد از رتبة پروژكتيو متناهيمدول –Rيك 

  كنيم.گزارة شناخته شدة زير را براي راحتي خواننده ذكر و ثابت مي    

ሻܯோሺݎݐمدول دلخواه باشد. اگر –Rيك  Mيك حلقة موضعي و  ሺܴ,݉ሻفرض كنيد  .11,1گزاره  ൌ –Rگاه يك ، آنܴ

ܯ:߮همريختي پوشا مانند  → همريختي پوشا –Rگاه هر ناپذير باشد، آنتجزيه Mاين، اگر وجود دارد. علاوه بر  ܴ
ܯ:߮ → ܯيكريختي است. به ويژه  ܴ ≅ ܴ.  
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ሻܯோሺݎݐكنيد اثبات: ابتدا فرض  ൌ ,ଵ߮هاي همريختي–R. پس ܴ ߮ଶ, … , ߮௡ ∈ ,ܯோሺ݉݋ܪ ܴሻ  و اعضاي
,ଵݔ ,ଶݔ … , ଵሻݔଵሺ߮كه طوريوجود دارند، به Mاز  ௡ݔ ൅ ߮ଶሺݔଶሻ ൅ ⋯൅ ߮௡ሺݔ௡ሻ ൌ 1ோ چون حلقه موضعي .

௜ሻݔ௜ሺ߮كه طوريوجود دارد به iاست، پس حداقل يك  ∉ يك  ௜߮است. لذا  Rيك عنصر يكه از حلقة  ௜ሻݔ௜ሺ߮. يعني ݉
R–.همريختي پوشا است  

ܯ:߮همريختي پوشا مانند –Rحال فرض كنيد يك      → ناپذير مدول تجزيه–Rنيز يك  Mوجود داشته باشد و  ܴ
وجود دارد  Nمدول مانند –Rشود. لذا يك شكافته مي ߮مدول آزاد است، پس همريختي –Rبه عنوان  Rباشد. چون 

ܯكه طوريبه ≅ ܰخواهيم داشت  Mناپذير بودن . با توجه به تجزيهܰ⨁ܴ ൌ ܯو در نتيجه  0 ≅ ܴ.  

  مقاله به لم زير نياز داريم.در ادامة      

ܺمدول دلخواه و –Rيك  Mفرض كنيد   ]13,4، لم 1[. 12,1لم  ൌ ,ଵݔ	 ,ଶݔ … , در  Rيك دنباله از عناصر  ௡ݔ
ܴܺ/ሻܯோሺݎݐباشد. در اين صورت خواهيم داشت  ሻܯோሺݎݐ ⊆   .ሻܯܺ/ܯோ/௑ோሺݎݐ

مكالي ماكسيمال -مدول كوهن–Rمكالي باشد. در اين صورت -ة موضعي كوهنيك حلق ሺܴ,݉ሻفرض كنيد . 13,1تعريف 
  ناميم. را كه داراي بعد انژكتيو متناهي است، مدول متعارف مي ١از نوع  Kمانند 

دانيم مدول متعارف تحت يكريختي يكتا است. فرض كنيد مدول متعارف براي ] مي2از منبع [ 4,3,3بر اساس قضية      
 نشان خواهيم داد.  ோ߱را با نماد  Rهاي متعارف براي داشته باشد. ما يك انتخاب از مدول وجود Rحلقة 

گرنشتاين  Rمكالي باشد. در اين صورت - يك حلقة موضعي كوهن ሺܴ,݉ሻفرض كنيد   ]7,3,3، قضية 2[. 14,1قضيه 
ܴاست اگر و تنها اگر  ≅ ߱ோ.  

 Mباشد. اگر  ோ߱مكالي با مدول متعارف -يك حلقة موضعي كوهن ሺܴ,݉ሻ فرض كنيد  ]10,3,3، قضية 2[. 15,1قضيه 
	݅گاه براي هر مكالي ماكسيمال باشد، آن- مدول كوهن–Rيك  ൐ ோݐݔܧداريم  0

௜ ሺܯ,߱ோሻ ൌ 0.  

  

  . نتايج اصلي2

  هاي پروژكتيوهاي اثر و ضرب تانسوري مدولآلايده.  1,2 

كنيم و هاي اثر ثابت ميآلدا برخي از قضايا و نتايج شناخته شده را با روش جديد و به كمك ايدهدر اين قسمت از مقاله ابت
  دهيم.برخي را نيز تعميم مي

  كنيم.گزاره زير را كه در ادامة مقاله به آن نياز داريم ثابت مي      
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ோ⊗ܯோሺݎݐمدول باشند. در اين صورت –Rدو  Nو  Mفرض كنيد . 1,2گزاره ܰሻ ൌ ሻܯோሺݎݐاگر و تنها اگر  ܴ ൌ ܴ 
ோሺܰሻݎݐو  ൌ ܴ.  

ோ⊗ܯோሺݎݐاثبات: فرض كنيد  ܰሻ ൌ   خواهيم داشت: 9,1گزارة  . در اين صورت بر اساسܴ

ܴ ൌ ோ⊗ܯோሺݎݐ ܰሻ ⊆ ሻܯோሺݎݐ ∩ ோሺܰሻݎݐ 	⊆ ܴ. 

ሻܯோሺݎݐشود بنابراين نتيجه مي ൌ ோሺܰሻݎݐو  ܴ ൌ ܴ .  

ሻܯோሺݎݐكنيم. فرض كنيد حال عكس مطلب را ثابت مي      ൌ ோሺܰሻݎݐو  ܴ ൌ  9,1گزارة توان از يك بار ديگر مي .ܴ
  گيري زير را انجام داد:استفاده كرد و نتيجه

ܴ ൌ ோሺܰሻݎݐሻܯோሺݎݐ ⊆ ோ⊗ܯோሺݎݐ ܰሻ ⊆ ܴ. 

ோ⊗ܯோሺݎݐ شودبا توجه به رابطة بالا نتيجه مي ܰሻ ൌ ܴ.    

  كنيم.هاي اثر به روشي جديد ثابت ميآلگزارة شناخته شدة زير را به كمك ايده     

مولد ناصفر باشند. در اين صورت مدول متناهي–Rدو  Nو  Mيك حلقة موضعي و  ሺܴ,݉ሻفرض كنيد . 2,2گزاره 
ܯ	اگر ⊗ோ   مدول آزاد هستند. –Rدو  Nو  Mگاه آزاد باشد، آنمدول –Rيك ܰ

ோ⊗ܯاثبات: فرض كنيد مولد هستند، پس مدول متناهي–Rدو  Nو  Mكه جاييآزاد باشد. از آنمدول –Rيك  ܰ
] مراجعه كنيد). 9منبع [ 47,4ناپذير نوشت (به گزارة هاي تجزيهها را به صورت جمع مستقيم متناهي از مدولتوان آنمي

	ܯت توان نتيجه گرفبنابراين مي ≅	⊕௜ୀଵ
௡ 	ܰو  ௜ܯ ≅	⊕௝ୀଵ

௧
௝ܰ  كه به ازاي هرi  و هرj ،ܯ௜و  ها௝ܰها  R–

ோ⊗ܯشود ناپذير هستند. پس نتيجه ميهايي تجزيهمدول ܰ ≅⊕௜,௝ ൫ܯ௜ ⊗ோ ௝ܰ൯كه حلقه موضعي و جايي. از آن
ோ⊗ܯ ௜ܯمدول  jو  iاست، پس براي هر  شده در نظر گرفتهآزاد مدول –Rيك  ܰ ⊗ோ ௝ܰ  مدولي آزاد ناصفر است. در

௜ܯோ൫ݎݐنتيجه  ⊗ோ ௝ܰ൯ ൌ ௜ሻܯோሺݎݐداريم  1,2. بنابر گزاره ܴ ൌ ோ൫ݎݐو  ܴ ௝ܰ൯ ൌ  11,1اكنون بر اساس گزارة  .ܴ
௜ܯ، خواهيم داشت jو هر  iبراي هر  ≅ ௝ܰ و ܴ ≅       آزاد هستند. مدول–Rدو  Nو  M. در نتيجه ܴ

ோ⊗ܯمولد باشند. در اين صورت اگر مدول متناهي–Rدو  Nو  Mفرض كنيد . 3,2قضيه  آزاد ناصفر مدول –Rيك  ܰ
ሻܯோሺݎݐمدول پروژكتيو هستند. همچنين –Rدو  Nو  Mگاه باشد، آن ൌ ܴ ൌ   .ோሺܰሻݎݐ

	݌اثبات: فرض كنيد  ∈ ܯሺدانيم . ميሺܴሻܿ݁݌ܵ ⊗ோ ܰሻ௣ ≅ ௣ܯ ⊗ோ೛ ௣ܰ با توجه به مفروضات قضيه نتيجه .
௣ܯشود مي ⊗ோ೛ ௣ܰ  ܴيك௣– ܯشود كه نتيجه مي 2,2مدول آزاد و ناصفر است. لذا بنابر گزارة௣  و௣ܰ  ܴدو௣– مدول

  ] استفاده كنيد).9منبع [ 40,7مدول پروژكتيو هستند (از نتيجة –Rدو  Nو  Mباشند. بنابراين آزاد ميمولد ناصفر متناهي
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ோ⊗ܯكنيم. از آنجاكه حال قسمت دوم را ثابت مي      آزاد ناصفر در نظر گرفته شده است، پس مدول –Rيك  ܰ
ோ⊗ܯோሺݎݐشود راحتي نتيجه ميبه ܰሻ ൌ ሻܯோሺݎݐخواهيم داشت  ١,٢ده از گزاره . حال با استفاܴ ൌ ܴ ൌ

  ோሺܰሻ       .ݎݐ

ሻܯோሺ݌݌ݑܵكه طوريمولد باشند بهمدول متناهي–Rدو  Nو  Mفرض كنيد . 4,2نتيجه  ൌ ோሺܰሻ݌݌ݑܵ ൌ

ܯ	. در اين صورت اگرሺܴሻܿ݁݌ܵ ⊗ோ ل پروژكتيو هستند. مدو–Rدو  Nو  Mگاه پروژكتيو باشد، آنمدول –Rيك ܰ
  همچنين

ሻܯோሺݎݐ ൌ ோሺܰሻݎݐ ൌ ܴ.  

	݌اثبات: فرض كنيد  ∈ ௣ܯ. با توجه به مفروضات ሺܴሻܿ݁݌ܵ ് 0 ് ௣ܴܰجاكه . از آن௣ اي موضعي است حلقه
௣ܯخواهيم داشت  ⊗ோ೛ ௣ܰ ് ௣ܯدانيم . همچنين مي0 ⊗ோ೛ ௣ܰ ≅ ሺܯ⊗ோ ܰሻ௣توان نتيجه گرفت . پس مي
௣ܯ ⊗ோ೛ ௣ܰ  ܴيك௣– ܯكند كه ايجاب مي 3,2مدول آزاد و ناصفر است. از اين رو، قضية௣  و௣ܰ  ܴدو௣– مدول آزاد

௣൯ܯோ೛൫ݎݐباشند و همچنين خواهيم داشت مي ൌ 	ோ೛൫ݎݐ ௣ܰ൯ ൌ ܴ௣.  9منبع [ 40,7لذا بنابر نتيجة[، M  وN  دو
R– .مدول پروژكتيو هستند  

ሻܯோሺݎݐكنيمحال با برهان خلف ثابت مي      ൌ از حلقة  mآل ماكسيمال مانند . فرض كنيد چنين نباشد و يك ايده	ܴ
R ݎݐكه طوريوجود داشته باشد بهோሺܯሻ ⊆   يم داشتخواه 8,1. در اين صورت، بنابر گزارة ݉

ܴ݉௠ ⊇ ሻܴ௠ܯோሺݎݐ ൌ  .௠ሻܯோ೘ሺݎݐ

	݌ولي ما براي هر  ∈ ௣൯ܯோ೛൫ݎݐثابت كرديم  ሺܴሻܿ݁݌ܵ ൌ ܴ௣ ݎݐ. پس خواهيم داشتோ೘ሺܯ௠ሻ ൌ 	ܴ௠  و اين
ሻܯோሺݎݐتناقض است. پس فرض خلف باطل است و  ൌ ோሺܰሻݎݐشود به ثابت مي. به طريق مشاܴ ൌ ܴ.    

  دوگاني ثابت كرد.هاي نيمضرب تانسوري مدولتوان با استفاده از قضاياي بالا نتيجة زير را براي حاصلمي     

ܥدوگاني باشند. در اين صورت مدول نيم–Rدو  ᇱܥو  Cفرض كنيد . 5,2نتيجه  ⊗ோ مدول پروژكتيو است –Rيك  ᇱܥ
  باشند.  1مدول پروژكتيو با رتبة –Rدو  ᇱܥو  Cها اگر اگر و تن

ሻܥோሺݎݐخواهيم داشت  4,2و نتيجة  2,1اثبات: با توجه به گزارة  ൌ ᇱሻܥோሺݎݐ ൌ نتيجه  7,1. لذا بر اساس گزارة ܴ
    هستند. اثبات طرف ديگر واضح است. 1مدول پروژكتيو با رتبة –Rدو  ᇱܥو  Cشود مي

  ] است.12منبع [ 6,1,4هاي نتيجة گزاره زير تعميم جزيي براي برخي از قسمت     

 ஼ሺܴሻܤاست اگر و تنها اگر  1پروژكتيو با رتبة  Cدوگاني باشد. در اين صورت مدول نيم–Rيك  Cفرض كنيد . 6,2گزاره 
ሻܯோሺ݌݌ݑܵبا ويژگي  Mمولد پروژكتيو مانند مدول متناهي–Rشامل يك  ൌ  باشد. ሺܴሻܿ݁݌ܵ
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 2,1است و بنابر گزارة  ஼ሺܴሻܤمتعلق به  Cكه باشد. از آنجا 1مدول پروژكتيو با رتبة –Rبه عنوان  Cاثبات: فرض كنيد 
ሻܥோሺ݌݌ݑܵ ൌ   در نظر بگيريم. Cرا همان  M، لذا كافي است ሺܴሻܿ݁݌ܵ

ሻܯோሺ݌݌ݑܵكه طوريباشد به ஼ሺܴሻܤدر مولد پروژكتيو مدول متناهي–Rيك  Mحال فرض كنيد       ൌ . ሺܴሻܿ݁݌ܵ
	ܯدر اين صورت با توجه به تعريف كلاس باس خواهيم داشت  ≅ ܥ ⊗ோ 	݌. حال فرض كنيد ሻܯ,ܥோሺ݉݋ܪ ∈

0توان نتيجه گرفت . ميሺܴሻܿ݁݌ܵ ് ௣ܯ ≅ ௣ܥ ⊗ோ೛ ൫݉݋ܪோሺܯ,ܥሻ൯௉چه در مورد ه به آن. با توجM  فرض
مدول آزاد است. –௣ܴيك  ௣ܥشود نتيجه مي 2,2مدول آزاد ناصفر است، لذا بنابر گزارة –௣ܴيك  ௣ܯشد، خواهيم داشت 

- ௣ܴبه عنوان  ௣ܥدانيم مي 5,1گزارة  دوگاني است و همچنين بنابرمدول نيم-௣ܴبه عنوان  ௣ܥدانيم مي 3,1بنابر گزارة 
௣ܥتوان نتيجه گرفت ناپذير است. پس ميتجزيه مدول ≅ ܴ௣دهد . اين نتيجه ميC  به عنوانR– 1مدول پروژكتيو با رتبة 
  كند.اين مطلب اثبات را كامل مي] مراجعه كنيد). 2منبع [ 3,4,1باشد (به گزارة مي

  

  هاي گرنشتاينمكالي ماكسيمال روي حلقه-هاي كوهنهاي اثر از مدولآلايده.  2,2

هاي گرنشتاين مكالي ماكسيمال روي حلقه-هاي كوهنهاي اثر مدولآلدر اين قسمت از مقاله به بررسي ايده     
  ] مراجعه نماييد. 8هاي گرنشتاين به منبع [پردازيم. جهت يادآوري تعاريف و خواص حلقهمي

  كنيم.هاي گرنشتاين ثابت ميمكالي ماكسيمال روي حلقه-هاي كوهنابتدا قضية زير را براي مدول     

مكالي ماكسيمال باشد. همچنين -مدول كوهن–Rيك  Mيك حلقة موضعي گرنشتاين و  ሺܴ,݉ሻفرض كنيد . ٧,٢قضيه 
ܺفرض كنيد  ൌ ,ଵݔ	 ,ଶݔ … , ሻܯோሺݎݐصورت رشتة منظم باشد. در اين–Rيك  ௡ݔ ൌ اگر اگر و تنها  ܴ

ሻܯܺ/ܯோ/௑ோሺݎݐ ൌ ܴ/ܴܺ.  

ሻܯோሺݎݐكنيم اثبات: ابتدا فرض مي ൌ   شود نتيجه مي 12,1. بر اساس لم ܴ

ܴ/ܴܺ ൌ ܴܺ/ሻܯோሺݎݐ ⊆ 	 ሻܯܺ/ܯோ/௑ோሺݎݐ ⊆ ܴ/ܴܺ. 

ሻܯܺ/ܯோ/௑ோሺݎݐپس خواهيم داشت  ൌ ܴ/ܴܺ.  

ሻܯܺ/ܯோ/௑ோሺݎݐحال فرض كنيد       ൌ 1ோ/௑ோصورت . در اينܴܺ/ܴ ∈ -R/XR. بنابراين ሻܯܺ/ܯோ/௑ோሺݎݐ
,ଵ݄هايي مانند همريختي ݄ଶ, … ݄ଷ ∈ ,ܯܺ/ܯோ/௑ோሺ݉݋ܪ ܴ/ܴܺሻ  و همچنين عناصري متعلق بهR/XR - مدول
M/XM  ܾمانندଵ ൅ ,ܯܺ ܾଶ ൅ …,ܯܺ , ܾ௧ ൅   كه طوريوجود دارند به ܯܺ

݄ଵሺܾଵ ൅ ሻܯܺ ൅ ݄ଶሺܾଶ ൅ ሻܯܺ ൅⋯൅ ݄௧ሺܾ௧ ൅ ሻܯܺ ൌ 1ோ ൅ ܴܺ. 
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ܴخواهيم داشت  14,1جاكه بر اساس فرض قضيه حلقه موضعي گرنشتاين است لذا بر اساس قضية از آن ≅ ߱ோ.   بنابراين
	݅شود براي هر نتيجه مي 15,1از قضية  ൐ ோݐݔܧداريم  0

௜ ሺܯ, ܴሻ ൌ ] 2منبع [ 3,3,3رو، بر اساس گزارة اين . از0
  توان نتيجه گرفت كه يكريختي زير موجود استمي

,ܯோሺ݉݋ܪ	:ߠ ܴሻ/൫ܺ݉݋ܪோሺܯ, ܴሻ൯
≅
→  .ሻܴܺ/ܴ,ܯܺ/ܯோ/௑ோሺ݉݋ܪ

݅بنابراين براي هر  ∈ ሼ1,2, … , ௜߰همريختي مانند -R يك ሽݐ ∈ ,ܯோሺ݉݋ܪ ܴሻ  ߠكه طوريبهوجود دارد൫߰௜൯ ൌ

݄௜كه درآن ،  

߰௜ ∈ ,ܯோሺ݉݋ܪ	 ܴሻ/൫ܺ݉݋ܪோሺܯ, ܴሻ൯  ݉و براي هر ൅ ܯܺ ∈   داريم ܯܺ/ܯ

൫߰௜൯ሺ݉ߠ ൅ ሻܯܺ ൌ ߰௜ሺ݉ሻ ൅ ܴܺ. 

,ଵݎبنابراين  ,ଶݎ … . , ௡ݎ ∈    كهطوريوجود دارند به ܴ

߰ଵሺܾଵሻ ൅ ߰ଶሺܾଶሻ ൅ ⋯൅ ߰௧ሺܾ௧ሻ ൌ 1ோ െ ሺݎଵݔଵ ൅ ଶݔଶݎ ൅ ⋯൅  .௡ሻݔ௡ݎ

ଵݔଵݎجا كه از آن ൅ ଶݔଶݎ ൅ ⋯൅ ௡ݔ௡ݎ ∈ ଵሺܾଵሻ߰شود نتيجه مي ݉ ൅ ߰ଶሺܾଶሻ ൅ ⋯൅ ߰௧ሺܾ௧ሻ  عنصر يكه
ሻܯோሺݎݐاست، لذا شامل عنصر يكه  Rاز  ሻܯோሺݎݐآل است. پس ايده Rدر  ൌ ܴ.   

مكالي باشد. همچنين -مدول ماكسيمال كوهن–Rيك  Mيك حلقة موضعي گرنشتاين و  ሺܴ,݉ሻفرض كنيد  .8,2نتيجه 
ܺفرض كنيد  ൌ ,ଵݔ	 ,ଶݔ … , وجود  Nمولد مانند مدول متناهي–Rرشتة منظم باشد. در اين صورت يك –Rيك  ௡ݔ

ܯكه طوريبهدارد  ≅ كه طوريوجود داشته باشد به ഥܰمولد مانند مدول متناهي–R/XRاگر و تنها اگر يك  ܰ⊕ܴ
ܯܺ/ܯ ≅ ܴ/ܴܺ ⊕ ഥܰ.  

ܯܺ/ܯكه طوريباشد به موجود ഥܰمولد مانند مدول متناهي–R/XRاثبات: ابتدا فرض كنيد يك  ≅ ܴ/ܴܺ ⊕ ഥܰ در .
ܯܺ/ܯ:߮همريختي پوشا مانند - R/XRاين صورت يك  →   شود كهوجود دارد. لذا نتيجه مي ܴܺ/ܴ

ܴ/ܴܺ ൌ ோ/௑ோሺܴ/ܴܺሻݎݐ ⊆ ሻܯܺ/ܯோ/௑ோሺݎݐ ⊆ ܴ/ܴܺ. 

ሻܯܺ/ܯோ/௑ோሺݎݐ ذال ൌ ሻܯோሺݎݐداريم  7,2. حال طبق قضية ܴܺ/ܴ ൌ شود نتيجه مي 11,1رو، از گزارة . از اينܴ
ܯ:݄ همريختي پوشا مانند- Rيك  → شود. شكافته مي hمدول آزاد است پس - Rبه عنوان  Rجاكه وجود دارد. از آن ܴ

ܯكه طوريوجود دارد به Nمولد مانند مدول متناهي–Rشود كه پس نتيجه مي ≅ . عكس مطلب به وضوح ܰ⊕ܴ
  .....   برقرار است.



  .كنيممي مقاله تشكر بهبود درجهت ارزشمندشان پيشنهادهاي خاطر به نشريه داوران و سردبير از قدرداني:
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