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Introduction 
Fractional optimal control problems (FOCPs) have received considerable 
attention among researchers due to their extensive applications arising in 
various fields of science and engineering. The dynamical behavior of many 
complex physical systems and real-world phenomena can be described by 
fractional-order differential equations such as image processing, signal 
processing, robotics, mechanical systems, chemical reactions, water 
pollution, biological patterns, biomedical, and financial economics. In this 
research, an important class of delay fractional optimal control problems with 
inequality constraints on the input and output functions is examined. More 
precisely, we study the following fractional optimal control problem: 

min																	 ,ሻݐ൫ܺሺܬ ܷሺݐሻ൯ ൌ ࣜ൫ܺሺ1ሻ൯ ൅ න ࣛሺܺሺݐሻ, ܷሺݐሻ, ,ݐ݀	ሻݐ
ଵ

଴
 

subject to the state equation given by 

॰ఈܺሺݐሻ ൌ 	ࣝሺܺሺݐሻ, ܺሺݐ െ ߬௫ሻ, ܷሺݐሻ, ܷሺݐ െ ߬௨ሻ, 0												ሻ,ݐ ൑ ݐ ൑ 1, 

where 0 ൏ ߙ ൑ 1. The history functions and the path constraint are described 
below. 

ܺሺ0ሻ ൌ ܺ଴,	 

ܺሺݐሻ ൌ 	߮ሺݐሻ ,										െ ߬௫ ൑ ݐ ൏ 0,	 

ܷሺݐሻ ൌ 	߰ሺݐሻ ,										െ ߬௨ ൑ ݐ ൏ 0,	 

ࣟሺܺሺݐሻ, ܺሺݐ െ ߬௫ሻ, ܷሺݐሻ, ܷሺݐ െ ߬௨ሻ, ሻݐ ൑ 0,	 

where ܺ଴ is the initial condition of the system, ܺሺݐሻ denotes the state vector 
and ܷሺݐሻ represents the control vector. Additionally, ॰ఈ shows the fractional 
Caputo derivative. 
A novel spectral collocation technique is introduced by using the hybrid of 
block-pulse functions and fractional-order Legendre functions. The penalty 
function approach is employed to transform the inequality constraints on the 
state and control functions into equality ones. The fractional optimal control 
problems under discussion is converted into a static optimization one which 
can be solved by employing any well-established optimization procedure. The 
simulations results demonstrate the effectiveness and usefulness of the 
presented procedure. 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
7-

04
 ]

 

                             1 / 34

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3312-fa.html


Material and Methods 
In this paper, we introduce a new spectral collocation method to solve an 
important family of fractional optimal control problems including delay and 
constraints on the state and control variables. The proposed numerical scheme 
is based on the hybrid of block-pulse functions and fractional-order Legendre 
functions. The zeros of the fractional Legendre functions are selected as 
the collocation points. It is shown the devised collocation method is robust 
and provides accurate results.  

Results and discussion 
It is verified that the suggested framework can be considered as an effective 
tool for the investigation of various types of fractional-order systems. The 
accuracy and reliability of the new framework are demonstrated through 
investigating three benchmark control problems. The proposed procedure is 
easy to implement and provides accurate solutions. Although the proposed 
framework has some excellent features, it has two drawbacks described below. 

 A drawback of the devised collocation method arises when the 
number of the block-pulse functions is sufficiently large. If the values 
of time delays corresponding to the system under discussion are 
small enough, then this issue might occur. 

 If the order of the fractional system tends to zero, then developed 
procedure might be unstable. It is worth pointing out that in real-
world applications, this issue occurs rarely. 

Additionally, the convergence of the developed hybrid functions is established 
in the Hilbert and Sobolev spaces. The simulation results demonstrate the 
effectiveness and robustness of the developed numerical scheme. 

Conclusion 
A novel discretization scheme by employing a generalization of the fractional-
order Legendre functions has been introduced to solve a challenging class of 
nonlinear fractional optimal control problems. The following results are 
obtained from this research: 

 A new spectral collocation method has been introduced. 
 A new fractional derivative operator related to the fractional hybrid 

functions has been constructed by utilizing the concept of the Caputo 
derivative. 

 New theoretical results for the hybrid functions have been derived in 
the Hilbert space and the Sobolev space. 

 
How to cite: Marzban, H. R., & Nezami, A. (2023). A collocation method for solving nonlinear delay fractional optimal 

control systems with constraint on the state and control variables. Mathematical Researches, 9 (4), 122 – 
155. 
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  هاي كنترل بهينه غيرخطي كسري تأخيريمكاني براي حل سيستمروش هميك 
  با محدوديت روي متغيرهاي حالت و كنترل 

  
   2نظامي عطيه ،   1رضا مرزبانحميد

  
 ac.irtui@hmarzban. رايانامه:  ، ايران.اصفهان، صنعتي اصفهان، دانشگاه رياضي علومدانشكده  نويسنده مسئول،. 1

 a.nezami@math.iut.ac.ir :رايانامه، ايران. ناصفها، صنعتي اصفهان، دانشگاه رياضي ومعلدانشكده . 2

  
 چكيده  اطلاعات مقاله

  مقاله پژوهشينوع مقاله: 
  
  
 19/10/1401 :افتيدر خيتار

  22/12/1401 :بازنگري خيتار
  28/1/1402: رشيپذ خيتار
  10/12/1402: انتشار خيتار
  
  

   هاي كليدي:واژه
نه كسري غيرخطي كنترل بهي
   تأخيري،

 پالس و-توابع تركيبي بلاك
   ابع لژاندر مرتبه كسري،تو

  تو،عملگر مشتق كسري كاپو
  ماتريس عملياتي مشتق،
   ماتريس عملياتي تأخير،

  مكاني.روش هم 
  

در اين تحقيق، يك روش عددي كارآمد براي حل يك كلاس از مسائل كنترل بهينه كسري تأخيري غيرخطي 
-ت بر روي متغيرهاي حالت و كنترل ارائه شده است. روش پيشنهادي مبتني بر توابع تركيبي بلاكبا محدودي

هاي عملياتي تأخير و مشتق متناظر با توابع پالس و توابع لژاندر مرتبه كسري است. با استفاده از ماتريس
شود. نتايج عددي، دقت و سازي پارامتري تبديل ميتركيبي، مسأله كنترل بهينه اصلي به يك مسأله بهينه

  دهد. اعتبار روش پيشنهادي را نشان مي

  
  
  
  
  
  
  
  
  

هاي كنترل بهينه غيرخطي كسري تأخيري با محدوديت روي مكاني براي حل سيستميك روش هم). 1402( عطيه، ظامينو  ؛رضاحميد، : مرزباناستناد
  .155 – 122)، 4( 9، هاي رياضيپژوهش. متغيرهاي حالت و كنترل

  
  نويسندگان. ©                                                    خوارزميدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه

هاي آناليز رياضي است كه به بررسي و تحقيق در مورد خواص و كاربردهاي انتگرال و مشتق بان كسري يكي از شاخهحسا
در دو دهه ز زمان شروع حسابان كلاسيك به وجود آمده است. پردازد. ايده حسابان كسري اتوابع از مرتبه غيرصحيح مي

 صيفراي توب مفيدداشته است و امروزه به عنوان ابزاري  سريعي پيشرفتو علوم كاربردي،  رياضياتگذشته، حسابان كسري در 
انند در ساير علوم م علاوه بر رياضيات و فيزيك، شود.و مصنوعي به كار گرفته مي طبيعي هايپديدهاز  بسياريسازي و مدل

سري كاربرد حسابان كشود. زيست شناسي، پزشكي، مالي، اقتصادي، شيمي و غيره از حسابان كسري استفاده مي ،مهندسي
 ورطرا به  فيزيكي هايپديدهمهندسي و  پيچيدههاي هاي كسري، سيستمو انتگرال علوم به اين دليل است كه مشتق يردر سا

. بنابراين انواع مختلف معادلات ]8[-]1[ يدنمامي تبيينو  صيفصحيح، تو از مرتبه هايتق و انتگرالتر نسبت به مشقيقد
  ديفرانسيل كسري به يك موضوع مهم تبديل شده است.

به طور كلي يك مسأله كنترل بهينه، يعني كمينه و بيشينه كردن يك تابع هدف تحت ديناميك سيستم كه متغيرهاي 
وي يك مجموعه قابل قبول تعريف شده باشند. نظريه كنترل بهينه از مرتبه صحيح در مهندسي، علوم و حالت و كنترل ر
 هددها نشان مياند. بررسياي در اين زمينه انجام دادهد و محققان تحقيقات گستردهنهاي ديگر كاربرد داربسياري از زمينه

راين هاي پيچيده فيزيكي را توصيف نمايند؛ بناببسياري از سيستم توانند رفتارمعادلات ديفرانسيل از مرتبه صحيح نمي كه
هاي مختلف مهندسي، فيزيك، توان در شاخهنظريه كنترل بهينه كسري مطرح شده است. كاربرد اين دسته از مسائل را مي

 شيمي، اقتصاد، علوم زيستي و غيره يافت.

 متقسيه به دو دسته، روش مستقيم و روش غيرمستقيم هاي موجود براي حل مسائل كنترل بهيندر حالت كلي، روش
شود مي ليپارامتري تبد سازيبهينهمسأله  يكشود و به سازي مي، گسستهبهينه، مسأله كنترل مستقيمشوند. در روش مي

كردن  داپي ، اساس كارغيرمستقيمدر روش  .يدآدست ميبه بي از جواب مسأله يپارامتري، تقر سازيبهينهكه با حل آن مسأله 
  آيد.دست ميبه  پونترياگنباشد كه از اصل مي بهينگيلازم  يطمجموعه از شرا يك پايهجواب بر 

دگي همراه است و در غالب موارد يچياري از موارد با پيدر بس بهينگيلازم  يط، استخراج شرابهينهدر مسائل كنترل 
د يآمي دسته نگي بيط لازم بهيحل معادلاتي است كه از شرا ،ترهمدست آورد. اما چالش مه نگي را بيط لازم بهيتوان شرانمي

ط لازم يتوان آن معادلات را حل كرد. براي حل معادلاتي كه از شرارخطي، نمييهاي غستميژه در سيكه در غالب موارد، به و
م و با ينه را با روش مستقينترل بها از همان ابتدا، مسأله كيم استفاده كرد و يتوان از روش مستقد، مييآدست ميه نگي بيبه

  هاي متعامد حل كرد.هياستفاده از پا

اولين  آگروال، 2004اي انجام شده است. در سال تحقيقات گسترده ،كسري بهينهدر دو دهه اخير، در زمينه نظريه كنترل 
و تابع  ]9[ ي آن پاسخي ارائه دادليوويل را مطرح كرد و برا-كسي بود كه مسائل كنترل بهينه كسري با مشتق كسري ريمان

د و نباشت مييداراي اهم كنترل بهينه كسري چه مسائل اگر .مطرح كردرا  ]11[و معادلات اويلر لاگرانژ  ]10[ نيوهميلت
 و ار دشوارين مسائل بسيق ايهاي دقافتن جوابي حل تحليلي و در حالت كلي د، امانادي در علوم مختلف داريكاربردهاي ز
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  است.ت ياهمهاي موثر و كارا حائز بنابراين ارائه روش لي در دسترس نيست.يجواب تحلو  است ممكنرغي ردلب موادر اغ

هاي روش در چند سال اخير، در زمينه نظريه كنترل بهينه كسري مطالعات زيادي انجام شده است و براي حل اين مسائل،
، روش ]13[هاي بوباكر اي، چندجمله]12[ هاي برنوليايندجملهچروش به عنوان مثال، ارائه شده است.  يعددي گوناگون
، ]18[در ، ارائه شده است. ]17[هاي عصبي روش شبكه و ]16[روش شبه طيفي ، ]15[ها ، موجك]14[توابع تركيبي 

ب يداگانه تقرجف به صورت وكيلتن-اي و گرانوالدذوزنقه ،مپسونيس كسري، با سه روش بهينهانتگرال كسري در مسأله كنترل 
چنين، حل هم .و سپس نتايج با يكديگر مقايسه شده است ب به صورت جداگانه حليبا سه تقر كنترل و مسأله شده است زده

، مسائل كنترل بهينه كسري با ]19[عددي مسائل كنترل بهينه كسري از مرتبه متغير با روش موجك بسل مرتبه كسري 
، ]21[هاي برنولي اي، مسائل كنترل بهينه غيرخطي كسري با استفاده از چندجمله]20[محدوديت مبتني بر توابع چبيشف 

انتگرال با مشتقات جزيي از مرتبه متغير كسري -، معادلات ديفرانسيل]22[مسائل كنترل بهينه كسري با زمان انتهايي آزاد 
-، روش هم مكاني بي]25[يبونانچي هاي فاي، روش گالركين و چندجمله]24[هاي لژاندر روش هم مكاني موجك، ]23[

  مطرح شده است. ]27[هاي برنولي مرتبه كسري ايو چندجمله ]26[ها اسپلاين

 سريك دسته ديگري از مسائل كنترل بهينه، كه توجه بسياري از محققين را به خود جلب كرده است، مسائل كنترل بهينه
أخيرهاي د. تنباشغيرخطي وابسته به زمان با حضور عوامل تأخيري ميهاي فيزيكي داراي رفتار اكثر پديده باشد.تأخيري مي

هاي حمل و هاي الكترونيكي، مكانيكي، بيولوژيكي، فرآيندهاي شيميايي، متالوژي، صنعتي، سيستمزماني اغلب در سيستم
ل به همين دلي د.ندهميهاي عصبي رخ هاي مربوط به رشد اقتصادي و شبكههاي ديگر نظير مدلنقل و در بسياري از زمينه

ي هاهاي عددي گوناگوني براي حل سيستمتا كنون روش د.نباشمياز اهميت شاياني برخوردار  هاي تأخير زمانيسيستم
، روش هم ]29[، روش شبه طيفي ]28[هاي برنولي ايبه عنوان مثال، روش مبتني بر چندجمله تأخيري ارائه شده است.

هاي چندگانه پالس و موجك-، توابع تركيبي بلاك]31[، توابع بوباكر از مرتبه كسري ]30[پالس -مكاني مبتني بر توابع بلاك
براي مسائل كنترل بهينه كسري تأخيري ارائه شده است.  ]33[، توابع كلاهي بهبود يافته ]32[اسپلاين مكعبي هرميت 

-، حل عددي معادلات ديفرانسيل]34[تأخيري توان به روش شبه طيفي براي حل مسائل كنترل بهينه كسري چنين، ميهم
هاي عصبي با استفاده از ، روش شبكه]35[هاي چبيشف ايانتگرال تأخيري فردهلم با ضرايب متغير با استفاده از چندجمله

هاي ، روش شبكه]36[هاي مساوي و نامساوي لژاندر براي حل مسائل كنترل بهينه كسري تأخيري با محدوديت-توابع مونتس
و يِك  ]37[عصبي با استفاده از توابع چبيشف كسري براي حل مسائل كنترل بهينه كسري تأخيري با مشتق كسري آتانگانا 

-]39[اشاره كرد. در  ]38[لاگرانژ براي حل مسائل كنترل بهينه كسري تأخيري -روش عددي با استفاده از معادلات اويلر
ي حل مسائل كنترل بهينه كسري تأخيري و معادلات ديفرانسيل كسري هاي عددي موثر و گوناگون ديگري براروش ]41[

  تأخيري ارائه شده است.

هاي نامساوي روي متغيرهاي حالت با محدوديت تأخيرييك كلاس از مسائل كنترل بهينه غيرخطي كسري در اين مقاله، 
  گيريم:و كنترل به صورت زير را در نظر مي
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min																	 ,ሻݐ൫ܺሺܬ ܷሺݐሻ൯ ൌ ࣜ൫ܺሺ1ሻ൯ ൅ න ࣛሺܺሺݐሻ, ܷሺݐሻ, ,ݐ݀	ሻݐ
ଵ

଴
																																					ሺ1ሻ 

  باشد:كه ديناميك آن، معادلات ديفرانسيل كسري تأخيري به صورت زير مي

॰ఈܺሺݐሻ ൌ 	ࣝሺܺሺݐሻ, ܺሺݐ െ ߬௫ሻ, ܷሺݐሻ, ܷሺݐ െ ߬௨ሻ, 0												ሻ,ݐ ൑ ݐ ൑ 1,																							ሺ2ሻ 

  با شرايط

		ܺሺ0ሻ ൌ ܺ଴,																																																																																																				ሺ3ሻ 

ܺሺݐሻ ൌ 	߮ሺݐሻ ,										െ ߬௫ ൑ ݐ ൏ 0,																																																										ሺ4ሻ 

ܷሺݐሻ ൌ 	߰ሺݐሻ ,										െ ߬௨ ൑ ݐ ൏ 0,																																																									ሺ5ሻ 

ࣟሺܺሺݐሻ, ܺሺݐ െ ߬௫ሻ, ܷሺݐሻ, ܷሺݐ െ ߬௨ሻ, ሻݐ ൑ 0,																																									ሺ6ሻ 

  كه در آن

ܺሺݐሻ ൌ ,ሻݐଵሺݔൣ ⋯,ሻݐଶሺݔ , ሻ൧ݐ௟భሺݔ
்
,																																																												ሺ7ሻ 

ܷሺݐሻ ൌ ,ሻݐଵሺݑൣ ⋯,ሻݐଶሺݑ , ሻ൧ݐ௟మሺݑ
்
.																																																											ሺ8ሻ 

عملگر مشتق كسري كاپوتو  ،॰ఈنترل و ، بردار كሻݐሺܷ، بردار حالت، ሻݐሺܺ، بيانگر شرط اوليه سيستم، ଴ܺدر اينجا 
0باشند كه در آن مي ൏ ߙ ൑   چنينهم .1

ࣜ:	Թ௟భ ൈ Թ ⟶ Թ,																																																																			 

ࣛ:	Թ௟భ 	ൈ Թ௟మ ൈ Թ ⟶ Թ,																																																								 

ࣝ:	Թ௟భ 	ൈ Թ௟భ 	ൈ Թ௟మ ൈ Թ௟మ ൈ Թ ⟶ Թ௟భ,																												 

ࣟ:	Թ௟భ 	ൈ Թ௟భ 	ൈ Թ௟మ ൈ Թ௟మ ൈ Թ ⟶ Թ௟య,															0 ൑ ݈ଷ. 

يافتن بردار كنترل بهينه را عددي بزرگتر از يك در نظر گرفت. هدف از حل اين مسأله،  ߙتوان شود كه ميخاطر نشان مي
ܷሺݐሻ  ܺو بردار حالت بهينهሺݐሻ متناظر با آن است كه در ديناميك مسأله و شرايط اوليه صدق كرده و تابع هدف تعريف ،

ߙاين مسأله، براي .) را كمينه كند1شده در ( ൌ هاي درونياب ايپالس و چندجمله-با استفاده از توابع تركيبي بلاك  1
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در اين مقاله، روش حل مسأله كنترل بهينه تحت مطالعه، يك روش مستقيم مبتني بر توابع . ]42[ده است لاگرانژ حل ش
، با اضافه كردن توابع كمكي ]43[پالس و توابع لژاندر از مرتبه كسري است. در اينجا، با استفاده از تابع جريمه -تركيبي بلاك

شوند. سپس با استفاده از هاي تساوي تبديل ميكنترل به محدوديتهاي نامساوي روي متغيرهاي حالت و محدوديتمثبت، 
ري ساخته پالس و توابع لژاندر مرتبه كس-مفهوم مشتق كسري كاپوتو، ماتريس عملياتي مشتق متناظر با توابع تركيبي بلاك

دستگاه معادلات  كيصلي به نه ايمسأله كنترل به شود. با استفاده از ماتريس عملياتي مشتق ساخته شده، ديناميك سيستممي
غيرخطي  سازي پارامترينهيك مسأله به، مسأله كنترل بهينه كسري اوليه به يبين ترتديب .شوديل ميرخطي تبديجبري غ

 سازيسازي موجود حل نمود. واضح است كه حل مسأله بهينههاي بهينهتوان آن را با استفاده از روشمي كه شودتبديل مي
  تر از حل مسأله كنترل بهينه اصلي است.آمده بسيار ساده پارامتري به دست

سپس  .شودمي بيان و عملگر مشتق كسري كاپوتو و خواص مهم آن كسري حسابان از در بخش دوم، مقدماتي مقاله، اين در
 هاياتريسفي ممعر به سوم، بخش در شود.هاي آنها مطرح ميپالس و توابع لژاندر مرتبه كسري و ويژگي-توابع تركيبي بلاك

و قضايايي در مورد  پردازيمپالس و توابع لژاندر مرتبه كسري مي-تأخير متناظر با توابع تركيبي بلاك كسري و عملياتي مشتق
شود ) مطرح مي1( كنترل بهينهمسأله  سازيگسستهچهارم،  در بخش كنيم.ي ماتريس عملياتي مشتق، بيان ميو خطا تقريب

 بخش پنجم در سه مثال روش، دقت و كارآيي دادن نشان كنيم. براي) را بيان مي6راي محدوديت (و تكينك تابع جريمه ب
  پردازيم.در بخش آخر، به بيان نتايج مي .شده است گرفته نظر در

 

  اساسي مفاهيم. 1
  عملگر مشتق 1,1

  زيم.پرداعملگر مشتق كسري كاپوتو مي هايدر اين بخش، به تعريف و معرفي بعضي از ويژگي 

,ሾ0پذير روي بار مشتق ݊، تابعي ݂فرض كنيم   ]).44[مشتق كسري كاپاتو . (1.1 تعريف ܾሿ،  باشد. مشتق كسري كاپوتو
ߙاز مرتبه  ൐ 0 ،݊ െ 1 ൏ ߙ ൏ ݊و  ݊ ∈ 	Գ شود:به صورت زير تعريف مي ݂، براي تابع  

॰ఈ݂ሺݐሻ ൌ 	
1

ሺ݊߁ െ ሻߙ
න

݂ሺ௡ሻሺݏሻ
ሺݐ െ ሻఈାଵି௡ݏ

௧

଴
ݏ݀ ൌ

1
ሺ݊߁ െ ሻߙ

ሺݐሻିఈିଵା௡ ∗ ݂ሺ௡ሻሺݐሻ, 

ݐكه در آن  ∈ ሾ0, ܾሿ ،߁ሺ∙ሻ  باشد.نماد ضرب پيچشي مي ∗نماد تابع گاما و  

ߙعملگر مشتق كسري كاپوتو، يك عملگر خطي است. اگر  → ، مشتق كسري بر مشتق كلاسيك مرتبه اول منطبق 1
ሻݐሺ݂چنين، اگر شود. هممي ൌ ሻݐ॰ఈ݂ሺاشد، آنگاه يك تابع ثابت ب ،ܿ ൌ ሻݐሺ݂و اگر 0 ൌ   ، آنگاهఔݐ

॰ఈݐఔ ൌ
ߥሺ߁ ൅ 1ሻ

ߥሺ߁ ൅ 1 െ ሻߙ
ߥ										,ఔିఈݐ ൐ ሾߙሿ,																																							ሺ9ሻ 
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   باشد.، نماد جز صحيح ميሾ∙ሿكه در آن 
 

 توابع لژاندر مرتبه كسري .1.2

݉، براي ݉و درجه  ߙمرتبه  توابع لژاندر مرتبه كسري از  ൌ 0, ,ߙሺ߱نسبت به تابع وزن  ሾ0,1ሿروي بازه  ،⋯,1 ሻݐ ൌ

ఠሺఈ,௧ሻܮ، يك مجموعه متعامد كامل در فضاي ఈିଵݐ
ଶ ሾ0,1ሿ ࣦباشند كه با نماد مي஑,௠ሺtሻ و به صورت زير ، نمايش داده

  :]45[شوند تعريف مي

ࣦ஑,௠ሺtሻ ൌ෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
௟ఈݐ

௠

௟ୀ଴

.																																																	ሺ10ሻ 

 

 پالس و توابع لژاندر مرتبه كسري-توابع تركيبي بلاك .1.3 

݊به ازاي  ஑࣠,௡,௠ሺtሻ، ߙپالس و توابع لژاندر مرتبه كسري از مرتبه -توابع تركيبي بلاك  ൌ 1, 2, 3, ⋯ , و  ܰ
݉ ൌ 0, 1, 2, ⋯ ,   شوند:به صورت زير تعريف مي ሾ0,1ሿ روي بازه ܯ

݄஑,௡,௠ሺtሻ ൌ 	 ൝
ࣦఈ,௠ሺܰݐ െ ݊ ൅ 1ሻ,															ݐ	 ∈ ൤

݊ െ 1
ܰ

,
݊
ܰ
൰ ,

0,																																																																	o. w.
																																	ሺ11ሻ 

  باشد.درجه توابع لژاندر مرتبه كسري مي ݉پالس و -مرتبه توابع بلاك ݊كه در آن  

  

 يپالس و توابع لژاندر مرتبه كسر-كبسط توابع به كمك توابع تركيبي بلا. 1.4

ఠሺఈ,௧,௡ሻܮپايه كامل در فضاي ، يك ߙتوابع لژاندر مرتبه كسري از مرتبه ، ݊شود كه به ازاي هر خاطر نشان مي 
ଶ ቂ

௡ିଵ

ே
,
௡

ே
ቃ 

,ߙሺ߱كه در آن باشند، مي ,ݐ ݊ሻ ൌ ሺܰݐ െ ݊ ൅ 1ሻఈିଵدر هر بلاك، اتحاد پارسوال برقرار است. در نتيجه  . به عبارت ديگر
پالس و توابع لژاندر مرتبه -توابع تركيبي بلاك، اتحاد پارسوال برقرار خواهد شد. بنابراين، مجموعه ሾ0,1ሿدر كل بازه يعني 

ఠሺ஑,୲ሻܮي، يك پايه كامل براي فضاي كسر
ଶ ሾ0,1ሿݕباشد. اگر ، مي ∈ ఠሺ஑,୲ሻܮ

ଶ ሾ0,1ሿرا برحسب توابع  ݕتوان تابع ، آنگاه مي
  تركيبي ياد شده به صورت زير بسط داد:

ሻݐሺݕ ൌ ෍ ෍ ܽ௡௠	݄ఈ,௡,௠ሺݐሻ.

ஶ

௠ୀ଴

ே

௡ୀଵ
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  شود:ت زير نمايش داده ميبر حسب توابع تركيبي به صور ݕبسط متناهي تابع 

ሻݐሺݕ ≃ ݄ሺݐሻ ൌ ෍ ෍ ܽ௡௠	݄ఈ,௡,௠ሺݐሻ ൌ 	 ఈ࣠ሺݐሻ்ܣ,

ெ

௠ୀ଴

ே

௡ୀଵ

 

ܯሺܰبردارهاي ستوني از مرتبه  ܣو  ሻݐఈ࣠ሺبردار پايه توابع تركيبي است. در ضمن،  ሻݐఈ࣠ሺكه در آن  ൅ 1ሻ ൈ به  1
  شوند:صورت زير تعريف مي

ఈ࣠ሺݐሻ ൌ ൣ݄ఈ,ଵ,଴ሺݐሻ, ݄ఈ,ଵ,ଵሺݐሻ, … , ݄ఈ,ଵ,ெሺݐሻ,⋯ , ݄ఈ,ே,଴ሺݐሻ, ݄ఈ,ே,ଵሺݐሻ,⋯ , ݄ఈ,ே,ெሺݐሻ൧
்
,									ሺ12ሻ 

ܣ						 ൌ ൣܽଵ,଴, ܽଵ,ଵ, … , ܽଵ,ெ,⋯ , ܽே,଴, ܽே,ଵ,⋯ , ܽே,ெ൧
்
.																																																										 

݊براي   ௡,௠ܽضرايب بسط ൌ 	1, 2, 3, ⋯ , ݉و  ܰ ൌ 0, 1	, 2, ⋯ ,  آيند:، از رابطه زير به دست ميܯ

ܽ௡,௠ ൌ
൏ ݄, ݄ఈ,௡,௠ ൐ఠሺఈ,௧,௡ሻ

൏ ݄ఈ,௡,௠, ݄ఈ,௡,௠ ൐ఠሺఈ,௧,௡ሻ
																																											 

ൌ
׬ ݄ሺݐሻ	݄ఈ,௡,௠ሺݐሻ	߱ሺߙ, ,ݐ ݊ሻ
௡
ே
௡ିଵ
ே

ݐ݀

׬ ቀ݄ఈ,௡,௠ሺݐሻቁ
ଶ
߱ሺߙ, ,ݐ ݊ሻ

௡
ே
௡ିଵ
ே

ݐ݀
																					 

							ൌ ܰሺ2݉ ൅ 1ሻ	ߙ න ݄ሺݐሻ	݄ఈ,௡,௠ሺݐሻ	߱ሺߙ, ,ݐ ݊ሻ

௡
ே

௡ିଵ
ே

 ,ݐ݀	

,ߙሺ߱كه در آن  ,ݐ ݊ሻ ൌ ሺܰݐ െ ݊ ൅ 1ሻఈିଵ ،پالس و توابع لژاندر مرتبه كسري از مرتبه -ع وزن توابع تركيبي بلاكتاب
ቂ، در بلاك ߙ

௡ିଵ

ே
,
௡

ே
ቁ نماد  و൏∙,∙൐ ܮ، حاصلضرب داخلي در فضاي هيلبرتఠሺఈ,௧ሻ

ଶ ሾ0,1ሿست.، ا  

  

 

  هاي عملياتي مشتق كسري و تأخيرماتريس .2
  و توابع لژاندر مرتبه كسري پالس-عملگر مشتق كسري براي توابع تركيبي بلاك .2.1

஑࣠ሺݐሻ، گيريم. در ) را در نظر مي12پالس و توابع لژاندر مرتبه كسري تعريف شده در (-بردار پايه توابع تركيبي بلاك
॰ఈ ،0را به دست خواهيم آورد. عملگر  ሻݐ஑࣠ሺاين بخش، مشتق كسري كاپوتو، براي بردار  ൏ ߙ ൏  ሻݐ஑࣠ሺروي بردار  ،1

  توان به صورت زير بسط داد:ميرا 
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॰ఈ ஑࣠ሺݐሻ ൌ 	ఈܦ	 ஑࣠ሺݐሻ,																																																																		ሺ13ሻ	 

پالس و توابع لژاندر مرتبه كسري با ابعاد -ماتريس عملياتي مشتق كسري متناظر با توابع تركيبي بلاك ఈܦكه در آن 
ܰሺܯ ൅ 1ሻ ൈ 	ܰሺܯ ൅ 1ሻ، باشد:به صورت زير مي  

ఈܦ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۇ
		

										ଵଵܦ 												ଵଶܦ 											ଵଷܦ ⋯					 										ଵሺேିଵሻܦ 										ଵேܦ

										ଶଵܦ 												ଶଶܦ 											ଶଷܦ ⋯					 										ଶሺேିଵሻܦ 										ଶேܦ

										ଷଵܦ 												ଷଶܦ 											ଷଷܦ ⋯					 										ଷሺேିଵሻܦ 										ଷேܦ

⋮												 ⋮													 ⋮												 ⋱					 ⋮																		 ⋮												
ሺேିଵሻଵܦ 	ሺேିଵሻଶܦ ሺேିଵሻଷܦ ⋯					 ሺேିଵሻሺேିଵሻܦ ሺேିଵሻேܦ

										ேଵܦ 											ேଶܦ 										ேଷܦ ⋯					 											ேሺேିଵሻܦ 										ேேܦ

		

ی

ۋ
ۋ
ۊ
, 

݅،௜௝ܦكه در آن  ൌ 1, 2, 3, ⋯ , ݆و   ܰ ൌ 1, 2, 3, ⋯ , ܯሺ با ابعاد هاي مربعي، ماتريسܰ ൅ 1ሻ ൈ ሺܯ ൅ 1ሻ 
و با  ஑࣠ሺtሻبا اعمال مشتق كسري كاپوتو بر روي بردار  ،ఈܦهاي ماتريس عملياتي مشتق درايه براي محاسبهباشند. مي

  )، داريم.13) و (12استفاده از روابط (

॰ఈ ఈ࣠ሺݐሻ ൌ ൣ॰ఈ݄ఈ,ଵ,଴ሺݐሻ,⋯ ,॰ఈ݄ఈ,ଵ,ெሺݐሻ,⋯ ,॰ఈ݄ఈ,ே,଴ሺݐሻ,⋯ ,॰ఈ݄ఈ,ே,ெሺݐሻ൧
்
. 

݊را براي  ఈ,௡,௠݄توان تابع مي) 11با استفاده از ( ൌ 1, 2, 3, ⋯ , ݉و  	ܰ ൌ 0, 1, 2, ⋯ , ، به صورت زير ܯ
  نوشت:

݄ఈ,௡,௠ሺݐሻ ൌ ∆
	
	௡ିଵ	
ே
ሺݐሻ	ࣦఈ,௠ሺܰݐ െ ݊ ൅ 1ሻ െ ∆		௡	ே

ሺݐሻ	ࣦఈ,௠ሺܰݐ െ ݊ ൅ 1ሻ. 

  كه در آن 

∆௞ሺݐሻ ൌ 	 ቊ
ݐ															,1 ൒ ݇,

ݐ															,0 ൏ ݇.
 

  اكنون با اعمال عملگر مشتق كسري كاپوتو داريم.

॰ఈ݄ఈ,௡,௠ሺݐሻ ൌ ∆	೙షభ
ಿ
ሺݐሻ	॰ఈࣦ஑,௠ሺܰݐ െ ݊ ൅ 1ሻ െ ∆	೙

ಿ
ሺݐሻ	॰ఈࣦ஑,௠ሺܰݐ െ ݊ ൅ 1ሻ.																ሺ14ሻ  

,ቂ0) در 14كه ( بديهي است ሻݐ௞ሺ∆با توجه به تعريف 
௡ିଵ

ே
ቁ باشد. در بلاك داراي مقدار صفر ميቂ

௡ିଵ

ே
,
௡

ே
ቁ  با استفاده از

  ) داريم.10رابطه (
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					॰ఈ݄ఈ,௡,௠ሺݐሻ ൌ 	॰ఈ 	෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
ሺܰݐ െ ݊ ൅ 1ሻ௟ఈ

௠

௟ୀ଴

	

ൌ ෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
॰ఈሺܰݐ െ ݊ ൅ 1ሻ௟ఈ

௠

௟ୀ଴

ൌ෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
ܰ௟ఈ	॰ఈ ൬ݐ െ

݊ െ 1
ܰ

൰
௟ఈ௠

௟ୀ଴

. 

  توان نوشت.) مي9با توجه به (

॰ఈ݄ఈ,௡,௠ሺݐሻ ൌ

ە
۔

ۓ
0,																																																																																																																	݉ ൌ 0,

෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
	ܰ௟ఈ Γሺ݈ߙ ൅ 1ሻ

Γሺ݈ߙ ൅ 1 െ ሻߙ
	൬ݐ െ

݊ െ 1
ܰ

൰
௟ఈିఈ

,݉ ൐ 0.

௠

௟ୀଵ

ሺ15ሻ 

ቂچنين، در بلاك هم
௡

ே
, 1ቃ .داريم 

					॰ఈ݄ఈ,௡,௠ሺݐሻ ൌ 	෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
1

Γሺ1 െ ሻߙ
න

		
݀
ݏ݀ ሺܰݏ െ ݊ ൅ 1ሻ௟ఈ		

ሺݐ െ ሻఈݏ

௡
ே

௡ିଵ
ே

ݏ݀

௠

௟ୀ଴

			

ൌ ෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
	ܰ௟ఈ 1

Γሺ1 െ ሻߙ
න

		
݀
ݏ݀ ሺݏሻ

௟ఈ		

ሺݐ െ ሻఈݏ

ଵ
ே

଴
.ݏ݀

௠

௟ୀ଴

 

  توان نوشت.يبنابراين م

॰ఈ݄ఈ,௡,௠ሺݐሻ ൌ

ە
۔

ۓ
0,																																																																																																																				݉ ൌ 0,

෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
	ܰ௟ఈ 1

Γሺ1 െ ሻߙ
න

		
݀
ݏ݀ ሺݏሻ

௟ఈ	

ሺݐ െ ሻఈݏ

ଵ
ே

଴
݉												,ݏ݀ ൐ 0.

௠

௟ୀଵ

	ሺ16ሻ 

)، 13دهيم. با توجه به (بسط مي، ሻݐ஑࣠ሺرا بر حسب  ሻݐ݄ఈ,௡,௠ሺ	॰ఈ، بردار ஑ܦهاي ماتريس مشتق براي محاسبه درايه
݅براي  ௜௝ܦهاي هاي ماتريسدرايه ൌ 1, 2, 3, ⋯ , ݆و  ܰ ൌ 1, 2, 3, ⋯ ,   شوند:، به صورت زير محاسبه ميܰ

௟௞ܦ	
௜௝ ൌ

൏ ॰ఈ	݄ఈ,௜,௟ିଵ, ݄ఈ,௝,௞ିଵ ൐ఠሺఈ,௧,௝ሻ

൏ ݄ఈ,௝,௞ିଵ, ݄ఈ,௝,௞ିଵ ൐ఠሺఈ,௧,௝ሻ
 

         ൌ ܰ	ሺ2ሺ݇ െ 1ሻ ൅ 1ሻ	ߙ ൏ ॰ఈ	݄஑,୧,୪ିଵ, ݄ఈ,௝,௞ିଵ ൐ఠሺఈ,௧,௝ሻ ,																																																									 ሺ17ሻ 

݈	كه در آن  ൌ 1, 2, 3, ⋯ , ܯ ൅ ݇و  1 ൌ 1, 2, 3, ⋯ 	 , ܯ ൅ 1 .  
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݅اگر  ൐ 0، آنگاه ݆ ൑ ݐ ൏
௝ିଵ

ே
௟௞ܦشود ) نتيجه مي17) و (14و با توجه به ( 

௜௝ ൌ ݅. اگر 0 ൌ ௝ିଵ، آنگاه ݆

ே
൑ ݐ ൏

௝

ே
݅. اگر  ൏ ௝، آنگاه ݆

ே
൑ ݐ ൑ ܯሺܰ با ابعاديك ماتريس مربعي  ஑ܦ. بنابراين، ساختار ماتريس عملياتي مشتق كاپوتو 1 ൅

1ሻ 	ൈ ܰሺܯ ൅ 1ሻ:به صورت زير است ،  

ఈܦ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۇ
				

ଵଵܦ ଵଶܦ ଵଷܦ ⋯ ଵሺேିଵሻܦ 							ଵேܦ
0				 ଵଵܦ ଵଶܦ ⋯ ଵሺேିଶሻܦ ଵሺேିଵሻܦ

0				 0				 ଵଵܦ ⋯ ଵሺேିଷሻܦ ଵሺேିଶሻܦ

⋮					 ⋮				 ⋮				 ⋱ ⋮												 ⋮													
0				 0				 0				 ⋯ 							ଵଵܦ 								ଵଶܦ
0				 0				 0				 ⋯ 0												 								ଵଵܦ

		

ی

ۋ
ۋ
ۊ
,																																						ሺ18ሻ 

݆ ،ଵ௝ܦكه در آن  ൌ 1, 2, 3, ⋯ , ܯሺ با ابعادهاي مربعي ، ماتريسܰ ൅ 1ሻ ൈ ሺܯ ൅ 1ሻ با ماتريس مربعي صفر  0 و
ܯሺ ابعاد ൅ 1ሻ ൈ ሺܯ ൅ 1ሻباشند.، مي  

ߙكه  شايان ذكر است وقتي → شود. بر مشتق كلاسيك مرتبه اول منطبق مي ،ߙ، آنگاه مشتق كسري كاپوتو از مرتبه 1
ߙاگر  ൌ  : ]42[ه صورت زير است ، آنگاه ساختار ماتريس عملياتي مشتق ب1

ଵܦ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۇ
		

ଵଵܦ 0				 0				 ⋯ 0				 0				
0				 ଵଵܦ 0				 ⋯ 0				 0				
0				 0				 ଵଵܦ ⋯ 0				 0				
⋮				 ⋮				 ⋮				 ⋱ 	⋮						 ⋮				
0				 0				 0				 ⋯ ଵଵܦ 0				
0				 0				 0				 ⋯ 0					 ଵଵܦ

		

ی

ۋ
ۋ
ۊ
. 

ܰل، فرض كنيم به عنوان مثا ൌ ܯو  2 ൌ ߙهاي عملياتي مشتق براي ، در اين صورت، ماتريس3 ൌ ߙ، 1 ൌ و  	0.8
ߙ ൌ   به صورت زير است: 0.5

ଵܦ ൌ

ۉ

ۈۈ
ۇ
			

0 0	 0 0 0	 0
4 0	 0 0 0	 0
0 12 0 0 0	 0	
0 0	 0 0 0	 0
0 0	 0 4 0	 0
0 0	 0 0 12 0

		

ی

ۋۋ
ۊ
, 

଼.଴ܦ ൌ

ۉ

ۈۈ
ۇ
		

0									 0													 0									 	0														 0										 0													
				3.24327 0													 0									 	0.96869 െ0.63055 0.32469
െ1.71231 8.01749 0									 		0.67626	 െ0.96099 0.74280
0									 0												 0									 		0														 0										 0													
0									 0												 0									 			3.24327	 0										 0													
0									 0												 0									 െ1.71231	 			8.01749 0													

		

ی

ۋۋ
ۊ
, 
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଴.ହܦ ൌ

ۉ

ۈۈ
ۇ
		

0									 0													 0									 	0														 0										 0													
				2.50663 0													 0									 	1.80637 െ0.63178 0.07676
െ2.73258 4.78731 0									 		0.78327	 െ0.84801 0.33890
0									 0												 0									 		0														 0										 0													
0									 0												 0									 			2.50663	 0										 0													
0									 0												 0									 െ2.73258	 			4.78731 0													

		

ی

ۋۋ
ۊ
. 

ܰ، فرض كنيم ߙبراي توضيح بيشتر در مورد نحوه به دست آوردن ماتريس عملياتي مشتق كسري كاپوتو از مرتبه  ൌ

ܯ ،2 ൌ ߙو   2 ൌ ଶ

ଷ
  داريم.) 18. با توجه به (

ଶܦ
ଷ
ൌ ቀ		ܦ

ଵଵ ଵଶܦ

0				 ଵଵܦ
		ቁ.																																																																			ሺ19ሻ 

మܦهاي ماتريس براي محاسبه درايه
య

 با ابعاديك ماتريس مربعي  ଵଵܦآوريم. چون را به دست مي ଵଵܦهاي ، ابتدا درايه
ሺܯ ൅ 1ሻ ൈ ሺܯ ൅ 1ሻ است، پس 

ଵଵܦ ൌ ൮		

ଵଵܦ
ଵଵ ଵଶܦ

ଵଵ ଵଷܦ
ଵଵ

ଶଵܦ
ଵଵ ଶଶܦ

ଵଵ ଶଷܦ
ଵଵ

ଷଵܦ
ଵଵ ଷଶܦ

ଵଵ ଷଷܦ
ଵଵ

		൲. 

ଵଵܦكنيم. واضح است ) استفاده مي17) و (15، از (ଵଵܦهاي ماتريس براي محاسبه درايه
ଵଵ ൌ ଵଶܦ	

ଵଵ ൌ ଵଷܦ	
ଵଵ ൌ براي . 0

  داريم. ଵଵܦمحاسبه درايه سطر دوم و ستون اول ماتريس 

ଶଵܦ		
ଵଵ ൌ 2	ሺ2 ൈ 0 ൅ 1ሻ	

2
3
	න ൬॰ଶ

ଷ
	݄ଶ
ଷ,ଵ,ଵ

ሺݐሻ 	ൈ 	݄ଶ
ଷ,ଵ,଴

ሺݐሻ ൈ ሺ2ݐሻ
ଶ
ଷିଵ൰ 	ݐ݀	

ଵ
ଶ

଴

	 

			ൌ
4
3
	නቌ෍

ሺെ1ሻଵା௟	ሺ1 ൅ ݈ሻ!	ሺ2ሻ
ଶ௟
ଷ 	Γ ቀ2݈3 ൅ 1ቁ

ሺ1 െ ݈ሻ!	ሺ݈!ሻଶ	Γ ቀ2݈3 ൅ 1
3ቁ

	ሺݐሻ
ଶ௟
ଷ ି

ଶ
ଷ

ଵ

௟ୀଵ

	ൈ	෍
ሺെ1ሻ௦	ሺݏሻ!
ሺݏ!ሻଶ

	ሺ2ݐሻ
ଶ௦
ଷ

଴

௦ୀ଴

ൈ ሺ2ݐሻି
ଵ
ଷቍ ݐ݀	

ଵ
ଶ

଴

 

										ൌ 	2.86603. 

  مشابه حالت قبل داريم. ،ଵଵܦبراي محاسبه درايه سطر دوم و ستون دوم ماتريس 

ଶଶܦ
ଵଵ ൌ 2ሺ2 ൈ 1 ൅ 1ሻ	

2
3
න൬॰ଶ

ଷ
	݄ଶ
ଷ,ଵ,ଵ

ሺݐሻ 	ൈ	݄ଶ
ଷ,ଵ,ଵ

ሺݐሻ ൈ ሺ2ݐሻ
ଶ
ଷିଵ൰ 	ݐ݀	

ଵ
ଶ

଴
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									ൌ 4නቌ෍
ሺെ1ሻଵା௟ሺ1 ൅ ݈ሻ!	ሺ2ሻ

ଶ௟
ଷ 	Γ ቀ2݈3 ൅ 1ቁ

ሺ1 െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ	Γ ቀ
2݈
3 ൅

1
3ቁ

	ሺݐሻ
ଶ௟
ଷ ି

ଶ
ଷ

ଵ

௟ୀଵ

	ൈ෍
ሺെ1ሻଵା௦	ሺ1 ൅ !ሻݏ
ሺ1 െ !ሻݏ ሺݏ!ሻଶ

ሺ2ݐሻ
ଶ௦
ଷ

ଵ

௦ୀ଴

ൈ ሺ2ݐሻି
ଵ
ଷቍ ݐ݀	

ଵ
ଶ

଴

 

									ൌ 0. 

  توان نوشت.، ميଵଵܦبراي محاسبه درايه سطر دوم و ستون سوم ماتريس 

ଶଷܦ
ଵଵ ൌ 2ሺ2 ൈ 2 ൅ 1ሻ

2
3
න൬॰ଶ

ଷ
	݄ଶ
ଷ,ଵ,ଵ

ሺݐሻ 	ൈ 	݄ଶ
ଷ,ଵ,ଵ

ሺݐሻ ൈ ሺ2ݐሻ
ଶ
ଷିଵ൰ 	ݐ݀

ଵ
ଶ

଴

 

								ൌ
20
3
නቌ෍

ሺെ1ሻଵା௟ሺ1 ൅ ݈ሻ!	ሺ2ሻ
ଶ௟
ଷ 	Γ ቀ

2݈
3 ൅ 1ቁ

ሺ1 െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ	Γ ቀ
2݈
3 ൅

1
3ቁ

ሺݐሻ
ଶ௟
ଷ ି

ଶ
ଷ

ଵ

௟ୀଵ

	ൈ෍
ሺെ1ሻଶା௦	ሺ2 ൅ !ሻݏ
ሺ2 െ !ሻݏ ሺݏ!ሻଶ

ሺ2ݐሻ
ଶ௦
ଷ

ଶ

௦ୀ଴

ൈ ሺ2ݐሻି
ଵ
ଷቍ݀ݐ

ଵ
ଶ

଴

 

								ൌ 0. 

، به صورت زير به ଵଵܦشوند. بنابراين ماتريس ، مشابه سطر دوم محاسبه ميଵଵܦهاي سطر سوم ماتريس چنين، درايههم
  آيد:دست مي

ଵଵܦ ൌ ൭
0										 0														 0

				2.86603 0														 0
െ2.31719 6.28091 0

		൱.			 

ܯሺ با ابعاديك ماتريس مربعي  ،ଵଶܦكنيم. ماتريس را محاسبه مي ଵଶܦهاي ماتريس اكنون درايه ൅ 1ሻ ൈ ሺܯ ൅ 1ሻ  به
 صورت زير است:

ଵଶܦ	 ൌ ቌ		
ଵଵܦ
ଵଶ ଵଶܦ

ଵଶ ଵଷܦ
ଵଶ

ଶଵܦ
ଵଶ ଶଶܦ

ଵଶ ଶଷܦ
ଵଶ

ଷଵܦ
ଵଶ ଷଶܦ

ଵଶ ଷଷܦ
ଵଶ
		ቍ. 

ଵଵܦكنيم. بديهي است كه ) استفاده مي17) و (16هاي اين ماتريس، از (براي محاسبه درايه
ଵଶ ൌ ଵଶܦ	

ଵଶ ൌ ଵଷܦ	
ଵଶ ൌ براي . 0

  داريم. ଵଶܦتون اول ماتريس محاسبه درايه سطر دوم و س

ଶଵܦ
ଵଶ ൌ 2	ሺ2 ൈ 0 ൅ 1ሻ	

2
3
	න ൬॰ଶ

ଷ
	݄ଶ
ଷ,ଵ,ଵ

ሺݐሻ 	ൈ 	݄ଶ
ଷ,ଶ,଴

ሺݐሻ ൈ ሺ2ݐ െ 1ሻ
ଶ
ଷିଵ൰ 	ݐ݀	

ଵ

ଵ
ଶ
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						ൌ
4
3
	නቌ෍

ሺെ1ሻଵା௟ሺ1 ൅ ݈ሻ!	2
ଶ௟
ଷ

ሺ1 െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ	Γ ቀ13ቁ
		න

݀
ݎ݀ ሺݎሻ

ଶ௟
ଷ

ሺݐ െ ሻݎ
ଶ
ଷ

ଵ
ଶ

଴
ݎ݀

ଵ

௟ୀଵ

ൈ	෍
ሺെ1ሻ௦	ሺݏሻ!
ሺݏ!ሻଶ

ሺ2ݐ െ 1ሻ
ଶ௦
ଷ

଴

௦ୀ଴

ൈ ሺ2ݐ െ 1ሻି
ଵ
ଷቍ݀ݐ	

ଵ

ଵ
ଶ

 

										ൌ 	1.43301. 

  ، داريم.ଵଶܦبراي محاسبه درايه سطر دوم و ستون دوم ماتريس 

ଶଶܦ
ଵଶ ൌ 2	ሺ2 ൈ 1 ൅ 1ሻ	

2
3
	න ൬॰ଶ

ଷ
	݄ଶ
ଷ,ଵ,ଵ

ሺݐሻ 	ൈ 	݄ଶ
ଷ,ଶ,ଵ

ሺݐሻ ൈ ሺ2ݐ െ 1ሻ
ଶ
ଷିଵ൰ 	ݐ݀	

ଵ

ଵ
ଶ

				 

								ൌ 4නቌ෍
ሺെ1ሻଵା௟ሺ1 ൅ ݈ሻ! 2

ଶ௟
ଷ

ሺ1 െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ	Γ ቀ13ቁ
න

݀
ݎ݀ ሺݎሻ

ଶ௟
ଷ

ሺݐ െ ሻݎ
ଶ
ଷ

ଵ
ଶ

଴
ݎ݀

ଵ

௟ୀଵ

ൈ෍
ሺെ1ሻଵା௦ሺ1 ൅ !ሻݏ
ሺ1 െ !ሻݏ ሺݏ!ሻଶ

	ሺ2ݐ െ 1ሻ
ଶ௦
ଷ

ଵ

௦ୀ଴

ൈ ሺ2ݐ െ 1ሻି
ଵ
ଷቍ݀ݐ

ଵ

ଵ
ଶ

 

								ൌ 	െ0.74376. 

  آيد:به صورت زير به دست مي ଵଶܦمشابه حالت قبل، درايه سطر دوم و ستون سوم ماتريس 

ଶଷܦ
ଵଶ ൌ 2	ሺ2 ൈ 2 ൅ 1ሻ	

2
3
	න ൬॰ଶ

ଷ
	݄ଶ
ଷ,ଵ,ଵ

ሺݐሻ 	ൈ 	݄ଶ
ଷ,ଶ,ଶ

ሺݐሻ ൈ ሺ2ݐ െ 1ሻ
ଶ
ଷିଵ൰ 	ݐ݀

ଵ

ଵ
ଶ

 

									ൌ
20
3
නቌ෍	

ሺെ1ሻଵା௟ሺ1 ൅ ݈ሻ! 2
ଶ௟
ଷ

ሺ1 െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶΓ ቀ13ቁ
න

		
݀
ݎ݀ ሺݎሻ

ଶ௟
ଷ 	

ሺݐ െ ሻݎ
ଶ
ଷ

ݏ݀	

ଵ
ଶ

଴

ଵ

௟ୀଵ

	෍ 	
ሺെ1ሻଶା௦ሺ2 ൅ !ሻݏ
ሺ2 െ !ሻݏ ሺݏ!ሻଶ

ሺ2ݐ െ 1ሻ
ଶ௦
ଷ

ଶ

௦ୀ଴

ሺ2ݐ െ 1ሻି
ଵ
ଷቍ

ଵ

ଵ
ଶ

 ݐ݀

									ൌ 	0.27255. 

به صورت زير به  ଵଶܦ شوند. بنابراين، ماتريسهاي سطر دوم محاسبه ميمشابه درايه ،ଵଶܦسطر سوم ماتريس  هايدرايه 
  آيد:دست مي

ଵଶܦ ൌ ቌ

0												 0											 0													

		1.43301 െ0.74376 0.27255

	0.84463 	െ1.08639 0.69004

		ቍ. 

  شود.) نتيجه مي19در ( ଵଶܦو  ଵଵܦبا جايگذاري 
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ଶܦ
ଷ
ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

0										 0													 0												 0												 0										 0														

			2.86603 0													 0												 		1.43301 െ0.74376 0.27255

െ2.31719 6.28091 0												 		0.84463 െ1.08639 0.69004

0										 0													 0												 0											 0											 0														

0										 0													 0												 			2.86603 0											 0														

0										 0													 0												 െ2.31719 		6.28091 ی														0

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

. 

 

رتبه پالس و توابع لژاندر م-تركيبي بلاك اي عملگر مشتق كسري كاپاتو  براي توابعيك كران بالا بر .2.1.1
  كسري

ي پالس و توابع لژاندر مرتبه كسر-تركيبي بلاك در اين بخش، ابتدا به معرفي فضاي سوبولف و قضيه همگرايي پايه
  وريم.آتركيبي ياد شده را به دست ميپردازيم و سپس خطاي تقريب براي عملگر مشتق كسري كاپوتو متناظر با توابع مي

,ߙሺ߱، با تابع وزن ߛفضاي سوبولف از مرتبه عدد صحيح مثبت  ، نمايش ࣢γ,னሺ஑,୲ሻሾ0,1ሿ، را با نماد ሾ0,1ሿ، روي بازه ሻݐ
  شود:. در اين فضا، نرم به صورت زير تعريف مي]46[دهيم مي

‖݂‖࣢ം,ഘሺഀ,೟ሻሾ଴,ଵሿ
ଶ ൌ	൏ ݂, ݂ ൐࣢ം,ഘሺഀ,೟ሻሾ଴,ଵሿ

 

																																																ൌ 	෍න ߱ሺߙ, ሻݐ ቆ
݀௜

௜ݐ݀
݂ሺݐሻቇ

ଶଵ

଴
ݐ݀

ఊ

௜ୀ଴

 

																																							ൌ 	෍ብ
݀௜

௜ݐ݀
݂ሺݐሻብ

௅ഘሺഀ,೟ሻ
మ ሾ଴,ଵሿ

ଶ

,

ఊ

௜ୀ଴

 

ௗ೔كه در آن 

ௗ௧೔
  باشد. مي ݂ام تابع -݅، نشان دهنده مشتق مرتبه 

  شود:، به صورت زير تعريف مي݂شايان ذكر است كه شبه نرم در فضاي سوبولف براي تابع 

|݂|࣢ം,ഘሺഀ,೟ሻ,ಾሾ଴,ଵሿ
ൌ ቌ ෍ ብ

݀௞

௞ݐ݀
݂ሺݐሻብ

௅ഘሺഀ,೟ሻ
మ ሾ଴,ଵሿ

ଶఊ

௞ୀ୫୧୬	ሺఊ,ெାଵሻ

ቍ

ଵ
ଶ

. 

  شود:ن، براي توابع تركيبي ياد شده، شبه نرم در فضاي سوبولف به صورت زير تعريف ميچنيهم
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|݂|࣢ം,ഘሺഀ,೟ሻ:ೞ:ಿ,ಾሾ଴,ଵሿ
ൌ ቌ ෍ ܰଶ௦ିଶ௞ ෍ ብ

݀௞

௞ݐ݀ ௡݂ሺݐሻብ
௅ഘሺഀ,೟,೙ሻ
మ ቂ

௡ିଵ
ே ,

௡
ேቁ

ଶே

௡ୀଵ

ఊ

௞ୀ୫୧୬ሺఊ,ெାଵሻ

ቍ

ଵ
ଶ

, 

ܰباشند به طوري كه اعداد صحيح مثبت مي ܯو  ܰآن كه در  ൒ ܯو  1 ൒ ݊چنين، براي . هم0 ൌ 1, 2, ⋯	, ܰ ،

௡݂: ቂ
௡ିଵ

ே
,
௡

ே
ቁ 	→ Թ  ࣢يك تابع در فضايఊ,ఠሺఈ,௧,௡ሻ ቂ

௡ିଵ

ே
,
௡

ே
ቁ  است، كه௡݂ሺݔሻ ൌ ݂ሺݔሻ ،߱ሺߙ, ሻݐ ൌ و  ఈିଵݐ
߱ሺߙ, ,ݐ ݊ሻ ൌ ሺܰݐ െ ݊ ൅ 1ሻఈିଵ ،1. در ضمن ൑ ݏ ൑ 	ݏكه به طوري ߛ ∈ 	Ժ.  

ߛفرض كنيم  ]).46([ .2.1قضيه  ൒ 	݂يك عدد صحيح مثبت و  ،1 ∈ 	࣢ఊ,ఠሺఈ,௧ሻሾ0,1ሿ  باشد. در اين صورت  

‖݂ െ ேெሺ݂ሻ‖௅ഘሺഀ,೟ሻమߚ ሾ଴,ଵሿ ൑ ࣢ം,ഘሺഀ,೟ሻ:బ:ಿ,ಾሾ଴,ଵሿ|݂|ఊିܯܥ
. 

1چنين، براي هم ൑ ݏ ൑ 	ݏو  ߛ ∈ 	Ժ:رابطه زير را داريم ،  

‖݂ െ ࣢ೞ,ഘሺഀ,೟ሻሾ଴,ଵሿ‖ேெሺ݂ሻߚ ൑ ଶ௦ିܯܥ
ଵ
ଶିఊ|݂|࣢ം,ഘሺഀ,೟ሻ:ೞ:ಿ,ಾሾ଴,ଵሿ

, 

  كه در آن

ேெሺ݂ሻߚ ൌ 	෍෍ܽ௡௝	࣠ఈ,௡,௝ሺݐሻ,

ெ

௝ୀ଴

ே

௡ୀଵ

 

  باشد.مي ܯو  ݂تقل از و مس ߛ، عددي وابسته به ܥاست و  ݂بهترين تقريب براي تابع 

0فرض كنيم  ]).47[نامساوي پيچشي يانگ ( .2.2قضيه  ൑ ,݌ ,ݍ ݎ ൏ ݂كه به طوري ∞ ∈ ݃و  ௣ሺԹௗሻܮ ∈

ଵو  ௤ሺԹௗሻܮ

௣
൅ ଵ

௤
ൌ ଵ

௥
൅  . در اين صورت  1

‖݂ ∗ ݃‖௥ ൑ 	‖݂‖௣	‖݃‖௤. 

γفرض كنيم  .2.3قضيه  ∈ 	Գ  ݏو ∈ 	Գ  ݏبه طوري كه െ 1 ൏ ߙ ൏ ݏ ൑ γ  ݂و	 ∈ 	࣢γ,ఠሺఈ,௧ሻሾ0,1ሿ  باشد. در
ߙكسري كاپوتو از مرتبه  اين صورت خطاي تقريب عملگر مشتق ൐ پالس و توابع لژاندر مرتبه -براي توابع تركيبي بلاك، 0

  باشد:كسري به صورت زير مي

∥ ॰ఈሺ݂ሻ െ ॰ఈߚேெሺ݂ሻ ∥௅ഘሺഀ,೟ሻమ ሾ଴,ଵሿ൑
1

ݏሺ߁ െ ߙ ൅ 1ሻ
ଶ௦ିܯܥ	

ଵ
ଶିఊ|݂|࣢ം,ഘሺഀ,೟ሻ:ೞ:ಿ,ಾሾ଴,ଵሿ

. 

  .توان نوشت، براي مشتق كسري كاپوتو مي1.1طبق تعريف  اثبات.
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॰ఈሺ݂ሻ െ ॰ఈߚேெሺ݂ሻ ൌ
1

ݏሺ߁ െ ሻߙ
න ሺݐ െ ߬ሻ௦ିఈିଵ ቆ

݀௦

௦ݐ݀
݂ሺ߬ሻ െ	

݀௦

௦ݐ݀
ேெሺ݂ሺ߬ሻሻቇߚ 	݀߬

௧

଴
 

														ൌ
1

ݏሺ߁ െ ሻߙ
௦ିఈିଵݐ ∗

݀௦

௦ݐ݀
ቀ݂ሺݐሻ െ  ,ሻ൯ቁݐேெ൫݂ሺߚ

 .داريم ،2.2اكنون با استفاده از قضيه 

∥ ॰ఈሺ݂ሻ െ ॰ఈߚேெሺ݂ሻ ∥௅ഘሺഀ,೟ሻమ ሾ଴,ଵሿ
ଶ ൌ 	ฯ

1
ݏሺ߁ െ ሻߙ

௦ିఈିଵݐ ∗
݀௦

௦ݐ݀
ቀ݂ሺݐሻ െ ሻ൯ቁฯݐேெ൫݂ሺߚ

௅ഘሺഀ,೟ሻ
మ ሾ଴,ଵሿ

ଶ

 

																																																				൑ 	 ฯ
1

ݏሺ߁ െ ሻߙ
௦ିఈିଵฯݐ

ଵ

ଶ

ฯ
݀௦

௦ݐ݀
ቀ݂ሺݐሻ െ ሻ൯ቁฯݐேெ൫݂ሺߚ

௅ഘሺഀ,೟ሻ
మ ሾ଴,ଵሿ

ଶ

 

																																																൑ ቆන
1

ݏሺ߁ െ ሻߙ
௦ିఈିଵݐ

ଵ

଴
ቇݐ݀

ଶ

	ฯ
݀௦

௦ݐ݀
ቀ݂ሺݐሻ െ ሻ൯ቁฯݐேெ൫݂ሺߚ

௅ഘሺഀ,೟ሻ
మ ሾ଴,ଵሿ

ଶ

. 

  شود.طبق تعريف نرم در فضاي سوبولف و نامساوي بالا نتيجه مي

∥ ॰ఈሺ݂ሻ െ ॰ఈߚேெሺ݂ሻ ∥௅ഘሺഀ,೟ሻమ ሾ଴,ଵሿ
ଶ ൑

1
ݏሺ߁ െ ߙ ൅ 1ሻଶ

ฮ݂ሺݐሻ െ ሻ൯ฮ࣢ೞ,ഘሺഀ,೟ሻሾ଴,ଵሿݐேெ൫݂ሺߚ

ଶ
. 

  و نامساوي بالا داريم. 2.1چنين، با استفاده از قضيه هم

∥ ॰ఈሺ݂ሻ െ ॰ఈߚேெሺ݂ሻ ∥௅ഘሺഀ,೟ሻమ ሾ଴,ଵሿ
ଶ ൑

1
ݏሺ߁ െ ߙ ൅ 1ሻଶ

࣢ം,ഘሺഀ,೟ሻ:ೞ:ಿ,ಾሾ଴,ଵሿ|݂|ସ௦ିଵିଶఊܯଶܥ	
ଶ . 

 شود.نامساوي بالا قضيه اثبات مي با ريشه دوم گرفتن از

ߙتوابع لژاندر از مرتبه كسري  مشتق مرتبه كسري كاپوتو متناظر با ماتريس عملياتي ،ఈܦاگر  .2.4قضيه  ൐ باشد، آنگاه  0
ఈܦܧبردار خطاي اين ماتريس،  ൌ ሾ݁଴, ݁ଵ,⋯ , ݁ெሿ்زير را داريم: باشد. به عبارت ديگر، رابطه ، برابر صفر مي  

ఈܦܧ ൌ ॰ఈ ఈ࣠ሺݐሻ െ ఈܦ ఈ࣠ሺݐሻ ൌ 0. 

  شود.توابع لژاندر مرتبه كسري، نتيجه ميبا اعمال عملگر مشتق كاپوتو روي  اثبات.

				॰ఈ	݄ఈ,ଵ,௠ሺݐሻ ൌ 	॰ఈ 	෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
ሺݐሻ௟ఈ

௠

௟ୀ଴
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																													ൌ ෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
॰ఈሺݐሻ௟ఈ

௠

௟ୀ଴

 

																													ൌ ෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
ܰ௟ఈ	॰ఈሺݐሻ௟ఈ

௠

௟ୀ଴

, 

݉كه در آن  ൌ 0, 1, 2,   توان نوشت.) مي9. با توجه به (ܯ,	⋯

॰ఈ	݄ఈ,ଵ,௠ሺݐሻ ൌ ൞

0,																																																																																																																	݉ ൌ 0,

෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
	
ߙሺ݈߁ ൅ 1ሻ

ߙሺ݈߁ ൅ 1 െ ሻߙ
	ሺݐሻ௟ఈିఈ,																								݉ ൐ 0.

௠

௟ୀଵ

 

ሻ௟ఈିఈሻݐሺሺ	degچون   ൏   ، بنابراينߙܯ

෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
	
Γሺ݈ߙ ൅ 1ሻ

Γሺ݈ߙ ൅ 1 െ ሻߙ
	ሺݐሻ௟ఈିఈ

௠

௟ୀଵ

ൌ෍ܽ௠,௜	݄஑,ଵ,୧ሺݐሻ,

ெ

௜ୀଵ

	 

 كه در آن

ܽ௠,௜ ൌ ሺ2݅ ൅ 1ሻ	ߙ න ෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
	
Γሺ݈ߙ ൅ 1ሻ

Γሺ݈ߙ ൅ 1 െ ሻߙ
	ሺݐሻ௟ఈିఈ

௠

௟ୀଵ

ൈ	 	݄஑,ଵ,୧ሺݐሻ 	ൈ		
ଵ

଴
߱ሺߙ, ,ݐ 1ሻ	݀ݐ 

									ൌ ሺ2݅ ൅ 1ሻ	ߙ න ෍ሺെ1ሻ௠ା௟
ሺ݉ ൅ ݈ሻ!

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶ
	
Γሺ݈ߙ ൅ 1ሻ

Γሺ݈ߙ ൅ 1 െ ሻߙ
	ሺݐሻ௟ఈିఈ

௠

௟ୀଵ

ଵ

଴

ൈ	෍ሺെ1ሻ௜ା௞
ሺ݅ ൅ ݇ሻ!

ሺ݅ െ ݇ሻ! ሺ݇!ሻଶ
	ሺݐሻ௞ఈ

௜

௞ୀଵ

	ൈ ఈିଵݐ  ݐ݀	

										ൌ ሺ2݅ ൅ 1ሻ	ߙ෍෍ሺെ1ሻ௠ା௟ା௜ା௞
ሺ݉ ൅ ݈ሻ! ሺ݅ ൅ ݇ሻ! Γሺ݈ߙ ൅ 1ሻ

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶሺ݅ െ ݇ሻ! ሺ݇!ሻଶΓሺ݈ߙ ൅ 1 െ ሻߙ
	න ሺݐሻ௟ఈା௞ఈିଵ

ଵ

଴
ݐ݀	

௜

௞ୀଵ

௠

௟ୀଵ

	 

									ൌ ሺ2݅ ൅ 1ሻ	ߙ෍෍ሺെ1ሻ௠ା௟ା௜ା௞
ሺ݉ ൅ ݈ሻ! ሺ݅ ൅ ݇ሻ! Γሺ݈ߙ ൅ 1ሻ

ሺ݉ െ ݈ሻ! ሺ݈!ሻଶሺ݅ െ ݇ሻ! ሺ݇!ሻଶΓሺ݈ߙ ൅ 1 െ ߙሻሺ݈ߙ ൅ ሻߙ݇

௜

௞ୀଵ

௠

௟ୀଵ

. 

௠,௜ܽ شودتوجه به عبارت بالا نتيجه ميبا  ൌ ሺܦఈሻ	௠,௜.  

݉بنابراين، براي  ൌ 0, 1, 2, ⋯ ௠݁داريم  ܯ, ൌ   :. بنابراين رابطه زير را داريم0

‖ఈܦܧ‖ ൌ 0. 
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  پالس و توابع لژاندر مرتبه كسري-ماتريس عملياتي تأخير براي توابع تركيبي بلاك .2.2
ݐ஑࣠ሺگيريم. بردارهاي ) را در نظر مي12در ( ሻݐ஑࣠ሺبردار  െ ߬௫ሻ  و஑࣠ሺݐ െ ߬௨ሻ  انتقال يافته بردار஑࣠ሺݐሻ به ،

ݐ஑࣠ሺباشند. بسط در راستاي محور زمان مي ،ሾ0,1ሿ در بازه ௨߬و  ௫߬اندازه اعداد گوياي  െ ߬௫ሻ  و஑࣠ሺݐ െ ߬௨ሻ  برحسب
  باشد:به صورت زير مي ،ሻݐ஑࣠ሺبردار پايه 

஑࣠ሺݐ െ ߬௫ሻ ൌ 	ࣞఛೣ ஑࣠ሺݐሻ,												ݐ ൐ ߬௫, 

஑࣠ሺݐ െ ߬௨ሻ ൌ 	ࣞఛೠ ஑࣠ሺݐሻ,											ݐ ൐ ߬௨, 

ܯሺܰ با ابعادهاي عملياتي تأخير مربعي ماتريس ఛೠࣞو  ఛೣࣞكه  ൅ 1ሻ ൈ ܰሺܯ ൅ 1ሻ߬هاي تأخير ، با زمان௫  ߬و௨ ،
  باشند.، ميߙپالس و توابع لژاندر مرتبه كسري -تركيبي بلاك متناظر با توابع

به  ܰرا مشخص كرد. براي به دست آوردن  ܰپالس، -مرتبه توابع بلاكبراي ساختن ماتريس عملياتي تأخير، ابتدا بايد 
 نويسيم:صورت زير مي

  اعداد صحيح شوند. سپس ௨ܾ߬و  ௫ܾ߬گيريم، كه را كوچكترين عددي در نظر مي ܾابتدا، عدد صحيح مثبت 

݌ ൌ g. c. dሺܾ߬௫, ܾ߬௨ሻ, 

 يم:كنرا به صورت زير تعريف مي ܰو مقدار 

ܰ ൌ

ە
ۖ
۔

ۖ
ۓ
ܾ
݌
,																																

ܾ
݌
∈ Ժ,

	

൤
ܾ
݌
൨ ൅ 1																						

ܾ
݌
∉ Ժ.

																																																												ሺ20ሻ

	

 

شايان ذكر است كه بيان شده است. با ذكر جزئيات  ]46[هاي تأخير متناظر با توابع تركيبي در نحوه به دست آوردن ماتريس
ࣞఛೣ  ࣞوఛೠ با ابعادهاي مربعي ماتريس ܰሺܯ ൅ 1ሻ ൈ ܰሺܯ ൅ 1ሻ باشند:به صورت زير مي  

ࣞఛೣ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

			

0 0 ⋯ 0 ெାଵܫ 0 ⋯ 0
0 0 ⋯ 0 0 ெାଵܫ ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ ெାଵܫ
0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0

			

ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

, 
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ࣞఛೠ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

			

0 0 ⋯ 0 ெାଵܫ 0 ⋯ 0
0 0 ⋯ 0 0 ெାଵܫ ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ ெାଵܫ
0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0
⋮ ⋮ ⋱ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱ ⋮
0 0 ⋯ 0 0 0 ⋯ 0

			

ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

, 

ܯሺ بعادبا ايك ماتريس هماني  ெାଵܫشود و محاسبه مي )20(طبق  ܰكه در آن  ൅ 1ሻ ൈ ሺܯ ൅ 1ሻ  ماتريس صفر  0و
ܯሺ با ابعاد ൅ 1ሻ ൈ ሺܯ ൅ 1ሻࣞباشد. در ضمن، در ماتريس ، ميఛೣ ܫ، اولينெାଵ  ݏدر سطر اول و در ستونଵ௫  قرار دارد

ଵ௫ݏكه  ൌ
௕ఛೣ
௣

ଶ௫ݏار دارد كه قر ଶ௫ݏدر سطر اول و در ستون  ெାଵܫ، اولين ఛೠࣞو در ماتريس   ൌ
௕ఛೠ
௣

 شودتعريف مي 

. 
 

 سازي مسأله كنترل بهينه غيرخطي كسري با محدوديت نامساويگسسته. 3

وابع پالس و ت-طور كه در مقدمه اشاره شده است، روش حل مسأله، يك روش مستقيم مبتني بر توابع تركيبي بلاكهمان
0، براي ߙلژاندر از مرتبه كسري  ൏ ߙ ൑ ߙاست. لازم به ذكر است براي ، 1 ൌ ، مسأله كنترل بهينه كسري ياد شده به 1

)، ابتدا متغيرهاي حالت و كنترل مسأله را 1شود. براي حل مسأله (يك مسأله كنترل بهينه غيرخطي كلاسيك تبديل مي
  دهيم:پالس و توابع لژاندر مرتبه كسري به صورت زير بسط مي-بلاك برحسب توابع تركيبي

ሻݐ௜ሺݔ		 ൌ 	 ఈ࣠
்ሺݐሻ	ݍ௜,	 

ሻݐ௝ሺݑ ൌ 	 ఈ࣠
்ሺݐሻ	ݎ௝, 

݅براي   ௝ݎو ௜ݍكه در آن  ൌ 1, 2, 3, ⋯,			݈ଵ  ݆و ൌ 1, 2, 3, ⋯ , ݈ଶ بردارهاي ستوني از مرتبه ،ܰሺܯ ൅ 1ሻ ൈ 1 
  توان نوشت.) مي8) و (7باشند. با استفاده از (مي

ܺሺݐሻ ൌ ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯	ܳ,																																																							ሺ21ሻ 

ܷሺݐሻ ൌ ቀܫ௟మ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻቁ ܴ,																																																							ሺ22ሻ 

௟మܫو ௟భܫكه در آن  ଵ݈با ابعادهاي هماني ، ماتريس  ൈ	 ݈ଵ  ݈وଶ ൈ	 ݈ଶ   و  ܳچنين،  بيانگر ضرب كرونكر است. هم ⊗و نماد
ܯଵሺܰሺ݈بردارهاي ستوني به ترتيب از مرتبه  ܴ ൅ 1ሻሻ ൈ ܯଶሺܰሺ݈و  1 ൅ 1ሻሻ ൈ   باشند:، به صورت زير مي1

	ܳ ൌ ሾݍଵ
், ଶݍ

்,⋯ , ௟భݍ
் ሿ், 

ܴ ൌ ሾݎଵ
், ଶݎ

்,⋯ , ௟మݎ
்ሿ். 
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  شود.) نتيجه مي21با اعمال مشتق كاپوتو بر روي (

॰ఈܺሺݐሻ ൌ ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯൫ܫ௟భ ⊗  ሺ23ሻ																																														ܳ,	ఈ்൯ܦ

ݐ௜ሺݔچنين، باشد. هم) مي18، ماتريس عملياتي مشتق كسري معرفي شده در (஑ܦكه در آن  െ ߬௫ሻ ݑو௝ሺݐ െ ߬௨ሻ   را با
  :دهيم) به صورت زير بسط مي5) و (4استفاده از (

ݐ୧ሺݔ െ ߬௫ሻ ൌ ቐ
	߮௜ሺݐ െ ߬௫ሻ ൌ ஑࣠

୘ሺtሻ	݇௜,																			0 ൑ ݐ ൏ ߬௫,
	

	 ஑࣠
୘ሺtሻ	ࣞఛೣ

୘ ߬௫																																			௜,ݍ ൑ t ൑ 1,
																																ሺ24ሻ 

ݐ୨ሺݑ െ ߬௨ሻ ൌ ቐ
	߰୨ሺݐ െ ߬௨ሻ ൌ ஑࣠

୘ሺtሻ	ݒ௝,																			0 ൑ ݐ ൏ ߬௨,
	

	 ஑࣠
୘ሺtሻ	ࣞఛೠ

୘ ߬௨																																			௝,ݎ ൑ t ൑ 1,
																																ሺ25ሻ 

݅براي  ௝ݒ	و  ௜݇هاي عملياتي تأخير متناظر با توابع تركيبي و ، ماتريسఛೠࣞو  ఛೣࣞكه در آن  ൌ 1, 2, 3, ⋯ , ݈ଵ  و
݆ ൌ 1, 2, 3, ⋯ , ݈ଶ بردارهاي ستوني از مرتبه ،ܰሺܯ ൅ 1ሻ ൈ   شود.) نتيجه مي24باشند. از (مي ،1

ܺሺݐ െ ߬௫ሻ ൌ ቐ
		ቀܫ௟భ ⊗ ఈ࣠

்ሺݐሻቁ,ܭ																																	0 ൑ ݐ ൏ ߬௫,
	

൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯൫ܫ௟భ ⊗ ࣞఛೣ

் ൯	ܳ,											߬௫ ൑ t ൑ 1,
																												ሺ26ሻ 

ܯଵሺܰሺ݈، بردار ستوني از مرتبهܭكه در آن  ൅ 1ሻሻ ൈ   باشد:، به صورت زير مي 1

ܭ ൌ ൣ݇ଵ
், ݇ଶ

்,⋯ , ݇௟భ
் ൧

்
. 

  شود.) نتيجه مي25به طور مشابه، از (

ܷሺݐ െ ߬௨ሻ ൌ ቐ
	ቀܫ௟మ ⊗ ఈ࣠

்ሺݐሻቁ ܸ,																																									0 ൑ ݐ ൏ ߬௨,
	

൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯൫ܫ௟మ ⊗ ࣞఛೠ

் ൯	ܴ,																	߬௨ ൑ t ൑ 1,
																					ሺ27ሻ 

ܯଶሺܰሺ݈، بردار ستوني از مرتبهܸكه در آن  ൅ 1ሻሻ ൈ   باشد:، به صورت زير مي 1

ܸ ൌ ଵݒൣ
், ଶݒ

்,⋯ , ௟మݒ
் ൧

்
. 

  توان نوشت.) مي27) و (26با استفاده از (

ܺሺݐ െ ߬௫ሻ ൌ 	 ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯ܭ ൅ ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠

்ሺݐሻ൯൫ܫ௟భ ⊗ ࣞఛೣ
் ൯	ܳ,																						ሺ28ሻ 
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ܷሺݐ െ ߬௨ሻ ൌ 	 ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯ܸ ൅ ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠

்ሺݐሻ൯൫ܫ௟మ ⊗ ࣞఛೠ
் ൯	ܴ.																						ሺ29ሻ 

  شود.)، نتيجه مي2) در ديناميك سيستم مسأله كنترل بهينه (29) و (28)، (23)، (22)، (21اكنون با جايگذاري (

		ቀܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻቁ ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ்൯ܳܦ

െ 	ࣝ ቀ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯	ܳ, ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠

்ሺݐሻ൯ܭ

൅ ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯൫ܫ௟భ ⊗ ࣞఛೣ

் ൯	ܳ, ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯	ܴ, ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠

்ሺݐሻ൯	ܸ

൅ ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯൫ܫ௟మ ⊗ ࣞఛೠ

் ൯	ܴ, ቁݐ ൌ 0.																																																																								ሺ30ሻ 

وش هم مكاني، ديناميك سيستم مسأله كنترل بهينه كسري بيان شده را به يك دستگاه معادلات اكنون با استفاده از ر
݉، ௠ݐكنيم. فرض كنيم جبري تبديل مي ൌ 0, 1, 2, ⋯ ,   ܯاي لژاندر انتقال يافته از درجههاي چندجمله، ريشهܯ

௠ሻݐሺتوان به صورت ، را ميߙ ري از مرتبههاي توابع لژاندر مرتبه كسباشند. بنابراين، ريشه  ሾ0,1ሿدر بازه
భ
نشان داد. در  ഀ

ቂدر بازه  ߙ هاي توابع تركيبي از مرتبهنتيجه، ريشه
௡ିଵ

ே
,
௡

ே
ቁ آيند:به صورت زير به دست مي  

݀௡,௠ ൌ
1
ܰ
൬	ሺݐ௠ሻ

ଵ
ఈ ൅ ݊ െ 1൰ ,																																	݊ ൌ 1, 2, 3,⋯ , ܰ, ݉ ൌ 0, 1, 2,⋯  .ܯ,

  ) و روش هم مكاني داريم.30با استفاده از (

൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்ሺ݀௡,௠ሻ൯൫ܫ௟భ ⊗ ܳ	ఈ்൯ܦ

െ 	ࣝ ൬ቀܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்൫݀௡,௠൯ቁܳ, ቀܫ௟భ ⊗ ఈ࣠

்൫݀௡,௠൯ቁܭ

൅ ቀܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்൫݀௡,௠൯ቁ ൫ܫ௟భ ⊗ ࣞఛೣ

் ൯	ܳ, ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠
்ሺ݀௡,௠ሻ൯	ܴ, ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠

்ሺ݀௡,௠ሻ൯	ܸ

൅ ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠
்ሺ݀௡,௠ሻ൯൫ܫ௟మ ⊗ ࣞఛೠ

் ൯	ܴ, ݀௡,௠൰ ൌ 0.																																																										ሺ31ሻ 

  شود.)، نتيجه مي1) در (22) و (21زنيم. با جايگذاري (دف مسأله كنترل بهينه كسري را تقريب مياكنون تابع ه

,ሺܳܬ ܴሻ ൌ ࣜ ቀ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்ሺ1ሻ൯	ܳቁ ൅ න ࣛ ቀ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠

்ሺݐሻ൯	ܳ, ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯	ܴ, ቁݐ .ݐ݀	

ଵ

଴
					ሺ32ሻ 

  تكنيك تابع جريمه.3.1

هاي تساوي، از تكنيك ) به محدوديت6هاي نامساوي روي متغيرهاي حالت و كنترل (، براي تبديل محدوديتدر اين مقاله
  گيريم كه در شرايط زير صدق كند:را به صورتي در نظر مي ሻݐሺܧكنيم. براي اين منظور، بردار تابع جريمه استفاده مي

ࣟሺܺሺݐሻ, ܺሺݐ െ ߬௫ሻ, ܷሺݐሻ, ܷሺݐ െ ߬௨ሻ, ሻݐ ൅ ሻݐሺܧ ൌ 0,																																									ሺ33ሻ 
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  كه در آن

ሻݐሺܧ ൌ ൣ݁ଵ
ଶሺݐሻ, ݁ଶ

ଶሺݐሻ,⋯ , ݁௟య
ଶ ሺݐሻ൧

்
. 

  فرض كنيم

݁௜ሺݐሻ ൌ 	 ఈ࣠
்ሺݐሻ	݁௜,																																							݅ ൌ 1, 2, 3,⋯ , ݈ଷ, 

݅براي  ௜݁كه در آن  ൌ 1, 2, 3, ⋯ , ݈ଷܰستوني از مرتبه  ، بردارهايሺܯ ൅ 1ሻ ൈ   بنابراين باشند.مي 1

݁௜
ଶሺݐሻ ൌ ݁௜

்࣠ఈሺݐሻ	 ఈ࣠
்ሺݐሻ	݁௜. 

 در نتيجه

Eሺݐሻ ൌ ௟యܫሺ்ܧ ⊗ ఈ࣠ሺݐሻሻሺܫ௟య ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻሻ	ܧ,																																						ሺ34ሻ 

ଷ݈با ابعاد هماني  ماتريس ௟యܫكه در آن  ൈ ݈ଷ  و	݈يك بردار ستوني از مرتبه ܧଷሺܰሺܯ ൅ 1ሻሻ ൈ   ، به صورت زير است:1

ܧ ൌ ൣ݁ଵ
், ݁ଶ

்,⋯ , ݁௟య
் ൧

்
. 

  ) داريم.33) در (34) و (29)، (28)، (22)، (21با جايگذاري (

ࣟ௘ሺݐሻ ൌ ࣟ ቀ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯	ܳ, ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠

்ሺݐሻ൯ܭ

൅ ൫ܫ௟భ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯൫ܫ௟భ ⊗ ࣞఛೣ

் ൯	ܳ, ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯	ܴ, ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠

்ሺݐሻ൯	ܸ

൅ ൫ܫ௟మ ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻ൯൫ܫ௟మ ⊗ ࣞఛೠ

் ൯	ܴ, tቁ ൅ ௟యܫሺ்ܧ ⊗ ఈ࣠ሺݐሻሻሺܫ௟య ⊗ ఈ࣠
்ሺݐሻሻ	ܧ ൌ 0.	 

  گيريم:براي استفاده از تكنيك تابع جريمه، خطاي زير را در نظر مي

,ሺܳୣܬ ܴ, ሻܧ ൌ න 	ࣟ௘்ሺݐሻ	Σୣ	ࣟୣሺtሻ	dt,
ଵ

଴
																																																							ሺ35ሻ 

ଷ݈با ابعاد يك ماتريس قطري  Σୣكه در آن  ൈ ݈ଷباشد:، به صورت زير مي 

Σୣ ൌ diag൫ߪଵ, ⋯,ଶߪ ,  ,௟య൯ߪ

݅، ௜ߪكه در آن  ൌ 1, 2, 3,⋯ , ݈ଷمسأله يك به اصلي مسأله ترتيب، اين بهباشند. هاي مثبت ثابت دلخواه مي، وزن 
د. براي كر حل را جديد سازيبهينه مسأله توانمي ضرايب لاگرانژ، روش استفاده از با كه شودمي تبديل پارامتري سازيبهينه

,ሺܳܮكار گرفتن روش ضرايب لاگرانژ، ابتدا تابع به  ܴ, ,ܧ   كنيم:)، به صورت زير تعريف مي35) و (32)، (31را با توجه به ( ሻߣ
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,ሺܳܮ ܴ, ,ܧ ሻߣ ൌ ,ሺܳܬ ܴሻ ൅ ,௘ሺܳܬ ܴ, ሻܧ ൅  ,Γ்ߣ

  باشد. شرايط لازم بهينگي عبارتند ازبردار ضرايب مجهول لاگرانژ مي ߣ) و 31سمت چپ (، عبارت Γكه در آن 

∂
∂ܳ

,ሺܳܮ ܴ, ,ܧ ሻߣ ൌ 0,																																																													ሺ36ሻ 

	
∂
∂ܴ

,ሺܳܮ ܴ, ,ܧ ሻߣ ൌ 0,																																																													ሺ37ሻ 

∂
ܧ∂

,ሺܳܮ ܴ, ,ܧ ሻߣ ൌ 0,																																																													ሺ38ሻ 

∂
ߣ∂

,ሺܳܮ ܴ, ,ܧ ሻߣ ൌ 0.																																																													ሺ39ሻ 

 هباشد. براي بدهند كه با روش نيوتن قابل حل ميي)، يك دستگاه معادلات جبري غيرخطي را تشكيل م39) تا (36معادلات (
ሺ0ሻܺكارگيري روش تكراري نيوتن نياز به شرايط اوليه داريم كه از رابطه  ൌ 	ܺ଴ ) به عنوان شرط اوليه دستگاه 3در ،(

با استفاده از  چنين،آيند. همبه دست مي ߣو   ܧ،ܴ، ܳكنيم. با حل دستگاه جبري به دست آمده، بردارهاي استفاده مي
 شوند.)، بردار حالت و بردار كنترل محاسبه مي22) و (21(

  نتايج عددي .4
در اين بخش، به منظور نشان دادن كارايي، دقت و كاربرد روش ارائه شده، سه مثال از مسائل كنترل بهينه كسري تأخيري 

  .شده است استفاده ميپل افزار نرم زا محاسبات كه براي انجام كليه است ذكر به لازمگيريم. را در نظر مي

  گيريم:مسأله كنترل بهينه كسري غيرخطي تأخيري با محدوديت روي متغير حالت زير را در نظر مي .4.1مثال 

min																	 ܬ ൌ
3
2
ଶሺ1ሻݔ ൅

1
2
න ,ݐ݀	ሻݐଶሺݑ
ଵ

଴
																									 

  باشد:كه ديناميك سيستم به صورت زير مي

॰஑ݔሺݐሻ ൌ ݔ ൬ݐ െ
1
4
൰ ଶݔ	 ൬ݐ െ

1
2
൰ ଷݔ	 ൬ݐ െ

3
4
൰ ൅ 0																	ሻ,ݐሺݑ	 ൏ ߙ ൑ 1,								0 ൑ ݐ ൑ 1, 

  با شرايط

ሻݐሺݔ ൌ 	0,									 െ
3
4
൑ ݐ ൏ 0, 
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ሺ0ሻݔ ൌ 	
3
10
,																																 

  و با محدوديت

ሻݐሺݔ ൒ െݐଶ ൅ ݐ ൅
1
4
.													 

ߙهاي درونياب لاگرانژ، براي ايپالس و چندجمله-ن مسأله، با استفاده از توابع تركيبي بلاكاي ൌ حل شده  ]42[، در 1
0است. در اين مقاله، با استفاده از روش ارائه شده، نتايج را براي  ൏ ߙ ൑ آوريم. نتايج عددي اين مثال در ، به دست مي1

 1,4هاي ، به ترتيب در شكلߙحالت و تابع كنترل براي مقادير مختلف  تابع آورده شده است. نمودارهاي تقريبي 1,4 جدول
  ترسيم شده است. 2,4و 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ࡺبه ازاي  1,4 براي مثال ሺ࢚ሻ࢞. نمودارهاي تقريبي تابع حالت 1,4 شكل  ൌ ૝  ࡹو ൌ ૟  ࢻبراي ൌ ૚, ૙. ૠ, ૙. ૞  (سمت چپ)
ࢻو  ൌ ૚, ૙. ૜, ૙. ૚ .(سمت راست) 

 

 

  ܬ

 ايهايپالس و چندجمله-روش توابع تركيبي بلاك
 ]۴٢[  درونياب لاگرانژ

پالس و توابع لژاندر مرتبه-بلاكتركيبيتوابعروش
 ߙ كسري

0.2253601 0.225338234718286262 1 

െെ െെ െ 0.188072309971950208 0.9 

െെ െെ െ 0.140046284051919018 0.7 

െെ െെ െ 0.116621999152854525 0.5 

െെ െെ െ 0.107904475060829674 0.3 

െെ െെ െ 0.104442474689364628 0.1 

 

ࡺبه ازاي  1,4 براي مثال ࡶ. مقادير تقريبي 1,4 جدول ൌ ૝   ࡹو ൌ ૟  براي مقادير مختلفહ و مقايسه با روش 
હ موجود ديگر براي ൌ ૚.    
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  گيريم:زير را در نظر مي مسأله كنترل بهينه كسري غيرخطي تأخيري .4.2مثال 

min																	 ܬ ൌ 	න ൫‖ܺሺݐሻ‖ଶ ൅ 0.1	‖ܷሺݐሻ‖ଶ൯		݀ݐ
ଶ

଴
,																									 

  باشد:كه ديناميك سيستم به صورت زير مي

॰ఈݔଵሺݐሻ ൌ 0.5 െ	ݔଵሺݐሻ െ	൫0.5 ൅ ሻ൯ݐଵሺݔ exp ൬
ሻݐଶሺݔ	25
2 ൅ ሻݐଶሺݔ

൰,																																																											 

॰ఈݔଶሺݐሻ ൌ െ൫2 ൅ ሻݐଶሺݔሻ൯ሺݐଵሺݑ ൅ 0.25ሻ ൅ ൫0.5 ൅ ሻ൯ݐଵሺݔ exp ൬
ሻݐଶሺݔ	25
2 ൅ ሻݐଶሺݔ

൰,																																				 

॰ఈݔଷሺݐሻ ൌ ݐଵሺݔ െ ݄ሺݐሻሻ െ ሻݐଷሺݔ െ ሺݔଷሺݐሻ ൅ 0.25ሻ exp ൬
ሻݐସሺݔ	25
2 ൅ ሻݐସሺݔ

൰ ൅ 0.25,																											 

॰ఈݔସሺݐሻ ൌ ݐଶሺݔ െ ݄ሺݐሻሻ െ ሻݐସሺݔ2 െ ሻݐସሺݔሺ	ሻݐଶሺݑ ൅ 0.25ሻ ൅ ሺݔଷሺݐሻ ൅ 0.25ሻ exp ൬
ሻݐସሺݔ	25
2 ൅ ሻݐସሺݔ

൰ െ 0.25, 

 با شرايط

ሻݐଵሺݔ				 ൌ ݐ																																			,0.15 ∈ ሾെ݄ሺ߬ሻ,0ሻ, 

ሻݐଶሺݔ				 ൌ െ0.03,																															ݐ ∈ ሾെ݄ሺ߬ሻ,0ሻ, 

		ܺሺ0ሻ ൌ ሾ0.15,െ0.03, 0.1, 0ሿ்,																												 

   

ࡺبه ازاي1,4براي مثالሺ࢚ሻ࢛. نمودارهاي تقريبي تابع كنترل2,4 شكل ൌ ૝ ࡹو ൌ ૟  ࢻبراي ൌ ૚, ૙. ૠ, ૙. ૞  (سمت چپ)
ࢻو ൌ ૚, ૙. ૜, ૙. ૚ .(سمت راست) 
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  	كه در آن

݄ሺ߬ሻ ൌ ቊ
0.2,																											߬ ∈ ሾ0,1ሻ,

0.4,																											߬	 ∈ ሾ1,2ሿ.
 

ߙبراي  ]34[و  ]29 [نتايج عددي تابعي معيار اين مسأله در ൌ چنين، نتايج عددي ارائه شده است. هم 2,4 در جدول ،1
0تابعي معيار براي  ൏ ߙ ൑ شود. نمودارهاي تقريبي مشاهده مي 2,4 با استفاده از روش ارائه شده در اين مقاله، در جدول ،1

ߙتوابع حالت و توابع كنترل براي  ൌ ߙ، 1 ൌ ߙو  0.9 ൌ  ترسيم شده است. 5,4و  4,4، 3,4هاي ، به ترتيب در شكل0.8

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ܬ

 ]29[روش  ]34[روش 
در و توابع لژان پالس-بلاك تركيبي توابع روش

 مرتبه كسري

 ߙ

 

0.023806421866716 0.02380354330127229542 0.0238035433017875671 1 

െെ െെ െ െെ െ 0.0216238750658875253 0.9 

െെ െെ െ െെ െ 0.0193929791527300242 0.8 

െെ െെ െ െെ െ 0.0172293683488434594 0.7 

െെ െെ െ െെ െ 0.0152610667767568015 0.6 

െെ െെ  െ െെ െ  0.0136001422866061390  0.5 

 

ࡺبه ازاي  2,4 براي مثال ࡶ. مقادير تقريبي 2,4 جدول ൌ ૚૙  ࡹو ൌ ૟  براي مقادير مختلفહ هاي موجود و مقايسه با روش
હ ديگر براي ൌ ૚.  

 

ࡺبه ازاي 2,4 (سمت راست) براي مثال(سمت چپ) و توابع كنترل. نمودارهاي تقريبي توابع حالت3,4 شكل ൌ ૚૙  ࡹو ൌ ૟ 
ࢻبراي  ൌ ૚. 
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در  مان انتهايي آزاد به صورت زير رامسأله كنترل بهينه كسري با محدوديت روي متغيرهاي حالت و كنترل با ز . 4.3مثال 
 گيريم:نظر مي

min																 ܬ ൌ 	
1
2
	න ሺݔଶሺݐሻ ൅	ݑଶሺݐሻሻ

௧೑

଴
 																																		,ݐ݀	

  باشد:كه ديناميك سيستم به صورت زير مي

॰஑ݔሺݐሻ ൌ െ	ݔሺݐሻ ൅  																			,ሻݐሺݑ

  با شرايط

ሺ0ሻݔ		 ൌ 1,																																																			 

ࡺبه ازاي  2,4 (سمت راست) براي مثال(سمت چپ) و توابع كنترل. نمودارهاي تقريبي توابع حالت4,4 شكل ൌ ૚૙  ࡹو ൌ ૟ 
ࢻبراي  ൌ ૙. ૢ. 

ࡺي به ازا2,4 (سمت راست) براي مثال(سمت چپ) و توابع كنترل. نمودارهاي تقريبي توابع حالت5,4 شكل ൌ ૚૙  ࡹو ൌ ૟ 
ࢻبراي  ൌ ૙. ૡ. 
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ሻݐሺݑ ൒ 0.2,																0 ൑ ݐ ൑  									,௙ݐ

		ሺݔሺݐሻ െ 0.2ሻଶ ൅ ሺݐ െ 0.5ሻଶ ൒ 0.25,					 

					൫ݔ൫ݐ௙൯ െ 0.2൯
ଶ
൅ ൫ݐ௙ െ 0.5൯

ଶ
ൌ 0.25.				 

0براي  نتايج عددي تابعي معيار اين مسأله ൏ ߙ ൑ مشاهده  3,4 ، با استفاده از روش ارائه شده در اين مقاله، در جدول1
 اگانهف به صورت جدوكيلتن-لداي و گرانواذوزنقه ،مپسونيس انتگرال كسري با سه روش، با تقريب ]18[شود. اين مثال در مي

نمايش داده شده  3,4 در جدول ايذوزنقههاي عددي تابعي مسأله كنترل بهينه كسري، براي روش حل شده است و پاسخ
نتايج  كه ،، يك روش عددي ديگر مبتني بر تقريب تابعي مسأله كنترل بهينه كسري، ارائه شده است]22[چنين، در است. هم

مشاهده  4,4 در جدول، ௙ݐ نمايش داده شده است. مقادير تقريبي 3,4 مسأله با اين روش نيز در جدولعددي تابعي معيار 
 ترسيم شده 7,4و  6,4هاي در شكل ، به ترتيبߙشود. نمودارهاي تقريبي تابع حالت و تابع كنترل براي مقادير مختلف مي

 است.

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  ܬ

 ]١٨[ روش ]٢٢ [روش
پالس و توابع لژاندر -روش توابع تركيبي بلاك

 ه كسريمرتب

 ߙ

 

0.346992 0.347298 0.347204672606882481 1 

0.334125 0.337716 0.337646747895938126 0.8 

0.320013 0.326589 0.326085293155213340 0.6 

0.312986 0.315953 0.315906727121759545 0.4 

0.307011 0.310177 0.311247181340313261 0.2 

 

ࡺبه ازاي  3,4 براي مثال ࡶ. مقادير تقريبي 3,4 جدول   ൌ ૝૙  ࡹو ൌ ૞  براي مقادير مختلفહ هاي موجود ديگرو مقايسه با روش. 

 

  ௙ݐ

 ]١٨[ روش ]٢٢ [روش
لژاندر مرتبه  پالس و توابع-لاكروش توابع تركيبي ب

 كسري
 ߙ

 

1.800153 1.800942 1.802260616 1 

1.807354 1.801012 1.802511173 0.8 

1.830777 1.805833 1.814629096 0.6 

1.875161 1.820728 1.828159569 0.4 

1.892653 1.859632 1.861257991 0.2 

ࡺبه ازاي3,4براي مثال܎࢚. مقادير تقريبي4,4 جدول ൌ ૝૙ࡹو ൌ ૞ براي مقادير مختلفહ هاي موجود ديگر.و مقايسه با روش 
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  گيرينتيجه .5
0، ߙپالس و توابع لژاندر كسري از مرتبه -در اين مقاله، يك روش هم مكاني مبتني بر توابع تركيبي بلاك ൏ ߙ ൑ 1  ،

براي حل يك كلاس مهم از مسائل كنترل بهينه كسري تأخيري با محدوديت روي متغيرهاي حالت و كنترل ارائه شده است. 

 

 

ࡺبه ازاي3,4براي مثالሺ࢚ሻ࢞. نمودارهاي تقريبي تابع حالت6,4 شكل ൌ ૝૙ ࡹ و ൌ ૞ ࢻ براي ൌ ૚, ૙. ૡ, ૙. ૟, ૙. ૝, ૙. ૛. 

ࡺبه ازاي3,4راي مثالبሺ࢚ሻ࢛. نمودارهاي تقريبي تابع كنترل7,4 شكل  ൌ ૝૙ ࡹ و ൌ ૞ ࢻبراي ൌ ૚, ૙. ૡ, ૙. ૟, ૙. ૝, ૙. ૛. 
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نامساوي  هايسوبولف اثبات شده است. با استفاده از تكنيك تابع جريمه، محدوديتهمگرايي روش در فضاي هيلبرت و فضاي 
چنين، با استفاده از عملگرهاي مشتق كسري هاي تساوي تبديل شده است. همروي متغيرهاي حالت و كنترل، به محدوديت

ارامتري تبديل سازي غيرخطي پسأله بهينهو تأخير متناظر با توابع تركيبي ياد شده، مسأله كنترل بهينه اصلي به يك م كاپوتو
هاي تأخير بسيار كوچك باشند، در اين صورت، شده است. اگر در مسأله كنترل بهينه كسري تأخيري مورد مطالعه، زمان

كند. از نقطه نظر محاسباتي،  اين امر موجب ناكارآمدي روش ارائه شده و ، افزايش پيدا ميܰپالس يعني -مرتبه توابع بلاك
كه هنگامي دهد.هاي واقعي اين مسأله به ندرت رخ ميشود كه در سيستمشود. البته خاطر نشان ميافزايش زمان محاسبات مي

توان مسأله كنترل بهينه را غير تأخيري در نظر گرفت. نتايج عددي به دست آمده، هاي تأخير بسيار كوچك باشند، ميزمان
  دهد.ائه شده را نشان ميدقت، كارايي و قابليت كاربرد روش ار
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