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Introduction 

A subset 𝐴 of a Banach space 𝑋 is called limited, if every 𝑤∗-null sequence 

(𝑥𝑛
∗ ) in 𝑋∗ converges uniformly on 𝐴; that is, sup𝑎∈𝐴

𝑥∈𝐴
|< 𝑥𝑛

∗ . 𝑎 >| → 0. Every 

relatively compact set is limited and if every limited subset of 𝑋 is relatively 

compact, then 𝑋 has the Gelfand–Phillips (GP) property. For example, every 

separable Banach space and every Schur space have the GP property [13]. 

If 𝐴 ⊆ 𝑋∗ and every weakly null (resp. weakly null limited) sequence (𝑥𝑛) in 

𝑋 converges uniformly on 𝐴, we say that 𝐴 is an 𝐿 −set (resp. 𝐿 −limited set). 

Each relatively weakly compact set in 𝑋∗ is an 𝐿 −limited set and if the 

converse also holds, 𝑋 has the 𝐿 −limited property [3, 21]. 

A bounded linear operator 𝑇: 𝑋 → 𝑌 between two Banach spaces is limited 

completely continuous if it carries limited weakly null sequences in 𝑋 to norm 

null ones in 𝑌. The class of all limited completely continuous operators from 

𝑋 to 𝑌 is denoted by 𝐿𝑐𝑐(𝑋. 𝑌) [22]. 

A sequence (𝑥𝑛)  in a Banach space 𝑋 is called weakly 𝑝 −summable with 

1 ≤ 𝑝 < ∞, if for each 𝑥∗ ∈ 𝑋∗, the sequence (𝑥∗(𝑥𝑛)) ∈ 𝑙𝑝 and a sequence 

(𝑥𝑛) ⊆ 𝑋 is said to be weakly p-convergent to x ∈ X if (𝑥𝑛 − 𝑥) ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝑋), 

where 𝑙𝑝
𝑤(𝑋)denoted the space of all weakly p-summable sequences in X. The 

weakly ∞-convergent sequences are the weakly convergent sequences. 𝐴 

bounded subset 𝐴 ⊆ 𝑋 is relatively weakly 𝑝 −compact if every sequence in 

𝐴 has a weakly 𝑝 −convergent subsequence. If limit of each weakly 

𝑝 −convergent subsequence is in 𝐴, then that 𝐴 is called a weakly 𝑝 −compact 

set. A bounded linear operator 𝑇: 𝑋 → 𝑌  between two Banach spaces is 

𝑝 −convergent (resp. limited p-convergent) if it carries weakly 𝑝 −summable 

(resp. limited weakly 𝑝 −summable) sequences in 𝑋 to norm null ones in Y 

[7, 26]. 

Recently the concepts of p-Schur and limited 𝑝 −Schur properties in Banach 

spaces are introduced. In fact, a Banach space 𝑋 has the 𝑝 −Schur (resp. 

limited 𝑝 −Schur) property if all weakly 𝑝 −compact (resp. limited weakly 

𝑝 −compact) subsets of 𝑋 are relatively compact, or equivalently every 

sequence (𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝑋) (resp. limited sequence (𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝

𝑤(𝑋) is norm null 

[26, 8]. 
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The aim of this paper is to study the class of almost 𝐿 −limited sets of order p 

in dual Banach lattices and disjoint limited p-convergent operators. Also, we 

characterize Banach lattices in which two classes of almost 𝐿 −limited sets of 

order 𝑝 and 𝐿 −limited sets of order p in their dual coincide. In particular, a 

positive answer to an open question posed in [21] is given. In fact, we show 

that although 𝐿 −limited subsets of 𝐸∗ strictly contain 𝑤∗-sequentially 

compact sets, but 𝑤∗-sequentially compact subsets are relatively weakly 

compact if and only if 𝐿 −limited subsets are relatively weakly compact. 

Moreover, some results of the disjoint limited 𝑝 −Schur property as a 

generalization of the limited 𝑝 −Schur property are investigated and some 

important consequences about this property are established. In this article we 

assume that 1 ≤ 𝑝 < ∞, unless otherwise stated. 

We recall some definitions and notations from Banach lattice theory. The 

norm ∥.∥ of a Banach lattice 𝐸 is order continuous if for each generalized net 
(𝑥𝛼) such that 𝑥𝛼 ↓ 0 in 𝐸, (xα) converges to 0 for the norm ∥.∥, where the 

notation 𝑥𝛼 ↓ 0 means that the net (𝑥𝛼) is decreasing, its infimum exists and 

𝑖𝑛𝑓𝛼
𝛼

(𝑥𝛼) = 0. A subset 𝐴 of 𝐸 is called solid if |𝑥| ≤ |𝑦| for some y ∈

𝐴 implies that x ∈ A and the solid hull of A is the set 𝑆ol(A) =
{𝑦 ∈ 𝐸: |𝑦| ≤ |𝑥| ، for some  𝑥 ∈ 𝐴 }. 

Throughout this article, 𝑋 denotes a Banach space, 𝑋∗ refers to the dual of 𝑋, 

𝐸 denotes a Banach lattice, 𝐸+ = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ 𝑥 ≥ 0} is the positive cone of 𝐸 

and  𝐵𝐸 is the closed unit ball of 𝐸. A subset of a Banach lattice is called order 

bounded if it is contained in an order interval. For terminologies concerning 

Banach lattice theory we refer the reader to [1, 20]. 

Material and Methods 

In this paper the class of almost 𝐿 −limited sets of order 𝑝 in dual Banach 

lattices and disjoint limited 𝑝 −convergent operators are studied. Also, 

Banach lattices in which two classes of almost 𝐿 −limited sets of order 𝑝 and 

𝐿 −limited sets of order 𝑝 in their dual coincide, are characterized. In 

particular, a positive answer to an open question posed in [21] is given. 
Moreover, some results of the disjoint limited 𝑝 −Schur property as a 

generalization of the limited 𝑝 −Schur property are investigated and some 

important consequences about this property are obtained. 

Results and discussion 

The followings are the main results of our paper. 

Theorem. For a Banach lattice 𝐸, the following are equivalent: 

(a) 𝐸 is a Grothendieck space, 

(b) 𝐸 has the 𝐿 − limited property, 

(c) 𝐸 has the 𝑝𝐿 − limited property. 

Theorem. Let 𝐸 be a 𝜎 −Dedekind complete Banach lattice. Then the 

following are equivalent: 

(a) E has the disjoint limited 𝑝 − Schur property, 

(b) for each Banach space 𝑌, 𝐿𝑝𝑐
𝑑 (𝐸. 𝑌) = 𝐿(𝐸. 𝑌) , 

(c) 𝐿𝑝𝑐
𝑑 (𝐸. 𝑙∞) = 𝐿(𝐸. 𝑙∞). 

Theorem. Let 𝐸 be a 𝜎 −Dedekind complete Banach lattice. Then 𝐸 has the 

disjoint limited 𝑝 − Schur property if and only if every disjoint limited 

positive sequence (𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸) is norm null. 

 

Theorem.  Let 𝐸 be a 𝜎 −Dedekind complete Banach lattice with the type 𝑞 
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(with 1 < 𝑞 ≤ 2. 𝑝 ≥ 𝑞′ ). Then the following are equivalent: 

(a) E has the 𝑝 − 𝑤𝐷𝑃∗ property, 

(b) 𝐶𝑙𝑝
𝑑 (𝐸. 𝑌) = 𝐶𝑝

𝑑(𝐸. 𝑌), for each Banach space 𝑌 , 

(c) 𝐶𝑙𝑝
𝑑 (𝐸. c0) = 𝐶𝑝

𝑑(𝐸. c0). 0 

 

Theorem. For a Banach lattice 𝐸, the following are equivalent: 

(a) each almost 𝑝𝐿 −limited set in 𝐸∗is a 𝑝𝐿 −limited set, 

(b) for each Banach space 𝑌 , 𝐿𝑝𝑐
𝑑 (𝐸. 𝑌) = 𝐿𝑝𝑐(𝐸. 𝑌), 

(c) 𝐿𝑝𝑐
𝑑  (E, 𝑙∞) = 𝐿𝑝𝑐 (E, 𝑙∞). 

Conclusion 

The following conclusions are obtained from this research. 

Banach lattices in which almost 𝑝𝐿 −limited sets and 𝑝𝐿 −limited sets are 

relatively weakly compact are studied. As an application, we give a connection 

between the 𝐿 − limited property and Grothendieck Banach lattices. Also, 
some results of the disjoint limited 𝑝 − Schur property as a generalization of 

the limited 𝑝 − Schur property are investigated and some important 

consequences about this property are established. 

 

 

How to cite: Ardakani, H., & Salimi, M. (2024). Grothendieck Banach Lattices and Classes of 𝑝-Convergent 
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  های کلیدی:واژه

−𝐿 ،مجموعه 

–ی دنباله 𝑝،جمعپذیر 

–عملگر  𝑝،همگرا 

–خاصیت  𝑝،شور 

  ی باناخمشبکه

𝑝  (1یهمرتبز محدود ا 𝐿−های فهوم مجموعهم ≤ 𝑝 ≤ همچنین عملگرهای و  گان فضاهای باناخدر دو (∞

−𝑝 های تقریباً  نتایجی در مورد مجموعه ،در این مقاله. اندمعرفی شدهقبلا همگرا−𝐿 یهمحدود از مرتب 𝑝  در دوگان

با این  خهای باناه نتیجه میگیریم که مشبک ،به ویژه .همگرای مجزا به دست می آید 𝑝−شبکه های باناخ و عملگرهای م

فشرده ضعیف نسبی  یهدر دوگان آنها یک مجموع  (𝑝یهمرتبز محدود ا 𝐿−) یا محدود  𝐿−ی ویژگی که هر مجموعه

از فضاهای عملگری  𝑀 شبکه باناخمثابت می شود که یک  ،به علاوه .دقیقاً همان فضاهای گروتندیک هستند ،باشد

 .همگرا باشند 𝑝−مجزای  𝑀روی  ایاگر و تنها اگر همه عملگرهای محاسبه درشور محدود مجزا دا 𝑝−خاصیت
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 مقدمه.1
به طور  𝐴روی ∗𝑋 ی پوچ ضعیف ستاره دررا محدود گوییم هر گاه هر دنباله 𝑋فضای باناخ  یک از 𝐴ی یک زیر مجموعه

>|𝑠𝑢𝑝𝑎∈𝐴 یعنی  ،یکنواخت همگرا به صفر باشد 𝑥𝑛
∗ . 𝑎 >| → محدود  یهمجموعیک نسبی ی هفشرد یهمجموع هر. 0

 ،برای مثال .گوییم (𝐺𝑃)فیلیپس  -را فضایی با خاصیت گلفاند 𝑋 باناخ فضای ،است و چنانچه برعکس آن نیز درست باشد

  .[13]دارند  𝐺𝑃فضاهای جدایی پذیر و هر فضای با خاصیت شور خاصیت 

𝐴اگر   ⊆ 𝑋∗  ( ضعیف و محدود )پوچپوچ ضعیف  یو هر دنباله  (𝑥𝑛) در𝑋   روی𝐴  یکنواخت همگرا به صفر به طور

–را یک  𝐴آنگاه  ،باشد 𝐿 مجموعه (−𝐿 محدود یمجموعه) ضعیف نسبی در یهر مجموعه فشرده. می نامیم 𝑋∗ یک

–ی مجموعه 𝐿 فضای ،محدود است و اگر برعکس آن نیز درست باشد 𝑋 دارای خاصیت  را– 𝐿 [3,21] یممحدود گوی . 

:𝑇دار  عملگر کران  𝑋 → 𝑌 محدود یهرا کاملاً پیوست خبین دو فضای بانا (𝑙𝑐𝑐) محدود پوچ  یدنباله هر یم هرگاهگوی

.𝐿𝑐𝑐(𝑋را به  𝑌 به 𝑋 زا 𝑙𝑐𝑐عملگرهای  یکلاس همه .تصویر شود پوچبه یک دنباله نرم  𝑇 توسط 𝑋 ضعیف در 𝑌)  را

–را  𝑋ر فضای باناخ د (𝑥𝑛) یدنباله. [22]دهیم  نمایش می 𝑝  هر هرگاه برایگوئیم جمع پذیر ضعیف 𝑥∗ ∈ 𝑋∗   ،

(𝑥∗(𝑥𝑛)) ∈ 𝑙𝑝 یبالهو دن (𝑥𝑛) رد 𝑋  را– 𝑝 را همگرای ضعیف به𝑥 ∈ 𝑋 هرگاه  ،گوییم(𝑥𝑛 − 𝑥) ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝑋) که 

𝑙𝑝
𝑤(𝑋) ضای تمام دنباله های ف– 𝑝  درجمع پذیر ضعیف 𝑋 دار  کران یمجموعه .است𝐴 ⊆ 𝑋 را – 𝑝 ضعیف  یفشرده

–ی زیر دنباله یک 𝐴 در نسبی گوییم هرگاه هر دنباله 𝑝 ی د هر زیر دنبالهحاگر  .داشته باشد همگرای ضعیف– 𝑝  همگرای

:𝑇 دار عملگر کران .ضعیف گوییم یفشرده 𝑝− یرا یک مجموعه 𝐴گاه  آن ،قرار داشته باشد 𝐴ضعیف در  𝑋 → 𝑌  را– 𝑝 

–)همگرا  𝑝 اگر، یمیگو( همگرای محدود𝑇  یدنباله هر – 𝑝  جمع پذیر ضعیف(– 𝑝 در  (جمع پذیر ضعیف محدود𝑋  را به

 . [7,26]گارد بن 𝑌نرم پوچ در  ییک دنباله

–اخیراً مفاهیم   𝑝  شور و– 𝑝 یک فضای باناخ  ،در واقع .اندمعرفی شده خشور محدود در فضاهای بانا𝑋  خاصیت– 𝑝  شور

(– 𝑝 یدارد اگر هر مجموعه )شور محدود– 𝑝 ضعیف یفشرده (– 𝑝 در ( ف محدودی ضعیفشرده𝑋 ییک مجموعه – 𝑝 

(𝑥𝑛)ی هر دنبالهیا به طور معادل  ،نسبی باشد یفشرده ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝑋) ( ی هر دنباله(𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝

𝑤(𝑋)د. ( نرم پوچ باشمحدود

(𝑥𝑛)ی مثبت مثبت دارد هرگاه هر دنبالهشور  p– تیخاص 𝐸 ی باناخهمچنین مشبکه ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸)   [8,26]نرم پوچ باشد . 

و  خهای باناشبکهمدر دوگان  𝑝− یمحدود از مرتبه 𝐿−های تقریباً کلاس مجموعه یمطالعه، دف اصلی این مقالهه 

 𝐿−ی هاه  کلاس مجموعدو دوگان آنها  ی که درخهای بانا مشبکههمچنین  .همگرای محدود مجزا می باشد 𝑝−عملگرهای

به ویژه پاسخ مثبتی به سوال  .کنیم زی مییکی هستند را معادل سا 𝑝ی محدود از مرتبه 𝐿−و تقریباً  𝑝ی محدود از مرتبه

شامل  اکیدا∗𝐸 محدود در  𝐿−دهیم اگرچه مجموعه های  نشان می، در حقیقت .داده می شود [21]مطرح شده در منبع 

 ∗𝐸 دنباله ای در  یضعیف ستاره یهستند ولی مجموعه های فشرده دنباله ای یضعیف ستاره یمجموعه های فشرده

به علاوه برخی  .ضعیف نسبی باشند یفشرده ∗𝐸 محدود در  𝐿−ضعیف نسبی هستند اگر و تنها اگر مجموعه های  یفشرده

شور محدود بررسی می شوند و نتایج  𝑝−شور محدود مجزا به عنوان تعمیمی از خاصیت  𝑝−نتایج در ارتباط با خاصیت 
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1 مقاله فرض می کنیم کهاین در سرتاسر  .دنشوباره اثبات می مهم و کاربردی در این ≤ 𝑝 <  . مگر اینکه قید شود  ∞

 یرا پیوسته خبانا ییک مشبکه نرم روی   .کنیمرا یادآوری می های با ناخ هبرخی از تعاریف و نمادهای مربوط به مشبک

𝑥𝛼 که (𝑥𝛼)ترتیبی گوییم هرگاه برای هر تور  ↓ ‖𝑥𝛼‖  شته باشیم دا 𝐸در  0 → 𝑥𝛼نظور از . م0 ↓  (𝑥𝛼)ور تنی یع 0

𝑖𝑛𝑓𝛼ولی و  نز

𝛼

(𝑥𝛼) = |𝑥|هرگاه  یمگوی صلبرا  𝑋از  𝐴یهمجموعزیر  0 ≤ |𝑦| و 𝑦 ∈ 𝐴 دهد  نتیجه𝑥 ∈ 𝐴  و غلاف

Sol(A) را با 𝐴بصل = {𝑦 ∈ 𝐸: |𝑦| ≤ |𝑥| ، 𝑥 ∈ 𝐴 می دهیم نمایش {برای برخی. 

+𝐸، باناخ یشبکهم 𝑋 ،𝐸  دوگان  ∗𝑋 ،نمایش فضای باناخ 𝑋 ،در این مقاله = {𝑥 ∈ 𝐸 ∶ 𝑥 ≥  𝐸 همان مخروط مثبت {0

 یدار ترتیبی گوییم هرگاه درون یک بازه باناخ را کران یشبکهمیک زیر مجموعه از یک  .است 𝐸 ی واحد بستهگو𝐵𝐸  و

 .را ببینید [1,20] منابع ،شبکه های با ناخمبرای مباحث مربوط به  .ترتیبی قرار گیرد

 

–کلاسهای عملگرها و مجموعه های تقریباً . 2 𝑳  محدود از مرتبه𝒑 

–ماد مجموعه هاین 𝐿  محدود از مرتبه𝑝 نتایج بیشتری از این  ،در این بخش .تعریف شده است [16]در فضاهای باناخ توسط

 یفشرده همچنین مشبکه های باناخی که در دوگان آنها این مجموعه ها .های باناخ به دست می آیند همجموعه ها در مشبک

–به عنوان یک کاربرد ، ارتباط بین خاصیت . مطالعه می شوند ضعیف نسبی هستند، 𝐿  محدود و مشبکه های باناخ گروتندیک

 .را به دست می آوریم

𝐵دار  یک مجموعه کران   ⊆ 𝑋∗  را– 𝐿 حدود  از مرتبه م𝑝 یا( – 𝑝𝐿 محدود یگوییم هرگاه هر دنباله (محدود  (𝑥𝑛) ∈

𝑙𝑝
𝑤(𝑋)  یلهبرای هر دنبا یا به طور معادل ،فر باشدصبه طور یکنواخت همگرا به  روی آن(𝑓𝑛)  در𝐵 محدود  یو هر دنباله

𝑓𝑛(𝑥𝑛) → 0 .  (𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝑋) . 

–ا استفاده از عملگرهای ب 𝑝 لم زیر را برای خاصیت  [21] همگرای محدود و مشابه با– 𝑝𝐿 کنیم محدود بیان می. 

 :دنگزاره های زیر معادل، 𝑋برای فضای باناخ  1. 2لم 

(a)  𝑋  خاصیت– 𝑝𝐿 محدود دارد. 

(b)  برای هر فضای باناخ 𝑌  ،𝐿𝑝𝑐(𝑋. 𝑌) = 𝑊(𝑋. 𝑌) که𝐿𝑝𝑐(𝑋. 𝑌)  فضای عمگرهای– 𝑝  همگرا از𝑋  به𝑌 

.𝑊(𝑋 است. همچنین 𝑌) از  ی ضعیف ازفضای عملگرهای فشرده𝑋  به𝑌 .است 

(c)  𝐿𝑝𝑐(𝑋. 𝑙∞) = 𝑊(𝑋. 𝑙∞) 

 ،گزاره های زیر معادلند: 𝑋برای یک فضای باناخ  .2.  2گزاره 

(a) 𝑋   خواص– 𝑝  شور محدود و– 𝑝𝐿 .محدود دارد 

(b) 𝑋 .بازتابی است 
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 برهان .

 (𝑎 ⇒ 𝑏  اگر خاصیت– 𝑝  شور محدود داشته باشد، آن گاه عملگر همانی روی 𝑋 یک عملگر– 𝑝 8همگرای محدود است] ،

–. در نتیجه بنا به خاصیت ]8.  49ی قضیه 𝑝𝐿  عملگر همانی روی  2. 1محدود و لم𝑋 ی ضعیف خواهد شد. پس فشرده

𝑋 .بازتابی است 

  (𝑏 ⇒ 𝑎واضح است .∎ 

:𝑇می دهد. یادآوری می کنیم که عملگر   [21]در 2. 1 شده بعد از قضیه نتیجه بعدی جواب مثبتی به سوال مطرح 𝐸 →

𝑋 ی مجزای کران دار ترتیبیی ضعیف ترتیبی است اگر و تنها اگر برای هر دنبالهفشرده(𝑥𝑛)  در‖𝑇𝑥𝑛‖ → 0 . 𝐸  ]1 .

 ∎.] 5. 57ی قضیه

 ، گزاره های زیر معادلند:𝐸 ی باناخ. برای یک مشبکه 3. 2قضیه 

(a) 𝐸  استیک فضای گروتندیگ. 

(b)  𝐸  خاصیت−𝑝𝐿 محدود دارد. 

(c) 𝐸  خاصیت−𝐿 محدود دارد. 

 برهان. 

(𝑎 ⇒ 𝑏  ضعیف  ییک عملگر فشردهدوتنرضعیف ترتیبی روی یک فضای گ یعملگر فشردههر ] 5. 3. 13 یقضیه. 20[بهبنا

ی ضعیف ترتیبی است. فرض کنید فشرده𝐸 همگرای روی 𝑝−عملگرهر ست نشان دهیم ا کافی 1. 2بنابراین با لم  .است

(𝑥𝑛) ⊆ [0 . 𝑥] ی مجزا باشد و دنباله𝑥 ⊆ 𝐸+ 192ی . صفحه1[. آن گاه بنا به [  ،(𝑥𝑛) جمع پذیر ضعیف  -1ی دنباله

–و در نتیجه  𝑝  1،  توجه کنید برای هر (جمع پذیر ضعیف خواهد بود ≤ 𝑝 ≤ 𝑞  (𝑙𝑝
𝑤(𝐸) ⊆ 𝑙𝑞

𝑤(𝐸) . همچنین بر

–عملگر  𝑇باید محدود باشد. بنابراین از اینکه  (𝑥𝑛)، ] 2. 5 یقضیه. 2 [طبق  𝑝  ،همگراست‖𝑇𝑥𝑛‖ → . در این صورت، 0

𝑇 ی ضعیف ترتیبی است و فشرده𝐸  خاصیت– 𝑝𝐿   .محدود دارد 

(𝑏 ⇒ 𝑐 .واضح است 

(𝑐 ⇒ 𝑎 ی باناخیک مشبکه 𝐸  گروتندیک است اگر و تنها اگر ،𝐿(𝐸. 𝑐𝑜) = 𝑊(𝐸. 𝑐𝑜) ]20 .چون ]5. 3. 10 یقضیه .

𝑐𝑜  خاصیت𝐺𝑃   ،دارد𝐿𝑐𝑐(𝐸. 𝑐𝑜) = 𝐿(𝐸. 𝑐𝑜) ]22 .بنا به خاصیت   .] 4. 9 یقضیه– 𝑝𝐿  1. 2محدود و مشابه با لم 

 ،𝐿𝑐𝑐(𝐸. 𝑐𝑜) = 𝑊(𝐸. 𝑐𝑜)  و در نتیجه𝐸 .یک فضای گروتندیک است ∎ 

–یک فضای گروتندیک است و بنابراین خاصیت  ∞𝑙به عنوان یک نتیجه  𝐿 محدود را دارد. این نشان می دهد که خاصیت 

 – 𝐿  محدود ارثی نیست. از آنجائیکه𝑐𝑜  این خاصیت را ندارد. در واقع خاصیت – 𝐿 محدود توسط زیر فضاهای متمم پذیر

 به ارث برده می شود.

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
26

-0
5-

18
 ]

 

                             8 / 18

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3324-fa.html


 
 

 1403سوم، ، شماره دهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

8 

–ی باناخ با خاصیت یک مشبکه  𝐸. فرض کنید  4. 2نتیجه  𝐿  محدود باشد. آن گاه𝐸∗  نرم پیوسته ترتیبی دارد اما بر

 عکس این مطلب در حالت کلی درست نیست.

–خاصیت  𝐸. اگربرهان 𝐿  محدود داشته باشد، آن گاه𝐸  5. 3. 13ی ضیهق. 20 [یک فضای گروتندیک است و بنا به  [ 𝐸∗ 

𝑙1نرم پیوسته ترتیبی دارد. برعکس این مطلب درست نیست. به عنوان مثال،  = 𝑐𝑜
خاصیت  𝑐𝑜نرم پیوسته ترتیبی دارد ولی  ∗

– 𝐿 .ندارد 

:𝑇 یک عملگر 𝐸 → 𝑌  را– 𝑝 ( همگرای مجزا– 𝑝  همگرای محدود مجزا( گوییم هرگاه𝑇 ی هر دنباله– 𝑝  جمع پذیر ضعیف

–مجزا ) 𝑝  جمع پذیر ضعیف محدود مجزا( در𝐸 ی نرم پوج تصویر کند. هر عملگر را به یک دنباله– 𝑝 جزا، یک همگرای م

–عملگر  𝑝  همگرای محدود مجزا نیز خواهد بود ولی برعکس این مطلب درست نیست. به عنوان مثال، عملگر همانی روی

𝑐𝑜  یک عملگر– 𝑝  همگرای محدود مجزاست در حالیکه عملگر– 𝑝 ی باناخ همگرای مجزا نیست. توجه کنید که یک مشبکه

 𝐸 خاصیت– 𝑝یر هر دنبالهشور مثبت دارد اگر و تنها اگ    (𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸) ی نرم پوچ باشد. با جملات مثبت یک دنباله

–خاصیت 𝐸 ی باناخ به راحتی می توان نشان داد که یک مشبکه 𝑝 شور مثبت دارد اگر و تنها اگر عملگر همانی روی𝐸 یک ،

–عملگر  𝑝 26 [همگرای مجزا باشد[.∎ 

–هر عملگر  . 5. 2قضیه  𝑝 ی باناخ همگرای محدود مجزا روی یک مشبکه 𝐸 ی ضعیف ترتیبی است ولی برعکس فشرده

 این مطلب درست نیست.

–  (𝑥𝑛)  دنبالهیباشد. آن گاه  𝐸ی کران دار ترتیبی مجزا در یک دنباله (𝑥𝑛). فرض کنید برهان 𝑝  جمع پذیر ضعیف

–یک عملگر  𝑇است. از این که  𝑝  همگرای مجزاست نتیجه می گیریم که‖𝑇𝑥𝑛‖ →   و این رابطه نشان می دهد که  0

𝑇 است. برای برعکس، عملگر همانی روی  ی ضعیف ترتیبیفشرده𝑐𝑜  3. 3. 6یهگزار[را در نظر بگیرید و توجه کنید بنا به 

,26[ ،𝑐𝑜  خاصیت– 𝑝.شور مثبت را ندارد ∎ 

–واضح است که هر عملگر  𝑝  همگرا یک عملگر– 𝑝  همگرای مجزا نیز هست ولی برعکس آن درست نیست. در واقع عملگر

–ی باناخ با خاصیت همانی روی هر یک مشبکه 𝑝 شور مثبت و بدون خاصیت– 𝑝مانند( [0.1]شور 𝐿1  )– 𝑝  همگرای

–مجزاست در حالی که  𝑝 .همگرا نیست 

–ترتیبی و عملگرهای  ی ضعیفی بعدی ارتباط بین عملگرهای فشردهقضیه 𝑝 .همگرای مجزا را بیان می کند 

–ی باناخ کامل سیگما ددکیند باشد. آن گاه هر عملگر یک مشبکه 𝐸. فرض کنید 6. 2قضیه  𝑝  همگرای مجزای محدود

 ی ضعیف ترتیبی است و شرط کامل سیگما ددکیند بودن را نمی توان حذف کرد.فشرده 𝐸روی 

– (𝑥𝑛) دنبالهی ] 3. 7. لم19 [باشد. بنا به  𝐸ی کران دار ترتیبی مجزا در یک دنباله (𝑥𝑛). فرض کنید برهان 𝑝  جمعپذیر

–یک عملگر   𝑇ضعیف محدود است. حال از این که  𝑝 نتیجه می گیریم که  ستهمگرای محدود مجزا‖𝑇𝑥𝑛‖ → و این  0
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است. دقت کنید که شرط کامل سیگما ددکیند بودن را نمی توان حذف  ی ضعیف ترتیبیفشرده 𝑇 رابطه نشان می دهد که

نرم پوچ است و در نتیجه عملگر  𝐶[0.1]ی پوچ ضعیف و تقریبا محدود ثابت شده است که هر دنباله ]5[کرد. در حقیقت در 

–یک عملگر  𝐶[0.1]همانی روی  𝑝 ی ضعیف ترتیبی نیست.همگرای محدود مجزاست ولی فشرده 

 ∎ی ترتیبی ندارد(. نرم پیوسته 𝐶[0.1])توجه کنید 

–اکنون با استفاده از دنباله های  𝑝  جمع پذیر ضعیف مجزا در مشبکه های باناخ ، کلاس مجموعه های تقریبا– 𝐿  محدود از

–و خاصیت  𝑝 یمرتبه 𝐿 ی محدود قوی از مرتبه𝑝 َمعرفی می شوند. یادآوری می کنیم اگر𝐴 ⊆ 𝐸∗ ی کران یک مجموعه

به طور یکنواخت همگرا به صفر باشد، آن  Aروی  Eدر  (𝑥𝑛)ی پوچ ضعیف محدود مجزای دار باشد به طوری که هر دنباله

 .]4[گوییم   𝐿−ی تقریبا را یک مجموعه  Aگاه 

محدود( گوییم هرگاه هر  𝑝𝐿−)تقریبا  𝑝ی محدود از مرتبه 𝐿−تقریبا  ∗𝐸از 𝐵ی نرم کران دار . زیر مجموعه7. 2تعریف 

(𝑥𝑛)ی محدود مجزای دنباله ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸)  رویB .به طور یکنواخت همگرا به صفر باشد 

𝐵معادلا،  ⊆ 𝐸∗  تقریبا−𝑝𝐿 ی محدود مجزای محدود است اگر و تنها اگر برای هرگاه هر دنباله(𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸)  و هر

B  ،𝑓𝑛(𝑥𝑛)در  (𝑓𝑛)ی دنباله → 0 . 

 گزاره های زیر معادلند:. 8. 2قضیه 

(a)  برای هر فضای باناخ𝑌   هر عمگرو−𝑝  همگرای محدود مجزای𝑇: 𝐸 → 𝑌  ،𝑇∗ ی ضعیف ) پیش فشرده

 فشرده ضعیف، فشرده( است.

(b) ی تقریبا هر مجموعه– 𝑝𝐿 محدود در𝐸∗.پیش فشرده ضعیف )فشرده ضعیف نسبی، فشرده نسبی( است ، 

 .برهان

(𝑎 ⇒ 𝑏  فرض کنید .𝐴 ⊆ 𝐸∗ ی تقریبا یک مجموعه– 𝑝𝐿 محدود و(𝑥𝑛
∗ :𝑇 باشد. عملگر 𝐴یک دنباله در  ( 𝐸 → 𝑙∞ را

𝑇(𝑥)به شکل  = (𝑥𝑛
∗ (𝑥))  برای هر𝑥 ∈ 𝐸  تعریف کنید و فرض کنید(𝑥𝑛) ی یک دنباله– p  جمع پذیر محدود مجزا

 محدود است، 𝑝𝐿−ی تقریبا مجموعه 𝐴باشد. از اینکه  Eدر

 ‖𝑇𝑥𝑛‖ = 𝑠𝑢𝑝𝑚
𝑚

|𝑥𝑚
∗ (𝑥𝑛)| → –عملگر  𝑇و بنابراین  0 𝑝 همگرای محدود مجزاست. درنتیجه𝑇∗  یک عملگر پیش

𝑇∗ (𝑒𝑛ی ضعیف، فشرده( است و بنابراین ی ضعیف ) فشردهفشرده
∗) = (𝑥𝑛

∗ ی ضعیف ی ضعیف ) فشردهپیش فشرده (

𝑒𝑛)ی نسبی( است که نسبی، فشرده
 است. 𝑙1ی واحد همان پایه(∗

 .(𝑏 ⇒ 𝑎ی تقریبا فرض کنید هر مجموعه– 𝑝𝐿 محدود در𝐸∗ ی فشردهضعیف نسبی، ی فشردهضعیف )ی فشرده، پیش

:𝑇نسبی( و  𝐸 → 𝑌  یک عملگر−𝑝 همگرای محدود مجزا باشد. آن گاه 𝑇∗𝐵𝑌∗ –ی تقریبا یک مجموعه  𝑝𝐿  محدود

 ∎ است و بنا به فرض نتیجه حاصل می شود. ∗𝐸در
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–عملگرهای ی بعدی کلاس گزاره 𝑝  های تقریبا مجموعههمگرای مجزا را  با– 𝑝𝐿 در واقع   معادل سازی می کند. محدود

:𝑇برای هر عملگر  𝐸 → 𝐹   بنا به تساوی‖𝑇𝑥𝑛‖ = 𝑠𝑢𝑝𝑓∈(𝑇∗𝐵𝐹∗)|𝑓(𝑥𝑛)| :داریم 

:𝑇برای هر عملگر  .9. 2گزاره  𝐸 → 𝐹 های زیر معادلند:هگزار 

.(a) 𝑇  یک عملگز– 𝑝 ود مجزاست.همگرای محد 

(b) .𝑇∗𝐵𝐹∗ –ی تقریبا یک مجموعه   𝑝𝐿 محدود در𝐸∗ است. 

–خاصیت  𝐸ی باناخ یک مشبکه. 10. 2یف رتع 𝐿 ( محدود قوی– 𝑝𝐿 ی  تقریبا محدود قوی( دارد اگر هر زیر مجموعه– 𝐿 

–محدود )تقریبا  𝑝𝐿 محدود( در𝐸∗ ی ضعیف نسبی باشد. همچنین ی فشردهیک مجموعه𝑇: 𝐸 → 𝑌 ی را کاملا پیوسته

ی نرم پوچ تصویر کند. کلاس این را به یک دنباله 𝐸ی پوچ ضعیف محدود مجزا در هر دنباله 𝑇محدود مجزا گوییم هرگاه 

.𝐿𝑑𝑐𝑐(𝐸عملگرها را با  𝑌) .نمایش می دهیم 

–ی باناخ با خاصیت ی بعدی شرایطی معادل با مشبکه هاقضیه 𝐿 کلاس عملگرهای تفاده ازمحدود قوی  با اس– 𝑝  همگرای

 مجزا بیان می کند.

 گزاره های زیر معادلند: 𝐸ی مشبکهبرای یک  .11. 2قضیه 

(a) 𝐸   خاصیت– 𝐿  داردقوی محدود. 

(b) . برای هر فضای باناخ 𝑌  ،𝐿𝑑𝑐𝑐(𝐸. 𝑌) = 𝑊(𝐸. 𝑌) . 

(c) . 𝐿𝑑𝑐𝑐(𝐸. 𝑙∞) = 𝑊(𝐸. 𝑙∞) 

 برهان. 

(𝑎 ⇒ 𝑏  فرض کنید .𝑇: 𝐸 → 𝑌 ی محدود مجزا باشد. آن گاه یک عملگر کاملا پیوسته 𝑇∗𝐵𝑌∗ ی تقریبا یک مجموعه

– 𝐿 محدود در𝐸∗  ،است. بنا به فرض𝑇∗𝐵𝑌∗ ی ضعیف نسبی است و در نتیجه فشرده𝑇  ی ضعیف است.فشرده 

(𝑏 ⇒ 𝑐  ..واضح است 

 .(𝑐 ⇒ 𝑎اگر𝐸  خاصیت– 𝐿  ی تقریبا یک مجموعهقوی نداشته باشد، آن گاه محدود– 𝐿  محدود𝐴   در𝐸∗  وجود دارد

𝑥𝑛)ی ی ضعیف نسبی نیست. بنابراین یک دنبالهفشرده𝑇∗𝐴 که 
∗ ی همگرای ضعیف هیچ زیر دنبالهوجود دارد که  Aدر  (

:𝑇 دارد. عملگرن 𝐸 → 𝑙∞ ی با ضابطه𝑇𝑥 = (𝑥𝑛
∗ (𝑥)) برای هر𝑥 ∈ 𝐸 ی را در نظر بگیرید. ازاینکه دنباله(𝑥𝑛

∗ تقریبا  (

– 𝐿 ی پوچ ضعیف محدود مجزای محدود است، برای هر دنباله(𝑥𝑚) در𝐸  نتیجه می گیریم که‖𝑇𝑥𝑚‖ =

𝑠𝑢𝑝𝑛
𝑛

|𝑥𝑛
∗ (𝑥𝑚)| → 𝑇∗ 𝑒𝑛ی محدود مجزاست. ساده است که برای هریک عملگر کاملا پیوسته 𝑇. بنابراین 0

∗ = 𝑥𝑛
و  ∗

 ∎  ی ضعیف خواهد بود.فشرده 𝑇در نتیجه 
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نرم پوچ باشد.  𝐸ی پوچ ضعیف محدود با جملات مثبت درمثبت دارد هرگاه هر دنباله 𝐺𝑃خاصیت  𝐸باناخ  ییک مشبکه

با جملات ی پوچ ضعیف محدود مجزا مثبت دارد اگر و تنها اگر هر دنباله 𝐺𝑃خاصیت  𝐸همچنین می توان نشان داد که 

 .]4[نرم پوچ باشد 𝐸درمثبت 

 ،گزاره های زیر معادلند: 𝐸ی باناخ . برای یک مشبکه11.  2قضیه 

(a) . 𝐸 .بازتابی است 

(b)  .𝐸  دو خاصیت𝐺𝑃  مثبت و– 𝐿 محدود قوی دارد. 

 برهان .

(𝑎 ⇒ 𝑏.واضح است  . 

 (𝑏 ⇒ 𝑎  اگر . 𝐸 خاصیت𝐺𝑃   عملگر همانی روی ] 3. 11ی . قضیه4 [مثبت نداشته باشد آن گاه بنا به 𝐸 یوسته کاملا پ

–خاصیت  محدود مجزاست و بنابر 𝐿  ی ضعیف است. در نتیجه فشردههمانی محدود قوی ، عملگر𝐸  .بازتابی است∎ 

–و با استقاده از عملگرهای  11. 2مشابه با قضیه  𝑝   همگرای محدود مجزا ، شرایطی معادل برای مشبکه های باناخ با خاصیت

– 𝑝𝐿 .محدود قوی پیدا می کنیم 

–کلاس عملگرهای  𝑝 همگرای محدود مجزا از𝐸   به𝑌  را با𝐶𝑙𝑝
𝑑 (𝐸. 𝑌)  .نمایش می دهیم 

 ،گزاره های زیر معادلند: 𝐸ی باناخ برای یک مشبکه .13.  2قضیه 

(a)  .𝐸ت خاصی– 𝑝𝐿  رد.داقوی محدود 

(b) . برای هر فضای باناخ 𝑌  ،𝐶𝑙𝑝
𝑑 (𝐸. 𝑌) = 𝑊(𝐸. 𝑌) . 

(a) 𝐶𝑙𝑝
𝑑 (𝐸. 𝑙∞) = 𝑊(𝐸. 𝑙∞). 

 

–خاصیت  .3 𝒑 های باناخمشبکهشور محدود مجزا در 

نرم پوچ  𝐸ی پوچ ضعیف مجزا با جملات مثبت در دنبالهشور مثبت دارد اگر و تنها اگر هر خاصیت  𝐸ی باناخ یک مشبکه

–خاصیت  𝐸همجنین . [24]باشد  𝑝 ی دنبالهشور مثبت دارد اگر و تنها اگر هر– 𝑝  جمع پذیرضعیف مجزا با جملات مثبت

 ] 14. 4ی . گزاره [26نرم پوچ باشد  𝐸در 

–خاصیت  𝐸ی باناخ . یک مشبکه1. 3تعریف  𝑝 ی دنبالهشور محدود مجزا دارد اگر هر– 𝑝  جمع پذیرضعیف محدود مثبت

 نرم پوچ باشد. 𝐸در 

 می توان لم زیر را نتیجه گرفت. ] 1.لم 12[و همچنین با استفاده از  ] 3. 7. لم 14[با همان تکنیک های مشابه با 
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ی پوچ ضعیف مجزای تقریبا یک دنباله (𝑥𝑛)ی باناخ کامل سیگما ددکیند باشد. اگر یک مشبکه  𝐸فرض کنید  .2. 3لم 

𝑥𝑛)های مثبت دنبالهباشد، آن گاه  𝐸محدود در 
+) ،(𝑥𝑛

 هستند.همگی پوچ ضعیف و محدود  (|𝑥𝑛|)و   (−

 ی باناخ کامل سیگما ددکیند باشد. یک مشبکه  𝐸. فرض کنید 3. 3قضیه 

–خاصیت  𝐸باشد، آن گاه  𝐸ی پوچ ضعیف مجزای تقریبا محدود در یک دنباله (𝑥𝑛)اگر  𝑝 شور محدود مجزا دارد اگر و

–ی دنبالهتنها اگر هر  𝑝  جمع پذیرضعیف محدود مثبت و مجزا در𝐸 .نرم پوچ باشد 

–خاصیت  𝐸فرض کنید  برهان. 𝑝 شور محدود مجزا دارد و(𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸)  ی مثبت محدود مجزا باشد. بنا به دنبالهیک

–ی یک دنباله  𝐸 در (|𝑥𝑛|)ی ، دنباله[26]و  2. 3لم  𝑝  ،جمع پذیرضعیف محدود است و بر طبق فرض‖𝑥𝑛‖ → 0.  

(𝑥𝑛)ی محدود مثبت برعکس، فرض کنید دنباله ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸)  و ثابت𝑐 > ‖𝑖𝑛𝑓𝑛‖𝑥𝑛وجود داشته باشد به طوری که  0 =

𝑐 > 𝑦𝑛قرار دهید  .0 = 𝑐−1𝑥𝑛 > 𝑦𝑛𝑘)   یدنباله می توان زیر ]17 ,5نتیجه [آن گاه بنا به  .0
𝑑، ثابت  ( >  و 0

0را طوری پیدا کرد که  +𝐸 در  (𝑧𝑘) یدنباله < 𝑧𝑘 ≤ 𝑦𝑛𝑘
‖𝑧𝑘‖ و   ≥ 𝑑واضح است که . (𝑧𝑘)  ی یک دنباله– 𝑝 

‖𝑧𝑘‖است ولی  +𝐸جمع پذیرضعیف محدود مجزا در  ≥ 𝑑 هست.. این یک تناقض با فرض ∎ 

 ،گزاره های زیر معادلند: 𝐸ی باناخ برای یک مشبکه. 4. 3نتیجه 

(a). 𝐸 .بازتابی است 

(b) .𝐸  دو خاصیت−𝑝  شور محدود مجزا و– 𝑝𝐿 .محدود قوی دارد 

. 23 [داشته باشد  𝐺𝑃خاصیت  𝐸ی ترتیبی دارد اگر و تنها اگر نرم پیوسته𝐸 ی باناخ کامل سیگما ددکیندیک مشبکه

شور محدود مجزا که  𝑝−ی زیر ثابت می کنیم که همین نتیجه برای مشبکه های باناخ با خاصیت . در قضیه] 5. 4ی قضیه

 هست نیز برقرار است. 𝐺𝑃صیت ضعیف تر از خا

 ی باناخ کامل سیگما ددکیند باشد. گزاره های زیر معادلند:یک مشبکه  𝐸فرض کنید  . 5. 3قضیه 

(a) .𝐸   خاصیت −𝑝 .شور محدود مجزا دارد 

(b) . 𝐸ی ترتیبی دارد.نرم پیوسته 

(c) .𝐵𝐸∗ –ی تقریبا یک مجموعه   𝑝𝐿  استمحدود. 

 برهان.

(𝑎 ⇒ 𝑏 از این که .𝑙∞  خاصیت−𝑝  شور محدود مجزا ندارد، نتیجه می گیریم که𝐸 نمیتواند هیچ کپی از 𝑙∞   داشته

 ی ترتیبی داردنرم پیوسته، 𝐸  ]20. 4.  3ی . نتیجه20[باشد و در نتیجه بنا به 
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 (𝑏 ⇒ 𝑎 . اگر 𝐸ی ترتیبی داشته باشد، آن گاه  نرم پیوسته𝐸   خاصیت𝐺𝑃   و در نتیجه−𝑝 .شور محدود مجزا دارد  

c (a⇔نتیجه می شود. 3. 3ی . به راحتی از قضیه 

شور محدود  𝑝−شور محدود و  𝐺𝑃 ،−𝑝ی باناخ کامل سیگما ددکیند، سه خاصیت می توان نشان داد که در یک مشبکه

 مجزا معادل هستند.

𝑝   (𝑝ی از مرتبه پتیس ستاره-یک فضای باناخ خاصیت دانفورد − 𝐷𝑃∗)ی دارد هرگاه هر زیرمجموعه−𝑝ی ضعیف فشرده

  𝑝ی ی ضعیف از مرتبهپتیس ستاره-بر همین اساس، خاصیت دانفورد[15]. ی محدود باشد در آن یک مجموعه

 (𝑝 − 𝑤𝐷𝑃∗)ی باناخ خاصیت اند. یک مشبکهمعرفی شده [6]های باناخ در برای مشبکه𝑝 − 𝑤𝐷𝑃∗  دارد هرگاه هر

همگرای محدود مجزا 𝑝−ی تقریبا محدود باشد. بر اساس عملگرهای ی ضعیف در آن یک مجموعهشردهف𝑝−ی زیرمجموعه

ی کنیم که در آن ها هر مجموعههای باناخ کامل سیگما ددکیند بیان میی عملگری از مشبکهیک مشخصه 𝑐𝑜 توی به

−𝑝ی تقریبا محدود است. کلاس عملگرهای ی ضعیف یک مجموعهفشرده −𝑝زهمگرای مجزا ا𝐸   به𝑌  را با𝐶𝑝
𝑑(𝐸. 𝑌) 

 توانید مباحث مربوط به نوع و هم نوع درفضاهای باناخ را مطلعه کنید.می  [9]از  16نمایش می دهیم. در فصل 

1با نوع   𝐸ی باناخ برای یک مشبکه .6.  3قضیه  < 𝑞 ≤ 2. 𝑝 ≥ 𝑞′ ، هستند گزاره های زیر معادل: 

(a) . 𝐸  خاصیت𝑝 − 𝑤𝐷𝑃∗ رد.دا 

(b) . برای هر فضای باناخ 𝑌  ،𝐶𝑙𝑝
𝑑 (𝐸. 𝑌) = 𝐶𝑝

𝑑(𝐸. 𝑌) . 

(c) . 𝐶𝑙𝑝
𝑑 (𝐸. 𝑐𝑜) = 𝐶𝑝

𝑑(𝐸. 𝑐𝑜). 

𝑎)برهان.  ⇒ 𝑏  فرض کنید .𝐸  خاصیت𝑝 − 𝑤𝐷𝑃∗ داشته باشد و 𝑇: 𝐸 → 𝑌  یک عملگر −𝑝همگرای محدود مجزا 

(𝑥𝑛) باشد. اگر ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸)  ی ، دنباله[26]و  2. 3ی مجزا باشد، بنا به لم دنبالهیک(|𝑥𝑛|) در 𝐸  ی یک دنباله– 𝑝  جمع

‖𝑇𝑥𝑛‖پذیرضعیف محدود است و بر طبق فرض،  →  ست.ی مجزاهمگرا𝑝− یک عملگر  𝑇و در نتیجه  0

(𝑏 ⇒ 𝑐.واضح است . 

(𝑐 ⇒ 𝑎  ی دهیم برای هر دنبالهنشان می(𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸) ی مجزای ی  پوچ ضعیف ستارهو هر دنباله(𝑥𝑛

∗  ∗𝐸،در (

𝑥𝑛
∗ (𝑥𝑛) → :𝑇 . عملگر0 𝐸 → 𝑐𝑜 یبا ضابطه 

 𝑇𝑥 = (𝑥𝑛
∗ (𝑥)) برای هر𝑥 ∈ 𝐸 18 ,2. 3نتیجه [ شود و بنا بهرا در نظر بگیرید. چنین عملگری مجزا نامیده می[ 𝑇،  

همگرای 𝑝− یک عملگر  𝑇کند. در نتیجه تصویر می𝑐𝑜 ی نسبی در ی فشردهی تقریبا محدود را به یک مجموعههر مجموعه

‖𝑇𝑥𝑛‖بنابراین، همگرای مجزاست. 𝑝− محدود مجزا و بنا به فرض یک عملگر → 𝑥𝑛و در نتیجه   0
∗ (𝑥𝑛) → 0. ∎ 

 ،گزاره های زیر معادلند:  𝐸ی باناخ کامل سیگما ددکیند برای یک مشبکه .7.  3قضیه 

(a)  .𝐸  خاصیت−𝑝 .شور محدود مجزا دارد 
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(b) . برای هر فضای باناخ 𝑌  ،𝐿𝑝𝑐
𝑑 (𝐸. 𝑌) = 𝐿(𝐸. 𝑌) . 

(c) . 𝐿𝑝𝑐
𝑑 (𝐸. 𝑙∞) = 𝐿𝑝𝑐

𝑑 (𝐸. 𝑙∞). 

 برهان. 

(𝑎 ⇒ 𝑏  فرض کنید .E خاصیت−𝑝 داشته و شور محدود مجزا 𝑇: 𝐸 → 𝑌 یک عملگر باشد. اگر (𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸)  یک

‖𝑥𝑛‖ی محدود مجزا باشد، بنا به فرض،دنباله → ‖𝑇𝑥𝑛‖و در نتیجه  0 → 0. 

𝑏 ⇒ 𝑐.واضح است . 

.(𝑐 ⇒ 𝑎  اگر𝐸  خاصیت−𝑝 ی محدود مجزای نداشته باشد، آن گاه دنباله شور محدود مجزا(𝑥𝑛) ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸)  با نرم یک

𝑥𝑛)ی  توان دنبالهوجود دارد. بنابراین می
∗ ∗𝐵𝐸در  ( 𝑥𝑛| پیدا کرد که  

∗ (𝑥𝑛)| = :𝑇 . حال عملگر1 𝐸 → 𝑙∞  تعریف شده

𝑇𝑥 یبا ضابطه = (𝑥𝑛
∗ (𝑥)) برای هر𝑥 ∈ 𝐸 تواند یک عملگر نمی −𝑝محدود مجزا باشد همگرای. ∎ 

ی ضعیف دارد هرگاه هر عملگر فشرده  (𝑤𝐷𝑃)پتیس ضعیف-ی باناخ خاصیت دانفوردکنیم که یک مشبکهیادآوری می

ی نرم پوچ تصویر کند. بر همین اساس، ی پوچ ضعیف مجزا را به یک دنبالهپتیس باشد، یعنی هر دنباله-تقریبا دانفورد 𝐸روی 

𝑝  (𝑝ی پتیس ضعیف از مرتبه-را دارای خاصیت دانفورد  𝐸ی باناخ یک مشبکه − 𝑤𝐷𝑃) ی هرگاه هر عملگر فشرده گوییم

(𝑥𝑛)ی مجزای دنبالههمگرای مجزا باشد. به عبارتی دیگر برای هر 𝑝− یک عملگر  𝐸ضعیف روی  ∈ 𝑙𝑝
𝑤(𝐸) یو هر دنباله 

𝑥𝑛)پوچ ضعیف 
∗ 𝐸∗ 𝑥𝑛،در  (

∗ (𝑥𝑛) → همگرای محدود مجزا 𝑝− یک عملگر ی ضعیف هر عملگر فشردهاست که  ح.  واض0

 نیز هست.

 ،گزاره های زیر معادلند: 𝐸ی باناخ برای یک مشبکه . 8. 3قضیه 

(a). 𝐸  بازتابی با خاصیت𝑝 − 𝑤𝐷𝑃 .است 

(b) .𝐸  دو خاصیت−𝑝  شور مثبت و– 𝑝𝐿 .محدود قوی دارد 

 برهان.

 (𝑎 ⇒ 𝑏 اگر .𝐸  خاصیت−𝑝 گاه هر عملگر روی شور مثبت داشته باشد، آن𝐸  یک عملگر−𝑝 همگرای مجزاست و در

–نتیجه بنا به خاصیت  𝑝𝐿 ی ضعیف خواهد بود. بنابراین محدود قوی یک عملگر فشرده𝐸  بازتابی است. واضح است که

𝑝خاصیت شور مثبت  𝑝−خاصیت  − 𝑤𝐷𝑃 دهد.را نتیجه می 

(𝑏 ⇒ 𝑎.   اگر𝐸 گاه عملگر همانی روی بازتابی باشد، آن𝐸 خاصیت  ی ضعیف خواهد بود. بنابریک عملگر فشرده𝑝 −

𝑤𝐷𝑃  این عملگر−𝑝  همگرای مجزاست و در نتیجه𝐸  خاصیت−𝑝  شور مثبت دارد. واضح است که هر فضای بازتابی

–خاصیت  𝑝𝐿 .محدود قوی نیز دارد ∎ 
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𝑀اگر  ⊆ 𝐿(𝑋. 𝑌)  ناخ کامل سیگما ددکیند باشد و ی بایک مشبکه𝑀  خاصیت−𝑝  ،شور محدود مجزا داشته باشد

–دو عملگر  𝑀روی  ∗𝜓𝑦و  𝜑𝑥ای عملگرهای محاسبه 7. 3ی گاه بنا به قضیهآن 𝑝همگرای مجزا هستند به طوری که برای 

𝑇 هر ∈ 𝑀. 𝑥 ∈ 𝑋. 𝑦∗ ∈ 𝑌∗   و داریم 𝜑𝑥(𝑇) = 𝑇𝑥 𝜓𝑦∗(𝑇) = 𝑇∗𝑦∗ . 

ی این عملگرها ای یک شرط کافی برای این هست که دامنههمگرای مجزا بودن عملگرهای محاسبه 𝑝−توان نشان داد که می

 از همان تکنیک های استفاده شده در توانت میشور محدود مجزا داشته باشد. دقت کنید که برای اثبا 𝑝−خاصیت 

 .استفده کرد [21 ,4] 

.𝑋. فرض کنید 9. 3قضیه  𝑌 گاه:دو فضای باناخ باشند. آن 

(a) اگر .𝑀 ⊆ 𝐿(𝑋. 𝑌) ی باناخ کامل سیگما ددکیند باشد و برای هر یک مشبکه𝑦∗ ∈ 𝑌∗  عملگر𝜓𝑦∗ روی𝑀 

–یک عملگر  𝑝گاه همگرای محدود مجزا باشد، آن𝑀  خاصیت−𝑝 .شور محدود مجزا دارد 

(b) اگر .𝑀 ⊆ 𝐿𝑤∗(𝑋∗. 𝑌) ی باناخ کامل سیگما ددکیند باشد و برای هر یک مشبکه𝑥∗ ∈ 𝑋∗  عملگر𝜑𝑥∗  روی

𝑀   یک عملگر– 𝑝گاه همگرای محدود مجزا باشد، آن𝑀  خاصیت−𝑝 .شور محدود مجزا دارد 

– محدود و𝑝𝐿−های تقریبا ها مجموعهکند که در دوگان آنهای باناخی را معادل سازی میآخرین نتیجه ، مشبکه 𝑝𝐿 محدود

 یکی هستند. 

 گزاره های زیر معادلند: 𝐸ی باناخ کامل برای یک مشبکه .10.  3قضیه 

(a) های تقریبا هر مجموعه−𝑝𝐿د در محدو𝐸∗  های مجموعهیک– 𝑝𝐿.محدود است  

(b) برای هر فضای باناخ 𝑌  ،𝐿𝑝𝑐
𝑑 (𝐸. 𝑌) = 𝐿𝑝𝑐(𝐸. 𝑌) . 

(c) . 𝐿𝑝𝑐
𝑑 (𝐸. 𝑙∞) = 𝐿𝑝𝑐(𝐸. 𝑙∞). 

 برهان.

(𝑎 ⇒ 𝑏 از تساوی .‖𝑇𝑥𝑛‖ = 𝑠𝑢𝑝𝑓∈(𝑇∗𝐵𝑌∗)|𝑓(𝑥𝑛)| ی برای هر دنباله(𝑥𝑛) ∈ 𝐸  عملگرو هر 𝑇: 𝐸 → 𝑌 به

 شود.راحتی نتیجه حاصل می

(𝑏 ⇒ 𝑐.   .واضح است 

(𝑐 ⇒ 𝑎.    اگر𝐵 ⊆ 𝐸∗ ی تقریبا یک مجموعه– 𝑝𝐿ی د باشد، کافیست نشان دهیم برای هر دنبالهمحدو(𝑓𝑛)  درB ،

𝑓𝑛(𝑥𝑛) → :𝑇 عملگر. 0 𝐸 → 𝑙∞ یبا ضابطه 
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 𝑇𝑥 = (𝑓𝑛(𝑥)) برای هر𝑥 ∈ 𝐸  را در نظر بگیرید. از اینکه𝐵 ⊆ 𝐸∗ ی تقریبا یک مجموعه– 𝑝𝐿د است،محدو  𝑇  یک

 بنابراین،همگرای محدود مجزاست. 𝑝− همگرای محدود مجزا و بنا به فرض یک عملگر𝑝− عملگر 

‖𝑇𝑥𝑛‖ → 𝑓𝑛(𝑥𝑛)و در نتیجه   0 → 0. ∎ 
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