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Introduction 

Let 𝐺 be a simple graph, 𝑉(𝐺) and 𝐸(𝐺) be its vertex set and edge set, 

respectively. Then 𝑛 = |𝑉(𝐺)| is called the order of 𝐺. By 𝐾𝑛, we denote the 

complete graph of order 𝑛. The disjoint union of 𝑡 complete graphs 𝐾2 is 

denoted by 𝑡𝐾2. Also, 𝐾1,𝑛 denotes the star graph of order 𝑛 + 1. A cactus is 

a connected graph in which no edge lies on more than one cycle. The cactus 

graph with 𝑘 edges and 𝑡 cycles (triangles), depicted in Fig. 1, is denoted by 

𝐺𝑡 (𝐺0 is the star graph 𝐾1,𝑘).  

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  A simple graph 𝐺 (underlying graph) with a sign function 𝜎 ∶ 𝐸(𝐺) → {−,+} 
is called a signed graph and denoted by Γ = (𝐺, 𝜎). If all edges of Γ are 

positive (resp. negative), then Γ is denoted by (𝐺, +) (resp. (𝐺, −)). By 

Γ[𝑋],we denote the subgraph induced by 𝑋, where 𝑋 is a subset of 𝑉(Γ). Let 

(𝐾𝑛, 𝐻−) be a signed complete graph whose negative edges induce a subgraph 

𝐻. If 𝐻 is a disjoint union of two graphs 𝐻1 and 𝐻2, then (𝐾𝑛, 𝐻−) is denoted 

by (𝐾𝑛 , 𝐻1
− ∪ 𝐻2

−). The characteristic polynomial of a matrix 𝐴 is denoted by 

𝜑(𝐴). We denote the adjacency matrix of a signed graph Γ by 𝐴(Γ). The 

characteristic polynomial of 𝐴(Γ) is called the characteristic polynomial of Γ 

and is denoted by 𝜑(Γ, 𝜆). Also, the eigenvalues of 𝐴(Γ) are called the 

eigenvalues of Γ. The largest eigenvalue of Γ is called the index and denoted 

by 𝜆1(Γ). There are many papers on the characteristic polynomials and 

eigenvalues of signed graphs, for instance [3, 13, 14, 15].  

  In [2], the characteristic polynomial of (𝐾𝑛, 𝐺0
−) was computed. In [12], the 

authors determined the characteristic polynomial of (𝐾𝑛 , 𝐺1
−). In this paper, 

we study the characteristic polynomial of the signed complete graph 

(𝐾𝑛, 𝐻− ∪ 𝑡𝐾2
−), where 𝐻 is an arbitrary subgraph of 𝐾𝑛. As a corollary, we 

find the characteristic polynomial of Γ = (𝐾𝑛 , 𝐺𝑡
−) for every 𝑡 ≥ 0, and 

provide a sharp bound for the index of Γ. 

Figure 1: The cactus graph 𝑮𝒕 
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Characteristic polynomial 

The matrix 𝐽𝑠 is all-one matrix of order 𝑠, and 𝑗𝑠 = (1,… ,1)𝑇 ∈ ℝ𝑠. 

Theorem 1. Let Γ = (𝐾𝑛 , 𝐻− ∪ 𝑡𝐾2
−) be a signed complete graph, where 𝑡 ≥

1 and 𝐻 is a subgraph of 𝐾𝑛 . Then 

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 − 1)𝑡(𝜆 + 3)𝑡−1𝜑 ([
 2𝑡 − 3 𝑗𝑛−2𝑡

𝑇

2𝑡𝑗𝑛−2𝑡 𝐴(𝐾𝑛−2𝑡 , 𝐻
−)

]). 

Definition 3 [12]. Let Γ = (𝐾𝑛, 𝜎) be a signed graph and ⊓=

{𝑋1, … , 𝑋𝑝, 𝑋𝑝+1, … , 𝑋𝑝+𝑞} be a partition of 𝑉(Γ) such that all edges between 

𝑋𝑖 and 𝑋𝑗 have the same sign, for each 𝑖, 𝑗. Also, Γ[𝑋𝑖] = (𝐾𝑛𝑖
, +) for 𝑖 =

1,… , 𝑝, and Γ[𝑋𝑖] = (𝐾𝑛𝑖
, −) for 𝑖 = 𝑝 + 1,… , 𝑝 + 𝑞, where |𝑋𝑖| = 𝑛𝑖 for 𝑖 =

1,… , 𝑝 + 𝑞. Obviously, ⊓ is an equitable partition of 𝑉(Γ). The partition ⊓ is 

called a special partition of 𝑉(Γ).  

Theorem 4. Let Γ = (𝐾𝑛 , 𝐻− ∪ 𝑡𝐾2
−) be a signed complete graph, where 𝑡 ≥

1 and 𝐻 is a subgraph of 𝐾𝑛 . Let ⊓= {𝑋1, … , 𝑋𝑝, 𝑋𝑝+1, … , 𝑋𝑝+𝑞} be a special 

partition of 𝑉(𝐾𝑛−2𝑡 , 𝐻
−), 𝑚1 = ∑ 𝑛𝑖

𝑝
𝑖=1  and 𝑚2 = ∑ 𝑛𝑖

𝑝+𝑞
𝑖=𝑝+1 . If 𝐵 is the 

quotient matrix of 𝐴(Γ) related to {𝑉(𝑡𝐾2)} ∪ ⊓, then    

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 + 1)𝑚1−𝑝(𝜆 − 1)𝑡+𝑚2−𝑞(𝜆 + 3)𝑡−1𝜑(𝐵). 

Corollary 5. Let Γ = (𝐾𝑛 , 𝐻−) be a signed complete graph, where 𝐻 is a 

subgraph of 𝐾𝑛 . Let ⊓= {𝑋1, … , 𝑋𝑝, 𝑋𝑝+1, … , 𝑋𝑝+𝑞} be a special partition of 

𝑉(𝐾𝑛 , 𝐻−), 𝑚1 = ∑ 𝑛𝑖
𝑝
𝑖=1  and 𝑚2 = ∑ 𝑛𝑖

𝑝+𝑞
𝑖=𝑝+1 . If 𝐵 is the quotient matrix of 

𝐴(Γ) related to ⊓, then  

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 + 1)𝑚1−𝑝(𝜆 − 1)𝑚2−𝑞𝜑(𝐵). 

Theorem 6. Let Γ = (𝐾𝑛 , 𝐺𝑡
−) be a signed complete graph, where 𝐺𝑡 is the 

cactus graph with 𝑘 edges and 𝑡 ≥ 1 cycles, depicted in Fig. 1. If 𝑢 =
|𝑉(𝐾𝑛)\𝑉(𝐺𝑡)| ≥ 1, then 

 𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 + 1)𝑛−2𝑡−3(𝜆 − 1)𝑡(𝜆 + 3)𝑡−1(𝜆4 + (6 − 𝑛)𝜆3 + (12 + 4𝑡 −
    5𝑛)𝜆2 + (10 + 8𝑡 − 7𝑛 + 4𝑘𝑢 − 4𝑡𝑢)𝜆 + 3 + 4𝑡 − 3𝑛 + 12𝑘𝑢 − 28𝑡𝑢). 

Remark 9. By [1, Theorem 2] and [2, Lemma 3], Theorem 6 holds for 𝑢 = 0 

and 𝑡 = 0.  

 
A Sharp Bound for the Index  

In this section, by using the Interlacing Theorem, we find a sharp lower bound 

for the index of Γ = (𝐾𝑛 , 𝐺𝑡
−) .  

Theorem 11. Let Γ = (𝐾𝑛 , 𝐺𝑡
−) be a signed complete graph, where 𝐺𝑡 is the 

cactus graph with 𝑘 edges and 𝑡 cycles, depicted in Fig. 1. Then 

𝑛 − 5 + √(𝑛 + 1)2 − 16𝑡

2
≤ 𝜆1(Γ). 

Moreover, if 𝑛 = 4𝑡 and 𝑘 = 3𝑡, then 𝜆1(Γ) = 𝑛 − 3 and the equality holds. 
 

Conclusion 

In this paper, we investigated the characteristic polynomial of the signed 

complete graph (𝐾𝑛 , 𝐻− ∪ 𝑡𝐾2
−), where 𝐻 is an arbitrary subgraph of 𝐾𝑛 . 

Furthermore, the characteristic polynomial of Γ = (𝐾𝑛 , 𝐺𝑡
−) is computed and 
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a sharp bound for the index of Γ is provided, where 𝐺𝑡 is the cactus graph 

depicted in Fig. 1. In [12], the authors conjectured that among all signed 

complete graphs of order 𝑛 > 5 whose negative edges induce a cactus graph 

with 𝑘 edges and 𝑡 cycles, the signed graph Γ = (𝐾𝑛 , 𝐺𝑡
−) has the maximum 

index. The findings related to Γ provide a foundation for examining the 

proposed conjecture.   

 

 

How to cite: Heydari, F. (2024). Some results on the signed complete graphs. Mathematical Researches, 10 (3), 18 – 32. 
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  های کلیدی:واژه

 ، اندیس

  ،ای ویژهچندجمله

  ،دارگراف علامت

 ،گراف کامل

 .کاکتوس

 

Γفرض کنید  = (𝐾𝑛, 𝐻−) دار یک گراف کامل علامت𝑛 های منفی آن زیر گراف رأسی باشد که یال𝐻 

,𝐾𝑛) باشد، در این صورت  𝐺2و  𝐺1اجتماع مجزای دو گراف   𝐻کنند. اگر میرا القا  𝐻−)  با نماد

(𝐾𝑛, 𝐺1
− ∪ 𝐺2

ای ویژه و باشد. چندجمله Γماتریس مجاورت  𝐴(Γ)شود. فرض کنید نشان داده می (−

 𝐴(Γ)شوند. بزرگترین مقدار ویژه نامیده می Γای ویژه و مقادیر ویژه ، به ترتیب، چندجمله𝐴(Γ)مقادیر ویژه 

دار ای ویژه گراف علامتشود. در این مقاله، به مطالعه چندجملهنامیده می Γاندیس گراف نیز 

(𝐾𝑛, 𝐻− ∪ 𝑡𝐾2
یک زیرگراف  𝐻، و 𝐾2گراف کامل  𝑡 اجتماع مجزای   𝑡𝐾2پردازیم که در آن می (−

Γدار ای ویژه گراف علامت، چندجمله𝐻های واده از کاکتوساست. همچنین، برای یک خان   𝐾𝑛دلخواه =

(𝐾𝑛, 𝐻−) دهیم.    دقیق برای اندیس این گراف ارائه می را محاسبه نموده و یک کران 
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 مقدمه

𝑛باشد. در این صورت   𝐸(𝐺)هاییال مجموعه و 𝑉(𝐺)مجموعه رئوس یک گراف ساده با𝐺 فرض کنید  = |𝑉(𝐺)| 

𝑣گویند. برای هر  𝐺را مرتبه  ∈ 𝑉(𝐺)های ، مجموعه همه همسایه𝑣  در𝐺  را با نماد𝑁𝐺(𝑣) دهیم. گراف نمایش می

نشان دهنده  𝐾1,𝑛شود. همچنین نشان داده می 𝑡𝐾2با نماد  𝐾2گراف کامل  𝑡 و اجتماع مجزای  𝐾𝑛رأسی با نماد   𝑛کامل 

𝑛ستاره یک  + شوند. گراف همبندی که هر دو نمایش داده می 𝐶𝑛و  𝑃𝑛رأسی به ترتیب، با  𝑛رأسی است. مسیر و دور  1

شود. کاکتوس نمایش داده شده در دور آن )در صورت وجود(، حداکثر یک رأس مشترک داشته باشند، کاکتوس نامیده می

 است.(.  𝐾1,𝑘گراف ستاره  𝐺0دهیم )منظور از نشان می 𝐺𝑡نماد  دور )مثلث( است، با 𝑡یال و  𝑘را که شامل  1شکل 

 

 

 

 

 

 

𝐺   ساده  گراف   = (𝑉(𝐺), 𝐸(𝐺))  تابع  همراه  به 𝜎 ∶ 𝐸(𝐺) →   و نامیممی  دارعلامت  را یک گراف  {+,−}

Γنماد   با = (𝐺, 𝜎) در این صورت  .دهیممی نشان𝐺  را گراف زمینهΓ  .های اگر همه یالگویند𝐺  مثبت باشند یا همه

𝑋برای هر  دهند.نمایش می (−,𝐺)یا  (+,𝐺)را به ترتیب، با نماد  Γمنفی باشند،  𝐺های یال ⊆ 𝑉(Γ)  زیرگراف القا ،

مطالعه نظریه  راستایدر ، ]9[توسط هراری 1953دار در سال های علامتدهیم. گرافنشان می Γ[𝑋]را بانماد  𝑋شده توسط 

های دار و در حالت خاص، گرافهای علامتمعرفی شدند. گراف ،شناسی اجتماعی[ در روان11توسط هیدر] مطرح شدهتعادل 

و  [16، 8]های اجتماعی دار، کاربردهای فراوانی داشته و مورد علاقه و توجه شمار زیادی از محققان شبکهکامل علامت

 [7]های زیستی و سیستم [10]های علمی، از جمله تحلیل پورتفولیو در مدیریت ریسک همچنین محققان در سایر حوزه

 است.

کنند، در را القا 𝐻 های منفی آن زیر گرافی به نام ه طوری که یالباشد ب 𝐾𝑛دار با گراف زمینه یک گراف علامت Γاگر   

,𝐾𝑛)با نماد  Γاین صورت  𝐻−) شود. اگر نشان داده می𝐻   اجتماع مجزای دو گراف𝐻1  و𝐻2  باشد، در این صورت

 (𝐾𝑛, 𝐻−)  با نماد(𝐾𝑛, 𝐻1
− ∪ 𝐻2

 شود.نمایش داده می (−

Γدار مجاورت گراف علامت  ماتریس    = (𝐺, 𝜎) ماتریس ،𝐴(Γ) = (𝑎𝑖𝑗
𝜎 𝑎𝑖𝑗است که در آن  (

𝜎 = 𝜎(𝑣𝑖𝑣𝑗)𝑎𝑖𝑗  

𝐴(𝐺)و  = (𝑎𝑖𝑗)   ماتریس مجاورت𝐺  است. منظور از𝜎(𝑣𝑖𝑣𝑗)  نیز علامت یال𝑣𝑖𝑣𝑗  .است 

یک گراف  Γفرض کنید  .شودنشان داده می 𝜑(𝐴)با نماد  𝐴 ای ویژهیک ماتریس مربعی باشد، چندجمله 𝐴اگر   

 𝑮𝒕 : گراف کاکتوس1شکل 
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 Γای ویژه گراف ، چندجمله𝐴(Γ)ای ویژه ماتریس باشد. در این صورت چندجمله Γماتریس مجاورت  𝐴(Γ)دار و علامت

,𝜑(Γنامیده شده و با نماد  𝜆) شود. همچنین مقادیر ویژه نمایش داده می𝐴(Γ) مقادیر ویژه ،Γ واضح است  شوند.نامیده می

، 𝐴(Γ)همگی حقیقی هستند. بزرگترین مقدار ویژه  𝐴(Γ)ویژه  یک ماتریس متقارن حقیقی است، مقادیر 𝐴(Γ)که چون 

 شود.نامیده می Γاندیس

𝑆(𝐺)ماتریس    = 𝐽 − 𝐼 − 2𝐴(𝐺) ماتریس سایدل گراف ،𝐺  شود که در آن نامیده می𝐼  ماتریس همانی و𝐽 

گویند. واضح است که اگر  𝐺، مقادیر ویژه سایدل 𝑆(𝐺)است. به مقادیر ویژه  1های آن ماتریس مربعی است که همه درایه

𝐺  یک گراف𝑛  رأسی و فاقد رأس تنها باشد، آنگاه ماتریس سایدل گراف𝐺 دار و ماتریس مجاورت گراف علامت(𝐾𝑛, 𝐺−) 

,𝐾𝑛)دار یکی هستند. لذا مقادیر ویژه گراف علامت 𝐺−)  همان مقادیر ویژه سایدل گراف𝐺  .است 

Γ فرض کنید  = (𝐺, 𝜎) دار یک گراف علامت𝑛  رأسی باشد و𝑉(Γ) = {𝑣1, … , 𝑣𝑛} منظور از سوئیچ روی یک .

گوییم هرگاه Γ  را سوئیچی از ′Γ دارعلاوه بر این، گراف علامت .است 𝑣𝑖های متصل به ، تغییر علامت همه یال𝑣𝑖رأس مانند 

  Γ′ دار با به کاربردن تعداد متناهی عمل سوئیچ روی گراف علامتΓ  حاصل شده باشد. در این صورت  Γ′ وΓ ارز را هم

های مجاورت هم ارز سوئیچی باشند، آنگاه ماتریس  Γو  ′Γ دار .  اگر دو گراف علامت′Γ~  Γ نویسیم سوئیچی نامیده و می

Sاند. زیرا فرض کنید ها متشابهآن = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑠1, … , 𝑠𝑛) طوری که  برای هر یک ماتریس قطری باشد به𝑖 ،1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 ،

𝑠𝑖سوئیچ شده باشد،  𝑣𝑖اگر روی  = 𝑠𝑖و در غیر این صورت  1− = S−1شود که . به سادگی دیده می1 = S  و𝐴(Γ′) =

S𝐴(Γ)S17[ای ویژه و مقادیر ویژه یکسان دارند دار که هم ارز سوئیچی هستند، چندجمله. بنابراین دو گراف علامت[. 

، 13،3[توان به مقالات ها نوشته شده است که برای نمونه میای ویژه و مقادیر ویژه گرافمقالات زیادی در باب چندجمله  

,𝐾𝑛) دار  ای ویژه گراف علامت، چندجمله]2[اشاره نمود. در  ]15، 14 𝐺0
نیز، نویسندگان   ]12[محاسبه شده است. در (−

,𝐾𝑛)ای ویژه چندجمله 𝐺1
دار ای ویژه گراف علامتدر این مقاله، ابتدا به مطالعه چندجملهاند. ت آوردهدسرا به  (−

(𝐾𝑛, 𝐻− ∪ 𝑡𝐾2
ای ویژه گراف  است.  سپس به کمک آن، چندجمله   𝐾𝑛یک زیرگراف دلخواه 𝐻پردازیم که در آن می (−

Γ = (𝐾𝑛, 𝐺𝑡
0 را برای هر  (− ≤ 𝑡 محاسبه نموده و در نهایت، یک کران دقیق برای اندیسΓ نماییم.ارائه می 

 

 ای ویژهچندجمله. 1

,𝐾𝑛)دار های کامل علامتهای ویژه گرافای، چندجمله3و  2، 1های ، لم]6[در  𝑃4
− ∪ 𝑡𝐾2

−) ،(𝐾𝑛, 𝐶3
− ∪ 𝑡𝐾2

و  (−

(𝐾𝑛, 𝐶5
− ∪ 𝑡𝐾2

دهیم. قابل ذکر است که ای مشابه، این نتایج را تعمیم می، با ایده1در قضیه محاسبه شده است.  (−

  کنیم:تعریف می شود. همچنین،نمایش داده می 𝐽𝑠است، با نماد  1که همه درایه های آن 𝑠 ماتریس مربعی از مرتبه 

𝑗𝑠 = (1,… ,1)𝑇 ∈ ℝ𝑠 . 

𝑡فرض کنید . 1قضیه  ≥ Γو    1 = (𝐾𝑛, 𝐻− ∪ 𝑡𝐾2
یک زیرگراف  𝐻دار باشد که در آن یک گراف کامل علامت (−
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𝐾𝑛   :است. در این صورت داریم 

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 − 1)𝑡(𝜆 + 3)𝑡−1𝜑 ([
 2𝑡 − 3 𝑗𝑛−2𝑡

𝑇

2𝑡𝑗𝑛−2𝑡 𝐴(𝐾𝑛−2𝑡, 𝐻
−)

]). 

 

Γ\𝑉(𝑡𝐾2)داریم: ، Γاز  𝑡𝐾2رأس  2𝑡با حذف همه  :اثبات  = (𝐾𝑛−2𝑡, 𝐻
و سپس رئوس  𝐻اگر ابتدا رئوس . (−

𝑡𝐾2  توان ماتریس کنیم، میرا به ترتیب برچسب گذاری𝜆𝐼 − 𝐴(Γ)  :را به صورت زیر نوشت 

[

𝜆𝐼 − 𝐴(𝐾𝑛−2𝑡, 𝐻
−) −𝟏

 −𝟏         𝜆𝐼2 − 𝐴(𝐾2, −)
⋯                 −𝟏   
             −𝟏

⋮                         
−𝟏                             −𝟏

⋱                
    𝜆𝐼2 − 𝐴(𝐾2, −)

]. 

 

𝜆𝐼 ماتریس   اکنون، روی    − 𝐴(Γ) ، ازایبریم. ابتدا، بهکار میسطری و ستونی مقدماتی را به اعمال   تعدادی  𝑖 =

1, … , 𝑡 ،(𝑛 − 2𝑡 + 2𝑖)-سطر را از  امین(𝑛 − 2𝑡 + 2𝑖 −  کنیم.امین سطر کم می-(1

𝑖بعد، به ازای     = 1, … , 𝑡 ،(𝑛 − 2𝑡 + 2𝑖)-ستون را به  امین(𝑛 − 2𝑡 + 2𝑖 − کنیم. امین ستون اضافه می-(1

به صورت زیر به دست خواهد آمد  𝐷1ها، ماتریس سپس، با استفاده از جایگشت روی اندیس تعدادی از سطرها و ستون

 اند.(:نشان داده شده ⋆هایی که تأثیری در محاسبات ندارند، با نماد )درایه

 

[

𝜆𝐼 − 𝐴(𝐾𝑛−2𝑡, 𝐻
−) −𝟐 ⋆

−𝟏 (𝜆 + 3)𝐼𝑡 − 2𝐽𝑡 ⋆

𝟎 𝟎 (𝜆 − 1)𝐼𝑡

]. 

 سطر آخر، خواهیم داشت: 𝑡ای دترمینان به ترتیب نسبت به های صفر ایجاد شده، با نوشتن بسط همسازهبا توجه به بلوک

 𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 − 1)𝑡det 𝐷2. 

 که در آن  

𝐷2 = [
𝜆𝐼 − 𝐴(𝐾𝑛−2𝑡, 𝐻

−) −𝟐

−𝟏 (𝜆 + 3)𝐼𝑡 − 2𝐽𝑡
]. 

𝑛را از همه سطرهای بالاتر به جز  𝐷2حال، آخرین سطر  − 2𝑡  سطر اول کم کنید و بعد(𝑛 − 2𝑡 +  امین ستون-(1

𝑛)  الی − 𝑡 − امین ستون را به آخرین ستون اضافه کنید. سپس، جایگشت دوری روی اندیس تعدادی از سطرها و -(1

 به شکل زیر پدید آید: 𝐷3کار ببرید تا ماتریس ها بهستون
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[

𝜆 − 2𝑡 + 3 −𝑗𝑛−2𝑡
𝑇 −𝟐

−2𝑡𝑗𝑛−2𝑡 𝜆𝐼 − 𝐴(𝐾𝑛−2𝑡, 𝐻
−) −𝟐

𝟎 𝟎 (𝜆 + 3)𝐼𝑡−1

]. 

 فرض کنید

𝐷4 = [
𝜆 − 2𝑡 + 3 −𝑗𝑛−2𝑡

𝑇

−2𝑡𝑗𝑛−2𝑡 𝜆𝐼 − 𝐴(𝐾𝑛−2𝑡, 𝐻
−)

]. 

 بنابراین رابطه زیر برقرار است:

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 − 1)𝑡(𝜆 + 3)𝑡−1det 𝐷4, 

 ∎شود. و در نتیجه حکم ثابت می

با    𝐴های باشد که سطرها و ستون 𝑛یک  ماتریس  متقارن  حقیقی  از مرتبه  𝐴فرض کنید  .] 28، صفحه 4[ 2تعریف 

𝑋 = {1,… , 𝑛} اند. همچنین فرض کنید  اندیس گذاری شده{𝑋1, … , 𝑋𝑚}  یک افراز روی مجموعه𝑋   باشد به طوری

|𝑖  ،|𝑋𝑖برای هر که  = 𝑛𝑖  و𝑋1 = {1, … , 𝑛1}  ، ... ،𝑋𝑚 = {𝑛1 + ⋯+ 𝑛𝑚−1, … , 𝑛} ماتریس  .𝐴  را مطابق با

{𝑋1, … , 𝑋𝑚}کنیمفراز می، به صورت زیر ا: 

[

𝐴1,1 ⋯ 𝐴1,𝑚

⋮ ⋱ ⋮
𝐴𝑚,1 ⋯ 𝐴𝑚,𝑚

], 

، مجموع 𝐴𝑖,𝑗. اگر در هر زیر ماتریس  𝑋𝑗های و ستون 𝑋𝑖است متشکل از سطرهای  𝐴زیر ماتریس  𝐴𝑖,𝑗به طوری که 

𝐵و ماتریس  شودباشد، آنگاه به این افراز، افراز متعادل گفته می 𝑏𝑖,𝑗های هر سطر برابر با مقدار ثابت درایه = (𝑏𝑖,𝑗) ،

,𝑋1}وابسته به افراز  𝐴)یا مقسوم علیه(   ماتریس خارج قسمتی … , 𝑋𝑚}  3-2، لم4 [به بنا شود. دقت کنیدکهنامیده می-

 .کندرا عاد می 𝐴ای ویژه ، چندجمله𝐵ای ویژه چندجمله ]1

Γ فرض کنید = (𝐾𝑛, 𝜎) افراز خاص  ،]12[دار باشد. دریک گراف کامل علامت𝑉(Γ)  به صورت زیر تعریف شده که

 به کار برده شود. 𝜎های در برخی علامت دهی Γای ویژه تواند در محاسبه چندجملهمی

Γ فرض کنید. ] 12[ 3تعریف  = (𝐾𝑛, 𝜎) دار باشد و یک گراف کامل علامت⊓= {𝑋1, … , 𝑋𝑝, 𝑋𝑝+1, … , 𝑋𝑝+𝑞}   

,𝑖باشد به طوری که برای هر   𝑉(Γ)یک افراز برای  𝑗 های بین یال𝑋𝑖   و𝑋𝑗 علامت باشند.  هم 

𝑖علاوه، برای  به = 1, … , 𝑝  :داشته باشیم ،Γ[𝑋𝑖] = (𝐾𝑛𝑖
, 𝑖و برای  (+ = 𝑝 + 1,… , 𝑝 + 𝑞  :داشته باشیم ،

Γ[𝑋𝑖] = (𝐾𝑛𝑖
, |𝑖  ،|𝑋𝑖، که در آن برای هر (− = 𝑛𝑖 ،یک افراز متعادل برای  ⊓. به وضوح𝑉(Γ)   را  ⊓است. افراز

 گویند. 𝑉(Γ)افراز خاص 

𝑡 فرض کنید . 4قضیه  ≥ Γو    1 = (𝐾𝑛, 𝐻− ∪ 𝑡𝐾2
یک زیرگراف  𝐻دار باشد که در آن یک گراف کامل علامت (−
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𝐾𝑛    است. همچنین فرض کنید افراز⊓= {𝑋1, … , 𝑋𝑝, 𝑋𝑝+1, … , 𝑋𝑝+𝑞}   یک افراز خاص برای𝑉(𝐾𝑛−2𝑡, 𝐻
−) 

𝑚1باشد،  = ∑ 𝑛𝑖
𝑝
𝑖=1   و𝑚2 = ∑ 𝑛𝑖

𝑝+𝑞
𝑖=𝑝+1اگر .𝐵 ماتریس خارج قسمتی𝐴(Γ)    وابسته به افراز{𝑉(𝑡𝐾2)}  ∪⊓ 

 باشد، آنگاه

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 + 1)𝑚1−𝑝(𝜆 − 1)𝑡+𝑚2−𝑞(𝜆 + 3)𝑡−1𝜑(𝐵). 

 ، داریم 1با توجه به قضیه  اثبات: 

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 − 1)𝑡(𝜆 + 3)𝑡−1det 𝐷4, 

 که در آن 

𝐷4 = [
𝜆 − 2𝑡 + 3 −𝑗𝑛−2𝑡

𝑇

−2𝑡𝑗𝑛−2𝑡 𝜆𝐼 − 𝐴(𝐾𝑛−2𝑡, 𝐻
−)

]. 

,𝑉(𝐾𝑛−2𝑡اگر رئوس  𝐻
=⊓را با توجه به افراز  (− {𝑋1, … , 𝑋𝑝, 𝑋𝑝+1, … , 𝑋𝑝+𝑞} به ترتیب  برچسب گذاری  ،

 کنیم خواهیم داشت:

𝐷4 = [
𝜆 − 2𝑡 + 3 −𝟏 −𝟏

−𝟐𝒕 𝜆𝐼 − 𝐴(𝐾𝑛1
, +) ⋆

−𝟐𝒕 ⋆ ⋆

]. 

𝜆𝐼، با تمرکز روی بلوک 𝐷4حال روی ماتریس  − 𝐴(𝐾𝑛1
, بریم. کار می، تعدادی اعمال سطری و ستونی مقدماتی را به(+

𝑛1)ابتدا،  +  شود:کنیم که در نتیجه ماتریس زیر حاصل میمیجز سطر اول کم از همه سطرهای بالاتر بهسطر را   امین-(1

[
 
 
 
 
 
𝜆 − 2𝑡 + 3 −𝟏 −1 −𝟏

𝟎
𝜆 + 1 𝟎

⋱
𝟎 𝜆 + 1

−𝜆 − 1
⋮

−𝜆 − 1
𝟎

−2𝑡 −𝟏 𝜆 ⋆
−𝟐𝒕 ⋆ ⋆ ⋆ ]

 
 
 
 
 

. 

𝑛1)امین ستون را به ستون- 𝑛1الی اکنون دومین ستون +  ماتریس زیر پدید آید:کنیم تا ام اضافه می- (1

 

 

 

 

 

امین - 𝑛1ای دترمینان به ترتیب نسبت به دومین سطر الیهای صفر ایجاد شده، با نوشتن بسط همسازهبا توجه به بلوک

 سطر، داریم:

[
 
 
 
 
 
𝜆 − 2𝑡 + 3 −𝟏 −𝑛1 −𝟏

𝟎
𝜆 + 1 𝟎

⋱
𝟎 𝜆 + 1

0
⋮
0

𝟎

−2𝑡 −𝟏 𝜆 + 1 − 𝑛1 ⋆
−𝟐𝒕 ⋆ ⋆ ⋆ ]

 
 
 
 
 

. 
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𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 − 1)𝑡(𝜆 + 3)𝑡−1(𝜆 + 1)𝑛1−1det [
𝜆 − 2𝑡 + 3 −𝑛1 −𝟏

−2𝑡 𝜆 + 1 − 𝑛1 ⋆
−𝟐𝒕 ⋆ ⋆

]. 

                                                                           ∎ شود.، نتیجه مورد نظر حاصل می⊓حاصل از افراز  𝐷4های با تکرار این فرآیند به ترتیب روی سایر بلوک

 شود.نیز به اثبات رسیده است، حاصل می ]3قضیه، 12[، نتیجه زیر که در 4 با برهانی مشابه با برهان قضیه

Γ فرض کنید  .5نتیجه  = (𝐾𝑛, 𝐻−) دار باشد که در آن یک گراف کامل علامت𝐻  یک زیرگراف𝐾𝑛    است.  همچنین

=⊓فرض کنید افراز  {𝑋1, … , 𝑋𝑝, 𝑋𝑝+1, … , 𝑋𝑝+𝑞}  یک افراز خاص برای𝑉(𝐾𝑛, 𝐻−) علاوه ، به باشد𝑚1 =

∑ 𝑛𝑖
𝑝
𝑖=1  و𝑚2 = ∑ 𝑛𝑖

𝑝+𝑞
𝑖=𝑝+1 اگر .𝐵  ماتریس خارج قسمتی𝐴(Γ)    باشد، آنگاه  ⊓وابسته به افراز 

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 + 1)𝑚1−𝑝(𝜆 − 1)𝑚2−𝑞𝜑(𝐵). 

دار  ای ویژه گراف علامتبا استفاده از قضیه قبل، چندجمله دور را در نظر بگیرید. 𝑡یال و   𝑘، با 1در شکل  𝐺𝑡کاکتوس   

Γ = (𝐾𝑛, 𝐺𝑡
 قابل محاسبه است.  (−

Γفرض کنید  .6قضیه  = (𝐾𝑛, 𝐺𝑡
با  1کاکتوس رسم شده در شکل   𝐺𝑡دار باشد که در آن  یک گراف کامل علامت (−

𝑘   یال و𝑡 ≥ 𝑢دور است. اگر  1 = |𝑉(𝐾𝑛)\𝑉(𝐺𝑡)| ≥  ، آنگاه1

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 + 1)𝑛−2𝑡−3(𝜆 − 1)𝑡(𝜆 + 3)𝑡−1(𝜆4 + (6 − 𝑛)𝜆3 + (12 + 4𝑡 − 5𝑛)𝜆2     

+(10 + 8𝑡 − 7𝑛 + 4𝑘𝑢 − 4𝑡𝑢)𝜆 + 3 + 4𝑡 − 3𝑛 + 12𝑘𝑢 − 28𝑡𝑢). 

 

Γدار در گراف علامتاثبات:   = (𝐾𝑛, 𝐺𝑡
 را ببینید.(، داریم: 1)شکل  𝑣، با سوئیچ روی رأس  (−

(𝐾𝑛, 𝐺𝑡
−)~  (𝐾𝑛, 𝐾1,𝑢

− ∪ 𝑡𝐾2
−). 

′Γ دار در گراف علامت = (𝐾𝑛, 𝐾1,𝑢
− ∪ 𝑡𝐾2

𝑋1کنیم: ، تعریف می(− = {𝑣} ،𝑋2 = 𝑉(𝐾𝑛)\𝑉(𝐾1,𝑢  ∪ 𝑡𝐾2) 

𝑋3و  = 𝑁𝐾1,𝑢
(𝑣) واضح است که .|𝑋2| = 𝑘 − 3𝑡   و|𝑋3| = 𝑢.  حال اگر⊓= {𝑋1, 𝑋2, 𝑋3}   و𝐵  ماتریس خارج

{𝑉(𝑡𝐾2)}وابسته به افراز    𝐴( Γ′)قسمتی    ،4باشد، آنگاه بنابر قضیه  ⊓∪

𝜑( Γ′, 𝜆) = (𝜆 + 1)𝑛−2𝑡−3(𝜆 − 1)𝑡(𝜆 + 3)𝑡−1𝜑(𝐵). 

 ، داریم:2از تعریف 

𝐵 = [

2𝑡 − 3
2𝑡
2𝑡
2𝑡

    

1
0
1

−1

    

𝑘 − 3𝑡
𝑘 − 3𝑡

𝑘 − 3𝑡 − 1
𝑘 − 3𝑡

   

𝑢
−𝑢
𝑢

𝑢 − 1

]. 

 است، خواهیم داشت: 4که یک ماتریس مربعی مرتبه  𝐵ای ویژه ماتریس با محاسبه چند جمله 

𝜑(𝐵) = 𝜆4 + (6 − 𝑛)𝜆3 + (12 + 4𝑡 − 5𝑛)𝜆2 + (10 + 8𝑡 − 7𝑛 + 4𝑘𝑢 − 4𝑡𝑢)𝜆 
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+3 + 4𝑡 − 3𝑛 + 12𝑘𝑢 − 28𝑡𝑢, 

                                                                                  ∎شود.و به این ترتیب اثبات کامل می

Γفرض کنید .  ]3، لم 2[ 7قضیه  = (𝐾𝑛, 𝐾1,𝑘
−  دار باشد. در این صورت داریم:یک گراف کامل علامت (

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 + 1)𝑛−3(𝜆3 + (3 − 𝑛)𝜆2 + (3 − 2𝑛)𝜆 + 1 − 𝑛 + 4𝑘(𝑛 − 𝑘 − 1)). 

Γفرض کنید . ]2، قضیه 1[ 8قضیه  = (𝐾𝑛, 𝐻−) های منفی آن گراف دار باشد که یالیک گراف کامل علامت𝑟- منظم

𝐻   از مرتبه 𝑘کند و را القا می𝑘 < 𝑛 یک مقدار ویژه 1−. در این صورت Γ با تکرر حداقل 𝑛 − 𝑘 − است. همچنین    1

𝜆0 اگر  = 𝑟 ≥ 𝜆1 ≥ ⋯ ≥ 𝜆𝑘−1  مقادیر ویژه 𝐻  1−باشند، آنگاه − 2𝜆𝑖  به ازای𝑖 = 1, … , 𝑘 − یک مقدار   1

 عبارتند از: Γباشد. علاوه بر این، سایر مقادیر ویژه می Γویژه 

𝑛 − 2𝑟 − 2 ± √(𝑛 + 2𝑟)2 − 8𝑟𝑘

2
. 

𝑡برای  6، قضیه 7الف( بنا به قضیه  .9تذکر  =  برقرار است. زیرا قرار دهید:  0

Γ = (𝐾𝑛, 𝐺0
−) = (𝐾𝑛, 𝐾1,𝑘

− ). 

𝑢از آنجا که  = |𝑉(𝐾𝑛)\𝑉(𝐾1,𝑘)| = 𝑛 − 𝑘 −  و  1

𝜆4 + (6 − 𝑛)𝜆3 + (12 − 5𝑛)𝜆2 + (10 − 7𝑛 + 4𝑘𝑢)𝜆 + 3 − 3𝑛 + 12𝑘𝑢

= (𝜆 + 3)(𝜆3 + (3 − 𝑛)𝜆2 + (3 − 2𝑛)𝜆 + 1 − 𝑛 + 4𝑘𝑢), 

 پس

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 + 1)𝑛−3(𝜆3 + (3 − 𝑛)𝜆2 + (3 − 2𝑛)𝜆 + 1 − 𝑛 + 4𝑘(𝑛 − 𝑘 − 1)). 

𝑢برای  6، قضیه 8قضیه بنا به  ب( =  :برقرار است. دقت کنید که در این صورت 0

Γ = (𝐾𝑛, 𝐺𝑡
−)~  (𝐾𝑛, 𝑡𝐾2

−) 

 و

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 + 1)𝑛−2𝑡−3(𝜆 − 1)𝑡(𝜆 + 3)𝑡−1(𝜆4 + (6 − 𝑛)𝜆3 + (12 + 4𝑡 − 5𝑛)𝜆2 

+(10 + 8𝑡 − 7𝑛)𝜆 + 3 + 4𝑡 − 3𝑛). 

 حال چون 

𝜆4 + (6 − 𝑛)𝜆3 + (12 + 4𝑡 − 5𝑛)𝜆2 + (10 + 8𝑡 − 7𝑛)𝜆 + 3 + 4𝑡 − 3𝑛

= (𝜆 + 1)2(𝜆2 + (4 − 𝑛)𝜆 + 3 + 4𝑡 − 3𝑛), 

 لذا

𝜑(Γ, 𝜆) = (𝜆 + 1)𝑛−2𝑡−1(𝜆 − 1)𝑡(𝜆 + 3)𝑡−1(𝜆2 + (4 − 𝑛)𝜆 + 3 + 4𝑡 − 3𝑛). 
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 اندیسکرانی دقیق برای  .2

Γدار در این بخش، به کمک قضیه در هم بافنده، یک کران دقیق برای اندیس گراف علامت = (𝐾𝑛, 𝐺𝑡
دهیم. ارائه می (−

Γفرض کنید برای انجام این کار، به معرفی یک مفهوم دیگر نیاز داریم.  = (𝐺, 𝜎) از مرتبه   داریک گراف علامت𝑛 و 𝜆 

𝑉(Γ)یک مقدار ویژه آن باشد. علاوه بر این فرض کنید  = {𝑣1, … , 𝑣𝑛}  و𝑋 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑇  متناظر  بردار ویژه یک

𝐴(Γ)𝑋تساوی  باشد. در این صورت 𝜆با  = 𝜆𝑋  در سطر𝑖 دهد:نتیجه می، ام 

.𝜆𝑥𝑖 = ∑ 𝜎(𝑣𝑗𝑣𝑖)𝑥𝑗𝑣𝑗∈𝑁Γ(𝑣𝑖)
 

𝑣در سراسر این بخش اگر . گویند 𝑣𝑖معادله فوق را معادله مقدار ویژه برای  = 𝑣𝑖 ،𝑥𝑖  را با𝑥𝑣 دهیم.نشان می  

Γفرض کنید   ] .11-3-1، قضیه 5[دار( های علامتبافنده برای گراف)قضیه در هم . 10قضیه  = (𝐺, 𝜎)   یک گراف

 ها مقادیر ویژه باشند، آنگاه𝜆𝑖 و  Γیک رأس دلخواه از  𝑣رأسی باشد. اگر  𝑛دار علامت

𝜆𝑛(Γ) ≤ 𝜆𝑛−1(Γ \ 𝑣) ≤ ⋯ ≤ 𝜆2(Γ) ≤ 𝜆1(Γ \ 𝑣) ≤ 𝜆1(Γ). 

Γفرض کنید . 11قضیه  = (𝐾𝑛, 𝐺𝑡
با  1کاکتوس رسم شده در شکل   𝐺𝑡دار باشد که در آن  یک گراف کامل علامت (−

𝑘   یال و𝑡  دور است. اگر𝜆1(Γ)  نشان دهنده اندیسΓ باشد، آنگاه 

𝑛 − 5 + √(𝑛 + 1)2 − 16𝑡

2
≤ 𝜆1(Γ). 

𝑛علاوه، اگر به = 4𝑡  و𝑘 = 3𝑡 آنگاه ،𝜆1(Γ) = 𝑛 −  دهد. و در نامساوی فوق، تساوی رخ می 3

𝑡اگر  ،1با توجه به شکل اثبات:  = Γ، آنگاه 0 = (𝐾𝑛, 𝐺0
−) = (𝐾𝑛, 𝐾1,𝑘

− Γ\ 𝑣و  ( = (𝐾𝑛−1, . در نتیجه بنا (+

𝑛به قضیه در هم بافنده،  − 2 = 𝜆1(Γ \ 𝑣) ≤ 𝜆1(Γ) 1. پس فرض کنیم ≤ 𝑡 اگر .𝑛 = 𝑡، آنگاه 3 = و به وضوح  1

−1 ≤ 𝜆1(Γ) 1. لذا فرض کنیم ≤ 𝑡  4و ≤ 𝑛:داریم . 

Γ\ 𝑣 = (𝐾𝑛−1, 𝑡𝐾2
−). 

 برابر است با:  𝜆1(Γ \ 𝑣)،  ]5، صفحه 5[و  8از طرف دیگر، بنا به قضیه 

𝑛 − 5 + √(𝑛 + 1)2 − 16𝑡

2
 

 و از قضیه در هم بافنده، 

𝑛 − 5 + √(𝑛 + 1)2 − 16𝑡

2
≤ 𝜆1(Γ). 

 توجه شود که همواره داریم:

𝑛 − 5 + √(𝑛 + 1)2 − 16𝑡

2
≥ 𝑛 − 4. 

𝑛حال فرض کنید  = 4𝑡  و𝑘 = 3𝑡دهیم در کران پایین به دست آمده برای . نشان می𝜆1(Γ)دهد یعنی:، تساوی رخ می 
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𝜆1(Γ) =
𝑛 − 5 + √(𝑛 + 1)2 − 16𝑡

2
= 𝑛 − 3. 

𝑛برای  = 4  (𝑡 = Γ(،  چون 1 = (𝐾4, 𝐾3
−)~(𝐾4, 𝜆1(Γ) پس  (− =  و تساوی برقرار است. لذا فرض کنید 1

 4 < 𝑛تکرر مقدار ویژه  . در حالتی که 𝜆1(Γ)  باشد، آنگاه داریم  2حداقل𝜆1(Γ) = 𝜆2(Γ)  و در نتیجه بنا به قضیه در

𝜆1(Γ)هم بافنده، = 𝜆1(Γ \ 𝑣) = 𝑛 − یک مقدار  𝜆1(Γ) و اثبات در این حالت تمام است. در ادامه، فرض کنید  3

و  Γماتریس مجاورت  𝐴(Γ)باشد(. همچنین فرض کنید  1 برابر𝜆1(Γ) ویژه ساده باشد )یعنی تکرر 

𝑋بردار = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)𝑇   یک بردار ویژه متناظر با 𝜆1(Γ)  باشد. اگر𝑥𝑣 =  ، آنگاه0

 𝜆1(Γ) = 𝜆1(Γ \ 𝑣) = 𝑛 − 3. 

𝑥𝑣فرض کنید  ≠ ′𝑤,𝑤کنیم اگر .  ادعا می0 ∈ 𝑉(𝐾𝑛)\ 𝑉(𝐺𝑡) ،𝑤 = 𝑣𝑖  و𝑤′ = 𝑣𝑗 آنگاه ،𝑥𝑤 = 𝑥𝑤′  یعنی

𝑥𝑖 = 𝑥𝑗می دانیم اگر .𝑃 ماتریس مقدماتی متناظر با عمل مقدماتی تعویض سطر 𝑖 ام و سطر𝑗  ام باشد، آنگاه𝑃2 = 𝐼 در .

(، داریم Γدر  ′𝑤و 𝑤جا کنیم، به دلیل تقارن )وضعیت یکسان بهرا جا 𝑗و  𝑖یعنی  ′𝑤و 𝑤های صورتی که برچسب

𝑃𝐴(Γ)𝑃 = 𝐴(Γ) چون .𝐴(Γ)𝑋 =  𝜆1(Γ)𝑋  پس ،𝑃𝐴(Γ)𝑋 =  𝜆1(Γ)𝑃𝑋 دهد که نتیجه می

𝑃𝐴(Γ)𝑃𝑃𝑋 =  𝜆1(Γ)𝑃𝑋  یا𝐴(Γ)𝑃𝑋 =  𝜆1(Γ)𝑃𝑋 لذا .𝑃𝑋  نیز یک بردار ویژه متناظر با 𝜆1(Γ)  است. از آنجا

𝑥𝑣است و چون  𝑋مضرب اسکالری از  𝑃𝑋یک مقدار ویژه ساده است، پس  𝜆1(Γ) که  ≠ 𝑃𝑋، پس 0 = 𝑋  و در نتیجه

𝑥𝑖 = 𝑥𝑗 توان نشان داد برای هر ر مشابه میطوشود. بهو ادعا ثابت می𝑢, 𝑢′ ∈ 𝑉(𝐺𝑡)\ 𝑣  ،𝑥𝑢 = 𝑥𝑢′ پس اعداد .

𝑢وجود دارند به طوری که برای هر  𝑞و  𝑝حقیقی  ∈ 𝑉(𝐺𝑡)\ 𝑣 ،𝑥𝑢 = 𝑝  و برای هر𝑤 ∈ 𝑉(𝐾𝑛)\ 𝑉(𝐺𝑡) ،𝑥𝑤 =

𝑞 اکنون قرار دهید . 𝜆1 =  𝜆1(Γ)  و رئوس𝑢 ∈ 𝑉(𝐺𝑡)\ 𝑣  و𝑤 ∈ 𝑉(𝐾𝑛)\ 𝑉(𝐺𝑡)  را در نظر بگیرید. معادلات

 به ترتیب عبارتند از: 𝑤و  𝑢مقدار ویژه برای رئوس 

−𝑥𝑣 + (2𝑡 − 3)𝑝 + (2𝑡 − 1)𝑞 =  𝜆1𝑝 

 و

𝑥𝑣 + 2𝑡𝑝 + (2𝑡 − 2)𝑞 =  𝜆1𝑞, 

𝜆1)دهند که نتیجه می − 4𝑡 + 3)(𝑝 + 𝑞) = 𝑝اگر . 0 = −𝑞  آنگاه ،𝑥𝑣 = (2 +  𝜆1)𝑞 از طرف دیگر معادله .

 به صورت زیر است:  𝑣مقدار ویژه برای 

−2𝑡𝑝 + (2𝑡 − 1)𝑞 =  𝜆1𝑥𝑣. 

4𝑡)لذا  − 1)𝑞 =  𝜆1(2 +  𝜆1)𝑞 . از آنجا که𝑞 ≠ 𝜆1(2 ، پس  0 +  𝜆1) = 𝑛 − و این تناقض است زیرا با 1

𝑛 توجه به آنچه در قسمت اول قضیه ثابت شد  − 4 ≤ 𝜆1 بنابراین .𝑝 ≠ −𝑞  و در نتیجه𝜆1 = 4𝑡 − 3 = 𝑛 − 3 

 ∎ شود.کامل می و اثبات
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 گیرینتیجه. 3

,𝐾𝑛)دار ای ویژه گراف علامتدر این مقاله، به مطالعه چندجمله 𝐻− ∪ 𝑡𝐾2
یک زیرگراف  𝐻پرداخته شد که در آن  (−

Γای ویژه گراف  علاوه، چندجملهاست. به   𝐾𝑛دلخواه  = (𝐾𝑛, 𝐺𝑡
محاسبه و یک کران دقیق برای اندیس آن ارائه شد  (−

اند که در میان همه ، نویسندگان این حدس را مطرح کرده]12[دراست.  1کاکتوس نشان داده شده در شکل  𝐺𝑡که در آن 

5دار از مرتبه های کامل علامتگراف < 𝑛 های منفی آن یک کاکتوس با که یال𝑘  یال و𝑡 کنند، گراف دور القا میΓ =

(𝐾𝑛, 𝐺𝑡
 توان به بررسی حدس مذکور پرداخت.  می Γده از بزرگترین اندیس را دارد. با اطلاعات به دست آم (−
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