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Introduction 

Let 𝑋 be a topological space. We denote by 𝐶(𝑋) the set of all complex-

valued functions on 𝑋. Then 𝐶(𝑋) is a commutative complex algebra. Let 

𝐶𝑏(𝑋) denote the set of all 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) for which 𝑓 is bounded. It is known that 

𝐶𝑏(𝑋)  is a commutative complex Banach algebra with the uniform norm ‖∙‖𝑋 

defined by ‖𝑓‖𝑋 = sup{|𝑓(𝑥)|: 𝑥 ∈ 𝑋}    (𝑓 ∈ 𝐶𝑏(𝑋)). Note that, 𝜆𝑋 ∈
𝐶𝑏(𝑋) where 𝜆 ∈ ℂ and 𝜆𝑋 is the constant function on 𝑋 with value 𝜆. We 

denote by 𝐶0(𝑋) the set of all 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋) for which 𝑓 vanishes at infinity. It is 

known that 𝐶0(𝑋) is a uniformly closed subalgebra of 𝐶𝑏(𝑋). Note that, 1𝑋 ∉
𝐶0(𝑋) whenever 𝑋 is not compact and 𝐶𝑏(𝑋) = 𝐶0(𝑋) = 𝐶(𝑋) whenever 𝑋 

is compact. 

  The symbol 𝕜 denotes a field can be ℝ or ℂ. Let 𝑋 and 𝑌 be topological 

spaces‚ 𝐴 and 𝐵 be linear subspaces of  𝐶𝑏(𝑋) and 𝐶𝑏(𝑌)‚ respectively‚ over 

𝕂 and 𝑇: 𝐴 → 𝐵 be a map. We say that 𝑇 is ℝ+-homogenous if  𝑇(𝑟𝑓) =
𝑟𝑇(𝑓) for all 𝑟 > 0 and 𝑓 ∈ 𝐴. The map 𝑇 is called norm-additive in modulus 

if ‖ |𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)| ‖𝑌 = ‖|𝑓| + |𝑔|‖𝑋 for every pair 𝑓‚ 𝑔 ∈ 𝐴. 

    In [9]‚ Tonev and Yates characterized surjections 𝑇 from a complex 

uniform algebra 𝐴 on 𝑋 to a complex uniform algebra 𝐵 on 𝑌 for which 𝑇 is 

ℝ+-homogenous norm-additive in modulus‚ where 𝑋 and 𝑌 are compact 

Hausdorff spaces. They also gave certain conditions under which 𝑇 is an 

isometric algebra isomorphism. In [4]‚ Hosseini and Font generalized the main 

result in [9] for function algebras on locally compact Hausdorff spaces. In 

fact‚ they characterized maps 𝑇 and 𝑆 from a complex function algebra 𝐴 on 

𝑋 to a function algebra 𝐵 on 𝑌 for which 𝑇 and 𝑆 are surjection ℝ+-

homogenous and satisfying 

‖|𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)|‖𝑌 = ‖|𝑓| + |𝑔|‖𝑋 = ‖|𝑆(𝑓)| + |𝑆(𝑔)|‖𝑌 

for all 𝑓‚ 𝑔 ∈ 𝐴‚ which are called jointly norm-additive in modulus‚ where 𝑋 

and 𝑌 are locally compact Hausdorff spaces.  

    Let (𝑋, 𝑑) and (𝑌, 𝜌) be metric spaces. A map 𝜓: 𝑋 → 𝑌 is called a 

Lipschitz mapping from (𝑋, 𝑑)to (𝑌, 𝜌) if there exists a constant 𝐶 such that 

𝜌(𝜓(𝑥1)‚ 𝜓(𝑥2)) ≤ 𝐶𝑑(𝑥1‚ 𝑥2) for all 𝑥1‚ 𝑥2 ∈ 𝑋. A Lipschitz 

homeomorphism from (𝑋, 𝑑) to (𝑌, 𝜌) is a bijection 𝜓: 𝑋 → 𝑌 such the 𝜓 is a 

Lipschitz mapping from (𝑋, 𝑑)to (𝑌, 𝜌) and 𝜓−1 is a Lipschitz mapping from 

(𝑌, 𝜌) to (𝑋, 𝑑). 
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Let (𝑋, 𝑑)be a metric space. For a 𝕂-valuded function 𝑓 on 𝑋‚ the Lipschitz 

constant of  𝑓 is denoted by ℒ(𝑋‚ 𝑑)(𝑓) and defined by  

ℒ(𝑋‚ 𝑑)(𝑓) = sup {
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥‚ 𝑦)
∶ 𝑥‚ 𝑦 ∈ 𝑋‚ 𝑥 ≠ 𝑦}. 

A function 𝑓: 𝑋 → 𝕂 is called a 𝕂-valued Lipschitz function on (𝑋, 𝑑)if  

ℒ(𝑋‚ 𝑑)(𝑓) < ∞. We denote by Lip𝕂(𝑋‚ 𝑑) the set of all 𝕂-valued bounded 

Lipschitz functions  𝑓 on (𝑋, 𝑑). Then Lip𝕂(𝑋‚ 𝑑) is a subalgebra of 𝐶𝑏(𝑋) 

over 𝕜 that contains 1𝑋 and a Banach algebra over 𝕜 with the Lipschitz sum 

norm ‖∙‖Lip(𝑋‚ 𝑑) defined by  

‖𝑓‖Lip(𝑋‚ 𝑑) = ‖𝑓‖𝑋 + ℒ(𝑋‚ 𝑑)(𝑓)         (𝑓 ∈ Lip𝕂(𝑋‚ 𝑑)). 

The algebra Lip𝕂(𝑋‚ 𝑑) is called Lipschitz algebra over 𝕂 on (𝑋, 𝑑). This 

algebra was first introduced by Sherbert in [7]. We write by Lip(𝑋‚ 𝑑) insteand 

of Lipℂ(𝑋‚ 𝑑).  

   In [4]‚ Hosseini and Font characterized surjective ℝ+-homogenous and 

jointly norm-additive maps between complex Lipschitz algebras on compact 

metric spaces as the following. 

Theorem [4‚ Corollary 3.7]. Let (𝑋, 𝑑) and (𝑌, 𝜌) be compact metric spaces 

and let 𝑇‚ 𝑆: Lip(𝑋‚ 𝑑) → Lip(𝑌‚ 𝜌) be surjective ℝ+-homogenous jointly 

norm-additive in modulus maps. Then there exists a Lipschitz homeomorphism 

𝜑 from (𝑌, 𝜌) to (𝑋, 𝑑) such that |𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝜑(𝑦))| = |𝑆(𝑓)(𝑦)| for all 

𝑓 ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑) and 𝑦 ∈ 𝑌. 

  Let 𝑋 be a compact Hausdorff Space. A self-map 𝜏 ∶ 𝑋 → 𝑋 is called a 

topological involution on 𝑋 if  𝜏 is continuous and 𝜏(𝜏(𝑥)) = 𝑥 for all 𝑥 ∈ 𝑋. 

For a topological involution 𝜏 on X the map 𝜏∗: 𝐶(𝑋) → 𝐶(𝑋) defined by 

𝜏∗(𝑓) = 𝑓̅ ∘ 𝜏, 𝑓 ∈ 𝐶(𝑋), is an algebra involution on 𝐶(𝑋)  which is called the 

induced algebra involution by 𝜏 on 𝐶(𝑋)  where 𝑓 ̅is the conjugate function of  

𝑓. Define  𝐶(𝑋‚ 𝜏) = {𝑓 ∈  𝐶(𝑋) ∶  𝜏∗(𝑓) = 𝑓}. Then 𝐶(𝑥‚ 𝜏) is a self-adjoint 

uniformly closed real subalgebra of  𝐶(𝑋) that contains 1𝑋 and separates the 

points of  𝑋. Moreover‚ 𝐶(𝑋) = 𝐶(𝑥‚ 𝜏) ⊕ 𝑖𝐶(𝑥‚ 𝜏) and 𝑖1𝑋 ∉ 𝐶(𝑋‚ 𝜏). This 

algebra was first introduced by Kulkarni and Limaye in [4]. For a detailed 

account of several properties of 𝐶(𝑥‚ 𝜏), we refer to [5].  
 Let (𝑋, 𝑑) be a compact matric space. A self-map 𝜏 of 𝑋  is called a 

Lipschitz involution on (𝑋, 𝑑) if 𝜏 is a Lipschitz mapping on (𝑋, 𝑑) and 

𝜏(𝜏(𝑥)) = 𝑥 for all 𝑥 ∈ 𝑋. For example, the self-map 𝜏 on �̅� defined by 

𝜏(𝑧) = 𝑧̅, 𝑧 ∈ �̅�, is a Lipschitz involution on �̅� where �̅� = {𝑧 ∈  ℂ ∶  |𝑧| ≤
1}. Let 𝜏 be a Lipschitz involution on (𝑋, 𝑑) and  𝜏∗ be the induced algebra 

involution by  𝜏 on 𝐶(𝑋). Then 𝜏∗(Lip(𝑋‚ 𝑑)) = Lip(𝑋‚ 𝑑). Define  

Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) = {𝑓 ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑): 𝜏∗(𝑓) = 𝑓}. 

Then Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) is a self-adjoint  real subalgebra of Lip(𝑋‚𝑑) and 𝐶(𝑋‚𝜏) that 

contains 1𝑋 and separates the points of 𝑋. Moreover‚ Lip(𝑋‚ 𝑑) =
Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) ⨁ 𝑖Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) and Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) = Lipℝ(𝑋‚ 𝑑) if and only if 𝜏 is 

the identity map on 𝑋. The Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)-algebras are called real Lipschitz 

algebras with Lipschitz involution. These algebras were first introduced in [2]. 

1. Maine Results 

   In this paper‚ we obtain the following results.  

Theorem 1.1. Let (𝑋, 𝑑) and (𝑌, 𝜌)be compact metric spaces‚ 𝜏 be a Lipschitz  

involution on (𝑋, 𝑑), 𝜂 be a Lipschitz  involution on (𝑌, 𝜌), A be a real 

subalgebra of 𝐶(𝑋‚ 𝜏)  which contains Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) and B be a real subalgebra 
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of 𝐶(𝑌‚ 𝜂) which contains Lip(𝑌‚ 𝜌‚ 𝜂). Suppose that 𝑥𝜏 = {𝑥‚ 𝜏(𝑥)}  for all 

𝑥 ∈ 𝑋, and 𝑋𝜏 = {𝑥𝜏: 𝑥 ∈ 𝑋}, 𝑦𝜂 = {𝑦‚  𝜂(𝑦)} for all 𝑦 ∈ 𝑌 and 𝑌𝜂 = {𝑦𝜂: 𝑦 ∈

𝑌}. Let  𝑇: 𝐴 → 𝐵 be a surjective ℝ+-homogenous norm-additive map. Then 

|𝑇(1𝑋)| = 1𝑌  and there exists a unique bijection 𝛷: 𝑌𝜂 → 𝑋𝜏 such that if 𝑦 ∈

𝑌 and 𝑥 ∈ 𝛷(𝑦𝜂) then  |𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝑥)| for all 𝑓 ∈ 𝐴. 

Theorem 1.2. Let (𝑋, 𝑑) and (𝑌, 𝜌) be compact metric spaces. If 

 𝑇: Lipℝ(𝑋‚ 𝑑) → Lipℝ(𝑌‚ 𝜌) is a surjective ℝ+-homogenous norm-additive 

map‚ then |𝑇(1𝑋)(𝑦)| = 1𝑌 and  there exists a Lipschitz homeomorphism 𝜑 

from (𝑌, 𝜌) to (𝑋, 𝑑) such that |𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝜑(𝑦))| for all 𝑓 ∈ Lipℝ(𝑋‚ 𝑑) 

and 𝑦 ∈ 𝑌. 

 

 

 
How to cite: Mohammadi, M. & Alimohammadi, D. (2024). Surjective norm-additive in modulus maps between real 

Lipschitz algebras with Lipschitz involution, Mathematical Researches, 10 (4), 77 – 99. 
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  های کلیدی:واژه

 ،برگشت لیپشیتس

 ،لیپشیتس حقیقی جبر

 ،در قدرمطلقجمعی  ˗نرم

 نرم یکنواخت.

 

یک برگشت 𝜂  و (𝑋‚ 𝑑)یک برگشت لیپشیتس بر  𝜏 ده،فضاهای متریک فشر (𝑌‚ 𝜌)و  (𝑋‚ 𝑑)فرض کنیم 

𝑥ازای هر  به باشند. همچنین فرض کنیم (𝑌‚ 𝜌)لیپشیتس بر  ∈ 𝑋؛𝑥𝜏 = {𝑥‚ 𝜏(𝑥)} ، 𝑋𝜏 =

{𝑥𝜏: 𝑥 ∈ 𝑋} ،ازای هر  به 𝑦 ∈ 𝑌 ؛𝑦𝜂 = {𝑦‚  𝜂(𝑦)} و 𝑌𝜂 = {𝑦𝜂: 𝑦 ∈ 𝑌}، 𝐴  حقیقی  جبریک زیر

𝐶(𝑋‚ 𝜏)   باشد که شاملLip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)  است و𝐵  جبر حقیقی یک زیر𝐶(𝑌‚ 𝜂 )   باشد که شامل

Lip(𝑌‚ 𝜌‚ 𝜂) کنیم اگر است. ثابت می𝑇: 𝐴 → 𝐵  یک نگاشت پوشایℝ+- درجمعی  ˗نرمهمگن 

:Φ ایدوسویی یکت ، قدرمطلق باشد Yη → Xτ هرگاه کهطوریبه وجود دارد𝑦 ∈ 𝑌    و𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂) 

𝑓آنگاه به ازای هر  ∈ 𝐴 داریم |𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝑥)|. دهیم اگر با استفاده از این موضوع نشان می

(𝑋‚ 𝑑)  و(𝑌‚ 𝜌)  فضاهای متریک فشرده باشند و𝑇  یک نگاشت پوشایℝ+-  جمعی در  ˗نرمهمگن

به  (𝑌‚ 𝜌)از  𝜑باشد، آنگاه یک همسانریختی لیپشیتس  Lipℝ(𝑌‚ 𝜌)به  Lipℝ(𝑋‚ 𝑑)از  مطلققدر

(𝑋‚ 𝑑) ازای هر  که بهطوریشود بهمی یافت𝑓 ∈ Lipℝ(𝑌‚ 𝜌)  و𝑦 ∈ 𝑌؛ |𝑇(𝑓)(𝑦)| =

|𝑓(𝜑(𝑦))|. 
 

 

 

 

 

 
 

. حقیقی لیپشیتس با برگشت لیپشیتس جمعی در قدرمطلق پوشا بین جبرهای-های نرمنگاشت(. 1403؛ )داود، علیمحدیو  منصوره محمدی،: استناد

                 . 99 – 77(، 4) 10، ریاضیهای پژوهش
  

 نویسندگان. ©                                                    خوارزمیدانشگاه ناشر: 
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 مقدمه  .1

 .ℂ است یا میدان اعداد مختلط ℝ یک میدان باشد که یا میدان اعداد حقیقی 𝕂فرض کنیم         

:𝑇 و  باشند 𝕂فضاهای برداری روی میدان  𝐵و   Aفرض کنیم  . 1.1 تعریف 𝐴 → 𝐵  یک تابع باشد. گوییم𝑇 یک نگاشت 

ℝ+˗ عدد حقیقی مثبت همگن است هرگاه به ازای هر 𝑟  و هر𝔞 ∈ 𝐴 داشته باشیم 𝑇(𝑟𝔞) = 𝑟𝑇(𝔞). 

یک  𝐵(𝐸)دانیم باشد. می Eمقدار کراندار بر  ˗مختلطتوابع مجموعه همه  𝐵(𝐸)یک مجموعه ناتهی بوده و  𝐸فرض کنیم  

  صورتبه است که 𝐸‖∙‖تحت نرم یکنواخت پذیر مختلط تعویض 1جبر باناخ

‖𝑓‖𝐸 = sup {|𝑓(𝑥)|: 𝑥 ∈ 𝐸}                     (𝑓 ∈ 𝐵(𝐸)), 
 شود.تعریف می

خطی  فضاییک زیر 𝐵 بوده و 𝐵(𝑋)فضای خطی یک زیر Aهای ناتهی باشند، مجموعه 𝑌و  𝑋فرض کنیم  .2.1 تعریف 

𝐵(𝑌)  روی میدان𝕂 همچنین فرض کنیم .باشد 𝑇: 𝐴 → 𝐵  یک تابع باشد. گوییم𝑇 است هرگاه  مطلقجمعی در قدر ˗نرم

𝑓‚ 𝑔به ازای هر  ∈ 𝐴  داشته باشیم‖ |𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)| ‖𝑌 =  ‖ |𝑓| + |𝑔| ‖𝑋. 

دهیم. در نشان می 𝐶(𝑋)را با  𝑋پیوسته بر مقدار  ˗مختلطیک فضای توپولوژیک باشد. مجموعه همه توابع  𝑋فرض کنیم   

 𝐶𝑏(𝑋)به   را 𝑋 پیوسته و کراندار برمقدار ̠ مختلطپذیر است. مجموعه همه توابع یک جبر مختلط تعویض 𝐶(𝑋)صورت این

یک جبر مختلط   𝑋‖∙‖است و با نرم یکنواخت 𝐶(𝑋) و  𝐵(𝑋)یک زیرجبر مختلط 𝐶𝑏(𝑋)صورت ایندهیم. در نشان می

𝜆𝑋پذیر است. توجه کنید که باناخ تعویض ∈ 𝐶𝑏(𝑋) که ،λ ∈ ℂ  و𝜆𝑋  تابع ثابت با مقدارλ  بر𝑋  است. مجموعه همه

جبر مختلط یک زیر 𝐶0(𝑋)دانیم که دهیم. مینشان می 𝐶0(𝑋)روند، با را که در بینهایت به صفر می 𝐶(𝑋)در  𝑓توابع 

1𝑋فشرده نباشد آنگاه   𝑋است. توجه کنید اگر  𝐶𝑏(𝑋)یکنواخت بسته  ∉ 𝐶0(𝑋)  و اگر𝑋 فشرده باشد آنگاه 

𝐶𝑏(𝑋) = 𝐶0(𝑋) = 𝐶(𝑋). 

 𝑋یک جبر تابعی بر 𝐶0(𝑋)، از  Aجبر مختلط باشد. زیر 2یک فضای توپولوژیک موضعاً فشرده هاوسدورف 𝑋فرض کنیم   

 Aدر  𝑓یک تابع  𝑋در  𝑧و  𝑥را جدا کند، به این مفهوم که برای هر دو نقطه متمایز  𝑋قویاً نقاط  Aشود هرگاه نامیده می

𝑓(𝑥)که طورییافت شود به ≠ 𝑓(𝑧)   و برای هر𝑥 ∈ 𝑋   یک تابع𝑔  درA  یافت شود که𝑔(𝑥) ≠  . یک جبر تابعی0

فشرده است،  𝑋بسته است. توجه کنید وقتی  (𝐶0(𝑋)‚ ‖∙‖𝑋)است که در  𝑋یک جبر تابعی بر  𝑋،یکنواخت بسته بر 

حالت هر جبر تابعی یکنواخت بسته اینهستند و در 𝑋ثابت بر مقدار  ˗مختلطشامل توابع  𝑋کنیم جبرهای تابعی بر فرض می

 شود.نامیده می 𝑋یکنواخت بر  تابعی یک جبر 𝑋،بر 

                                                           
1 Banach 
2 Hausdorff 
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بر فضاهای  Bو  A جمعی در قدرمطلق بین جبرهای یکنواخت ˗نرم خطی و ˗های نرمنگاشت [8]در  2و ییتس 1تونف  

در جمعی  ˗نرمهمگن  ˗+ℝپوشای  هاینشان دادند که نگاشت ورا مورد بررسی قرار دادند  𝑌و  𝑋 سدورفوفشرده ها

 ، نتیجه زیر را بدست آوردند.تربه عبارت دقیق .هستندویژه ترکیبی در قدرمطلق  عملگرهایقدرمطلق بین جبرهای مذکور، 

 Y و Xسدورف ویکنواخت به ترتیب بر فضاهای فشرده ها تابعی جبرهای Bو  Aاگر  [Proposition 10 ‚8] .3.1قضیه 

:Tو  دباشن A → B  یک نگاشت پوشایℝ+ ˗ در قدرمطلق باشد، آنگاه یک نگاشت پیوسته جمعی  ˗نرمهمگنψ  از

Ch(A‚ X)  بهCh(B‚ Y)  هر  ازای که بهطوریشود بهمی یافت𝑓 ∈ 𝐴   و هر𝑥 ∈ X ؛ | 𝑇(𝑓)(𝜓(𝑥))| = |𝑓(𝑥)| ،

 است. Xنسبت به  Aمرز شوکه  Ch(A‚ X)که در آن 

 بر فضاهای ، نه لزوماً یکنواخت بسته،جبرهای تابعیجمعی در قدرمطلق بین  ˗های نرم، نگاشت[3]در  4فونت و 3حسینی  

آمده توسط تونف و ییتس را برای جبرهای تابعی بر فضاهای دستبرخی از نتایج بهکردند و فشرده هاوسدورف را بررسیموضعاً 

از یک جبر تابعی  𝑆و  𝑇های ساختار نگاشت [Corollary 3.6 ‚3]در واقع، آنها در  تعمیم دادند.موضعاً فشرده هاوسدورف 

𝐴  بر𝑋  به یک جبر تابعی𝐵  بر𝑌  را مشخص کردند که𝑇  و𝑆 های نگاشتℝ+˗ همگن پوشا هستند و در شرط 

‖|𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)|‖𝑌 = ‖|𝑓| + |𝑔|‖𝑋 = ‖|𝑆(𝑓)| + |𝑆(𝑔)|‖𝑌     (𝑓‚𝑔 ∈ 𝐴)‚ 

در قدرمطلق جمعی  ˗نرم ها تواماًاین نگاشت فضاهای موضعاً فشرده هاوسدورف هستند. 𝑌و  𝑋کنند، که در آن صدق می

 شوند.نامیده می

:𝜓نگاشت  .فضاهای متریک باشند (𝑌‚ 𝜌)و  (𝑋‚ 𝑑)فرض کنیم    𝑋 → 𝑌 از  5یک نگاشت لیپشیتس(𝑋‚ 𝑑)  به(𝑌‚ 𝜌) 

𝑥1‚ 𝑥2ازای هر  که بهطورییافت شود به Cعدد حقیقی مثبت یک نامیم هرگاه می ∈ 𝑋 ؛  

𝜌(𝜓(𝑥1)‚ 𝜓(𝑥2)) ≤ 𝐶𝑑(𝑥1‚ 𝑥2). 

:𝜑نگاشت  𝑌 → 𝑋  را یک همسانریختی لیپشیتس از(𝑌‚ 𝜌)  به(𝑋‚ 𝑑) نامیم هرگاه می𝜑 باشد ، دوسویی 𝜑  یک نگاشت

 . باشد (𝑌‚ 𝜌)به  (𝑋‚ 𝑑)یک نگاشت لیپشیتس از  𝜑−1و ودهب (𝑋‚ 𝑑)به  (𝑌‚ 𝜌)لیپشیتس از 

:𝑓تابع  .یک فضای متریک باشد (𝑋‚ 𝑑)فرض کنیم    𝑋 → 𝕂   تابع را یک𝕂- بر  ی لیپشیتسرمقدا(𝑋‚ 𝑑) نامیم می

  ℒ(𝑋‚ 𝑑)(𝑓)به را  𝑓 ثابت لیپشیتس .با متریک اقلیدسی باشد 𝕂به فضای متریک  (𝑋‚ 𝑑)یک نگاشت لیپشیتس از  𝑓هرگاه 

 شودزیر تعریف می صورتبهکه دهیم نشان می

ℒ(𝑋‚ 𝑑)(𝑓) = sup {
|𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)|

𝑑(𝑥‚ 𝑦)
∶ 𝑥‚ 𝑦 ∈ 𝑋‚ 𝑥 ≠ 𝑦}. 

                                                           
1 Tonév 
2 Yates 
3  Hosseini 
4  Font 
5  Lipschitz 
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 Lip𝕂(𝑋‚ 𝑑) دانیم می دهیم.نشان می Lip𝕂(𝑋‚ 𝑑)را به  (𝑋‚ 𝑑)کراندار لیپشیتس بر  یرمقدا -𝕂 مجموعه همه توابع 

  شودزیر تعریف می صورتاست که به  Lip (𝑋‚ 𝑑)‖∙‖لیپشیتس جمعی  ˗نرم با یکانیپذیر یک جبر باناخ تعویض

‖𝑓‖Lip (𝑋‚ 𝑑) = ‖𝑓‖𝑋 + ℒ(𝑋‚ 𝑑)(𝑓)                    (𝑓 ∈ Lip𝕂(𝑋‚ 𝑑)). 

کند. هرگاه را جدا می 𝑋نقاط  Lip𝕂(𝑋‚ 𝑑)د. توجه داریم که انهمعرفی شد [7]در  1این جبرها نخستین بار توسط شربرت

𝕂 = ℂ جبر ،Lip𝕂(𝑋‚ 𝑑)  با راLip(𝑋‚ 𝑑)  دهیم.نشان می 

 در قدرمطلق بین جبرهای مختلطجمعی  ˗نرمتواماً همگن  ˗+ℝهای پوشای ساختار نگاشت [3]حسینی و فونت در   

 :ترهستند. به عبارت دقیق در قدرمطلق ترکیبی موزون هالیپشیتس را تعیین کردند و نشان دادند که این نگاشت

 های نگاشت  𝑇و  𝑆بوده و فضاهای متریک فشرده  (𝑌‚ 𝜌)و  (𝑋‚ 𝑑) فرض کنیم .[Corollary 3.7 ‚3] .4.1 قضیه 

یک همسانریختی  صورتدر این .دنباش Lip(𝑌‚ 𝜌)به  Lip(𝑋‚ 𝑑)از   در قدر مطلقجمعی  ˗نرم تواماًهمگن  ˗+ℝپوشای 

𝑓 که به ازای هرطوریشود بهیافت می (𝑋‚ 𝑑)به  (𝑌‚ 𝜌)از  𝜑لیپشیتس  ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑) و هر 𝑦 ∈ 𝑌 ؛ 

|𝑆(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝜑(𝑦))| = |𝑇(𝑓)(𝑦)|. 

:𝜏نگاشت یک مجموعه ناتهی باشد. خود 𝑋فرض کنیم   𝑋 → 𝑋   یک برگشت بر𝑋 هر  رایهرگاه ب شودمی نامیده𝑥 ∈ 𝑋 ؛

𝜏(𝜏(𝑥)) = 𝑥مجموعه . گوییم زیر𝐸  از𝑋  یک مجموعه𝜏˗ است هرگاه  پایا𝜏(𝐸) ⊆ 𝐸صورت . واضح است که در این

𝜏(𝐸) = 𝐸. کهدر صورتی 𝑋 نگاشت یک فضای توپولوژیک باشد، خود𝜏: 𝑋 → 𝑋  یک برگشت توپولوژیک بر 𝑋 نامیده 

یک فضای توپولوژیک فشرده هاوسدورف  𝑋بوده و یک نگاشت پیوسته باشد. فرض کنیم  𝑋یک برگشت بر  𝜏هرگاه  شودمی

:𝜏بوده و  𝑋 → 𝑋  یک برگشت توپولوژیک بر𝑋 نگاشت صورتباشد. در این 𝜏∗: 𝐶(𝑋) → 𝐶(𝑋) صورت تعریف شده به 

𝜏∗(𝑓) = 𝑓̅ ∘ 𝜏                     (𝑓 ∈ 𝐶(𝑋)), 

است.   𝑓تابع مزدوج   𝑓̅شود،که می نامیده 𝐶(𝑋)بر  𝜏توسط  ییاست که برگشت جبری القا 𝐶(𝑋)یک برگشت جبری بر 

 دهیمقرار می

𝐶(𝑋, 𝜏) =  {𝑓 ∈ 𝐶(𝑋):  𝜏∗(𝑓) = 𝑓}. 

کند، را جدا می 𝑋است که نقاط  𝐶(𝑋)حقیقی خودالحاقی  جبرزیریک  𝐶(𝑋‚ 𝜏) دادندنشان [5]در  3و لیمایه 2کولکارنی 

1𝑋 ∈ 𝐶(𝑋‚ 𝜏) ،𝑖1𝑋 ∉ 𝐶(𝑋‚ 𝜏)  و𝐶(𝑋) = 𝐶(𝑋‚ 𝜏)⨁ 𝑖𝐶(𝑋‚ 𝜏). جبر 𝐶(𝑋‚ 𝜏) کولکارنی و  توسط اولین بار

مراجعه  [6]ن به آجبرهای حقیقی و زیر 𝐶(𝑋‚ 𝜏)جزئیات بیشتر در مورد  دانستن معرفی شده است. برای [5]لیمایه در 

 شود.

                                                           
1  Sherbert 
2   Kulkarni  
3  Limaye 
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:𝜏یک فضای متریک باشد. خودنگاشت  ( 𝑋‚ 𝑑) فرض کنیم      𝑋 → 𝑋  یک برگشت لیپشیتس بر (𝑋‚ 𝑑 ) نامیده 

یک  τاگر  توجه کنیدباشد.  ( 𝑋‚ 𝑑) به   ( 𝑋‚ 𝑑) از بوده و یک نگاشت لیپشیتس 𝑋یک برگشت بر  τ هرگاه شودمی

𝐶 باشد، ( 𝑋‚ 𝑑) برگشت لیپشیتس بر  > 𝑥‚ 𝑦و به ازای هر  0 ∈ 𝑋  داشته باشیم 𝑑(𝜏(𝑥)‚ 𝜏(𝑦)) ≤ 𝐶𝑑(𝑥‚ 𝑦) 

𝐶آنگاه  ≥  صورت بهرا  �̅�بر   𝜏نگاشت برای مثال، خود .1

𝜏(𝑧) = 𝑧̅        (𝑧 ∈ �̅�), 

�̅�است، که  �̅�برگشت لیپشیتس بر  یک 𝜏 صورتاین. در یمکنمیتعریف  = {𝑧 ∈  ℂ: |𝑧| ≤ 1}. 

برگشت جبری  ∗𝜏 و بوده ( 𝑋‚ 𝑑) یک برگشت لیپشیتس بر  𝜏،  یک فضای متریک فشرده باشد ( 𝑋‚ 𝑑) فرض کنیم     

𝜏∗(Lip(𝑋‚ 𝑑))صورت این باشد. در 𝜏توسط  𝐶(𝑋) بر اییالق = Lip(𝑋‚ 𝑑). دهیممی قرار 

Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) =  {𝑓 ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑):  𝜏∗(𝑓) = 𝑓}. 

Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) ،واقع در = Lip(𝑋‚ 𝑑) ∩ 𝐶(𝑋‚ 𝜏).  که  استثابت شده [2]درLip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) جبر خودالحاقییک زیر 

1𝑋کند، را جدا می 𝑋است که نقاط  𝐶(𝑋‚ 𝜏)و  Lip(𝑋‚ 𝑑) جبرهای ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) ،،𝑖1𝑋 ∉ Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) 

Lip(𝑋‚ 𝑑) =  Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)⨁𝑖Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)   وLip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)  با نرم‖∙‖Lip(𝑋‚ 𝑑)   .یک جبر باناخ حقیقی است

Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)علاوه، به = Lipℝ(𝑋‚ 𝑑)   اگر و فقط اگرτ  نگاشت همانی بر𝑋  باشد. جبرLip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)   نخستین بار

 معرفی شده است.[2] در 

و  ( 𝑋‚ 𝑑) های لیپشیتس بر به ترتیب برگشت 𝜂و  𝜏 ،ودهفضای متریک فشرده ب (𝑌‚ 𝜌)  و ( 𝑋‚ 𝑑) کنیم فرض    

 (𝑌‚ 𝜌) برای هر باشند ، 𝑥 ∈ 𝑋 ؛𝑥𝜏 =  {𝑥‚ 𝜏(𝑥)}  و𝑋𝜏 = {𝑥𝜏 ∶ 𝑥 ∈ 𝑋} ،  برای هر𝑦 ∈ 𝑌 ؛𝑦𝜂 = {𝑦‚ 𝜂(𝑦)}  

𝑌𝜂و  = {𝑦𝜂: 𝑦 ∈ 𝑌} .کنیم همچنین فرض می𝐴 جبر حقیقی یک زیر𝐶(𝑋‚ 𝜏)  باشد که شاملLip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)  است و

𝐵 جبر حقیقی یک زیر𝐶(𝑌‚ 𝜂)  باشد که شاملLip(𝑌‚ 𝜌‚ 𝜂)  دهیم که اگر ابتدا نشان می، 2است. در بخش𝑇  یک

|𝑇(1𝑋)|باشد، آنگاه  𝐵به  𝐴از  جمعی در قدرمطلق ˗همگن نرم ˗+ℝنگاشت پوشای  = 1𝑌  بر𝑌 یکتایدو سویی  و 

Φ: 𝑌𝜂 → 𝑋𝜏 ازای هر  که بهطوریشود بهیافت می𝑓 ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)،  هر 𝑦 ∈ 𝑌 و هر 𝑥 ∈ Φ(𝑌𝜂)؛  

|𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝑥)|. 

:𝑇فضاهای متریک فشرده باشند و (𝑌‚ 𝜌) و  ( 𝑋‚ 𝑑) کنیم اگر سپس ثابت می Lipℝ(𝑋‚ 𝑑) → Lipℝ(𝑌‚ 𝜌)  یک

|𝑇(1𝑋)|در قدرمطلق باشد، آنگاه جمعی  ˗همگن نرم ˗+ℝنگاشت پوشای  = 1𝑌 بر𝑌  و یک همسانریختی لیپشیتس𝜑 

𝑓ازای هر  که بهطوریشود بهمی یافت( 𝑋‚ 𝑑) به  (𝑌‚ 𝜌) از  ∈ Lipℝ(𝑋‚ 𝑑)  و هر 𝑦 ∈ 𝑌 ؛ 

|𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝜑(𝑦))|. 
 

 . نتایج اصلی2

 چند لم مطلق بین جبرهای حقیقی لیپشیتس، بهدر قدرجمعی  ˗همگن نرم ˗+ℝهای پوشای برای تعیین ساختار نگاشت

 نیاز داریم.

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-0
6-

08
 ]

 

                             8 / 23

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3376-fa.html


 
 

  حقیقی لیپشیتس با برگشت لیپشیتس جمعی در قدرمطلق پوشا بین جبرهای-های نرمنگاشت
 

 

85 

:𝜏 بوده و یک فضای متریک فشرده ( 𝑋‚ 𝑑)  فرض کنیم .1.2 لم 𝑋 → 𝑋 یک برگشت لیپشیتس بر  (𝑋‚ 𝑑 ) باشد. 

𝑥 همچنین فرض کنیم ∈ 𝑋 و 𝑈 ایمجموعهزیر 𝜏˗ از پایا X در باشد که  (𝑋‚ 𝑑 )و باز است 𝑥 ∈ 𝑈 .صورت تابعاین در 

𝑔 ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) کهطوریبه وجود دارد 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝜏(𝑥)) = 𝑧  به ازای هر، 1 ∈ 𝑋 0؛ ≤ 𝑔(𝑧) ≤ به  و  1

𝑧 ازای هر ∈ 𝑋\𝑈 ؛𝑔(𝑧) = 0. 

𝑈کنیم ابتدا فرض می برهان: = 𝑋دهیم . قرار می.𝑔 = 1𝑋  صورت در این𝑔 ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)  .تابع مطلوب است

 (𝑋‚ 𝑑)های ناتهی فشرده در مجموعه  𝑋\𝑈و  𝑥𝜏صورت باشد. در این 𝑋 یک زیرمجموعه سره  𝑈حال فرض کنیم 

𝑥𝜏هستند و  ∩ 𝑋\𝑈 = 𝑑(𝑋\𝑈‚ 𝑥𝜏)،. بنابراین  ∅ >  که  0

𝑑(𝑋\𝑈‚ 𝑥𝜏) = inf {𝑑(𝑠‚ 𝑡): 𝑠 ∈ 𝑋\𝑈‚ 𝑡 ∈ 𝑥𝜏}. 

:𝑓تابع  𝑋 → ℂ صورت را به 

𝑓(𝑧) ≔ max {0‚ 1 −
𝑑(𝑧‚ 𝑥𝜏)

𝑑(𝑋\𝑈‚ 𝑥𝜏)
}      (𝑧 ∈ 𝑋) 

  که،  کنیمتعریف می

𝑑(𝑧‚ 𝑥𝜏) = inf {𝑑(𝑧‚ 𝑡): 𝑡 ∈ 𝑥𝜏} = min{𝑑(𝑧‚ 𝑥)‚ 𝑑(𝑧‚ 𝜏(𝑥))}. 

𝑓صورت در این ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑) به ازای هر ،𝑧 ∈ 𝑋 0؛ ≤ 𝑓(𝑧) ≤ 𝑓(𝑥)و  1 = 𝑓(𝜏(𝑥)) = ، اگر  علاوه. به1

𝑧 ∈ 𝑋\𝑈   آنگاه𝑑(𝑧‚ 𝑥𝜏) ≥ 𝑑(𝑋\𝑈‚ 𝑥𝜏) > 𝑓(𝑧) و لذا  0 = 𝑔دهیم حال قرار می .0 = (𝑓 ∘ 𝜏)𝑓  در .

𝑔صورت این ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) ،𝑔(𝑥) = 𝑔(𝜏(𝑥)) = 𝑧 ، به ازای هر  1 ∈ 𝑋0 ؛ ≤ 𝑔(𝑧) ≤ و به ازای هر  1

𝑧 ∈ 𝑋\𝑈 ؛𝑔(𝑧) =  شود.. بنابراین اثبات کامل می0

𝑓یک فضای فشرده هاوسدورف باشد و  𝑋فرض کنیم . 2.2 تعریف  ∈ 𝐶(𝑋)مجموعه ماکسیمم . 𝑓 در𝑋  باΜ(𝑓)  نشان

Μ(𝑓)صورت داده و به = {𝑥 ∈ 𝑋: ‖𝑓‖𝑋 = |𝑓(𝑥)|} شود.تعریف می 

 است. 𝑋مجموعه ناتهی فشرده یک زیر Μ(𝑓)واضح است که   

یک زیرمجموعه  𝐴بوده و  𝑋مجموعه ناتهی یک زیر 𝐸یک فضای فشرده هاوسدورف باشد،  𝑋فرض کنیم . 3.2گذاری نماد

 دهیم باشد. قرار می 𝐶(𝑋)ناتهی 

ℱ𝐸(𝐴) = {𝑓 ∈ 𝐴: 𝐸 ⊆ Μ(𝑓), ‖𝑓‖𝑋 = 1}. 
1𝑋 واضح است که ∈ ℱ𝐸(𝐴)که صورتی. در𝑥 ∈ 𝑋 جای بهℱ{𝑥}(𝐴) نویسم میℱ𝑥(𝐴) اگر . 𝜏 یک برگشت توپولوژیک

𝑥باشد و  𝐶(𝑋‚ 𝜏)مجموعه ناتهی یک زیر 𝐴بوده،  𝑋بر  ∈ 𝑋 شود ، آنگاه به آسانی دیده می 

ℱ𝑥𝜏
(𝐴) = ℱ𝑥(𝐴) = ℱ𝜏(𝑥)(𝐴). 

𝜏، یک فضای متریک فشرده باشد ( 𝑋‚ 𝑑)  فرض کنیم  .4.2 لم  ∶ 𝑋 → 𝑋  یک برگشت لیپشیتس بر (𝑋‚ 𝑑)بوده ،

𝐴 یک زیرجبر 𝐶(𝑋‚ 𝜏)  باشد که شاملLip (𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)  است و𝑥‚ 𝑧 ∈ 𝑋. صورت در این𝑥𝜏 = 𝑧𝜏   اگر و فقط اگر

ℱ𝑥(𝐴) ⊆ ℱ𝑧(𝐴).  
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𝑥‚ 𝑧 کنیم: ابتدا فرض میبرهان ∈ 𝑋 و 𝑥𝜏 = 𝑧𝜏 صورت در این𝑥 = 𝑧  یا𝑥 = 𝜏(𝑧).  بنابراینℱ𝑥(𝐴) = ℱ𝑧(𝐴)  

ℱ𝑥(𝐴)یا  = ℱ𝜏(𝑧) (𝐴) چون .ℱ𝑧(𝐴) = ℱ𝜏(𝑧) (𝐴)لذا ،ℱ𝑥(𝐴) = ℱ𝑧(𝐴)  .پس لزوم برقرار است . 

𝑥‚ 𝑧کنیم اینک فرض می    ∈ 𝑋  و𝑥𝜏 ≠ 𝑧𝜏 صورت . در این 𝑥𝜏 ∩ 𝑧𝜏 = در فضای  𝑧𝜏و  𝑥𝜏های . فشردگی مجموعه∅

که طوریوجود دارد به 𝑈 مانند( 𝑋‚ 𝑑) پایا در فضای متریک  ˗𝜏کنند یک مجموعه باز میایجاب ( 𝑋‚ 𝑑) متریک فشرده 

𝑥𝜏 ⊆ 𝑈  و𝑧𝜏 ⊆ 𝑋\𝑈 تابع 1.2. با توجه به لم ،𝑔𝑥 ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) که به ازای هر طوریوجود دارد به𝑡 ∈ 𝑋 ؛

،0 ≤ 𝑔𝑥(𝑡) ≤ 1  𝑔𝑥(𝑥) = 𝑔𝑥(𝜏(𝑥)) = 𝑡و به ازای هر   1 ∈ 𝑋\𝑈 ؛𝑔𝑥(𝑡) =    𝑔𝑥. واضح است که تابع0

𝑧که است. از این ℱ𝑥(𝐴)عضوی از ∈ 𝑋\𝑈 شود نتیجه می𝑔𝑥(𝑧) = 𝑔𝑥کند میکه ایجاب 0 ∉ ℱ𝑧(𝐴)،  پس

ℱ𝑥(𝐴) ⊈ ℱ𝑧(𝐴). ایم که اگر بنابراین نشان دادهℱ𝑥(𝐴) ⊆ ℱ𝑧(𝐴)  آنگاه𝑥𝜏 = 𝑧𝜏 پس کفایت برقرار است و اثبات .

 شود.کامل می

𝑥‚ 𝑧از  4.2توجه داریم که در لم نکته.   ∈ 𝑋  و𝑥𝜏 = 𝑧𝜏  نتیجه شدℱ𝑥(𝐴) = ℱ𝑧(𝐴)که . اما در صورتی𝑥‚ 𝑧 ∈ 𝑋 ،

𝑥𝜏برای بدست آوردن  = 𝑧𝜏 باشیم  کافی است داشتهℱ𝑥(𝐴) ⊆ ℱ𝑧(𝐴). 

:𝜏،  یک فضای متریک فشرده باشد ( 𝑋‚ 𝑑)  فرض کنیم  .5.2لم   𝑋 → 𝑋 یک برگشت لیپشیتس بر (𝑋‚ 𝑑 ) بوده و 

𝐴  فضایریک زی 𝐶(𝑋‚ 𝜏) شامل که باشد Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) است. اگر 𝑥 ∈ 𝑋 و  𝑓 ∈ 𝐴\{0𝑋}آنگاه  

|𝑓(𝑥)| + ‖𝑓‖𝑋 = inf { ‖ |𝑓| + |ℎ| ‖𝑋: ℎ ∈ ‖𝑓‖𝑋ℱ𝑥(𝐴)}.                        
𝑥 کنیممیفرض ابتدا  برهان:   ∈ 𝑋 و 𝑓 ∈ 𝐴\{0𝑋} که ‖𝑓‖𝑋 =  دهیمقرار می. 1

𝐸 = {‖ |𝑓| + |𝑔| ‖𝑋: 𝑔 ∈  ℱ𝑥(𝐴)}. 

infکنیم ثابت می  𝐸   موجود است و 

  (2.1                 ) |𝑓(𝑥)| + 1 = inf  𝐸. 

1𝑋 کهاز این ∈ ℱ𝑥(𝐴) شود کهنتیجه می 𝐸 اگراست از اعداد حقیقی ناتهی یک مجموعه . 𝑔 ∈ ℱ𝑥(𝐴)  ،آنگاه 

|𝑓(𝑥)| + 1 = |𝑓(𝑥)| + |𝑔(𝑥)| ≤  ‖ |𝑓| + |𝑔|‖𝑋 . 

|𝑓(𝑥)|بنابرابن  + ϵفرض کنیم  است. 𝐸یک کران پایین  1 >  دهیمقرار می .0

𝑈𝜖 = {𝑧 ∈ 𝑋: |𝑓(𝑧)| < |𝑓(𝑥)| + 𝜖}. 

𝑥باز است و  (𝑋‚ 𝑑)است که در فضای متریک  𝑋پایای  ˗τیک زیرمجموعه  𝑈 𝜖صورت در این ∈ 𝑈𝜖 تابع  ،1.2. طبق لم

𝑔𝜖 ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) که به ازای هر طوریوجود دارد به𝑧 ∈ 𝑋 0؛ ≤ 𝑔𝜖(𝑧) ≤ 1 ،𝑔𝜖(𝑥) = 𝑔𝜖(𝜏(𝑥)) = و  1

𝑧به ازای هر  ∈ 𝑋\𝑈𝜖 ؛𝑔𝜖(𝑧) = 𝑔𝜖. واضح است که 0 ∈ ℱ𝑥(𝐴) اگر .𝑧 ∈ 𝑈𝜖، آنگاه 

|𝑓(𝑧)| + |𝑔𝜖(𝑧)| ≤ |𝑓(𝑧)| + 1 < |𝑓(𝑥)| + 𝜖 + 1 = |𝑓(𝑥)| + 1 + 𝜖. 

𝑧اگر  ∈ 𝑋\𝑈𝜖 آنگاه ، 

|𝑓(𝑧)| + |𝑔𝜖(𝑧)| = |𝑓(𝑧)| + 0 = |𝑓(𝑧)| ≤ ‖𝑓‖𝑋 = 1 < |𝑓(𝑥)| + 1 + 𝜖. 

𝑧ایم که به ازای هر پس نشان داده  ∈ 𝑋؛ 

|𝑓(𝑧)| + |𝑔𝜖(𝑧)| < |𝑓(𝑥)| + 1 + 𝜖. 

|𝑓|مقدار  ˗بنابراین با توجه به پیوستگی تابع حقیقی + |𝑔𝜖|  بر𝑋  و فشردگی𝑋  در(𝑋‚ 𝑑) گیریمنتیجه می 
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‖ |𝑓| + |𝑔𝜖| ‖𝑋 < |𝑓(𝑥)| + 1 + 𝜖. 

 ( برقرار است.2.1خاصیت مشخصه اینفیموم، )پس طبق 

𝑥 کنیممیفرض  اینک   ∈ 𝑋 و 𝑓 ∈ 𝐴\{0𝑋} .دهیم قرار می𝑓1 =
1

‖𝑓‖𝑋
𝑓 .صورت در این𝑓1 ∈ 𝐴\{0𝑋}  و

‖𝑓1‖𝑋 =  داریم شده،استدلال ارائه طبق .1

|𝑓1(𝑥)| + 1 = inf {‖|𝑓1| + |𝑔|‖𝑋: 𝑔 ∈ ℱ𝑥(𝐴)}. 
 کند میایجاباین 

‖𝑓‖𝑋|𝑓1(𝑥)| + ‖𝑓‖𝑋 = inf {‖𝑓‖𝑋‖ |𝑓1| + |𝑔| ‖𝑋: 𝑔 ∈ ℱ𝑥(𝐴)}. 
𝑓 کهاین با توجه بهپس   = ‖𝑓‖𝑋𝑓1داریم ، 

|𝑓(𝑥)| + ‖𝑓‖𝑋 = inf {‖ ‖𝑓‖𝑋|𝑓1| + ‖𝑓‖𝑋|𝑔| ‖𝑋: 𝑔 ∈ ℱ𝑥(𝐴)} 

                            = inf {‖ |𝑓| + | ‖𝑓‖𝑋𝑔| ‖𝑋: 𝑔 ∈ ℱ𝑥(𝐴)} 

                            = inf {‖ |𝑓| + |ℎ| ‖𝑋: ℎ ∈ ‖𝑓‖𝑋 ℱ𝑥(𝐴)}. 
 شود.بنابراین اثبات کامل می

𝜏 و فضاهای متریک فشرده بوده( 𝑋‚ 𝑑) و (𝑌‚ 𝜌 )  فرض کنیم .6.2قضیه   ∶ 𝑋 → 𝑋 و   𝜂 ∶ 𝑌 → 𝑌 به ترتیب

 باشد که 𝐶(𝑋‚ 𝜏) جبر حقیقییک زیر 𝐴 همچنین فرض کنیم .باشند ( 𝑋‚ 𝑑)  و (𝑌‚ 𝜌 )های لیپشیتس بر برگشت

𝑇  و است Lip(𝑌‚ 𝜌‚ 𝜂) باشد که شامل 𝐶(𝑌‚ 𝜂) جبر حقیقییک زیر 𝐵 ،است Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) شامل ∶ 𝐴 → 𝐵  یک

:Φ  یکتای صورت دوسوییدر این جمعی در قدرمطلق باشد. ˗همگن نرم ˗+ℝ پوشای نگاشت 𝑌𝜂  → 𝑋𝜏 وجود دارد 

𝑦 اگرکه طوریبه ∈ 𝑌  و 𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂) هر  ازای به، آنگاه𝑓 ∈ 𝐴 ؛|𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝑥)|. 

 دهیم.اثبات را در چند گام انجام میبرهان:    

𝑇(0𝑋). 1گام    = 0𝑌    و 𝑇.حافظ نرم یکنواخت است 

𝑇  که با توجه به اینبرهان:     ∶ 𝐴 → 𝐵0جمعی در قدرمطلق است،  ˗یک نگاشت نرم𝑋 ∈ 𝐴  0و𝑌 ∈ 𝐵 داریم ، 

2‖T(0𝑋)‖𝑌 = 2‖ |T(0𝑋))| ‖𝑌 = ‖|T(0𝑋)| + |T(0𝑋)|‖𝑌 

                      = ‖ |0𝑋| + |0𝑋| ‖𝑋 = 2‖ |0𝑋| ‖ 𝑋 
= 2‖0𝑋‖𝑋 = 0.                              

𝑇(0𝑋)‖𝑌‖کند که میاین ایجاب = 𝑇(0𝑋)و لذا  0 = 0𝑌. 

𝑓اگر    ∈ 𝐴 آنگاه ، 

‖𝑇(𝑓)‖𝑌 = ‖ |𝑇(𝑓)| ‖𝑌 = ‖ |𝑇(𝑓)| + |0𝑌| ‖𝑌 = ‖ |𝑇(𝑓)| + |𝑇(0𝑋 )| ‖𝑌  

    = ‖ |𝑓| + |0𝑋| ‖𝑋 = ‖ |𝑓| + 0𝑋‖𝑋 = ‖ |𝑓| ‖𝑋 = ‖𝑓‖𝑋 . 

 شود.میکامل  1گام  حافظ نرم یکنواخت است و اثبات𝑇 بنابراین  

𝑦  به ازای هر .2گام  ∈ 𝑌 یک تابع  𝑓𝑦در  𝐴که طوریشود بهمی یافت𝑇(𝑓𝑦) ∈ ℱ𝑦(𝐵). 

𝑦فرض کنیم  برهان: ∈ 𝑌 طبق . [1‚ Lemma 2.1] یک تابع ℎ𝑦درLip(𝑌‚ 𝜌‚ 𝜂) کهطوریشود بهمی یافت 

ℎ𝑦(𝑦) = ℎ𝑦(𝜂(𝑦)) = 𝑤هر  ازای به و 1 ∈ 𝑌 \{𝑦 ‚ 𝜂(𝑦)} 0؛ ≤ ℎ𝑦(𝑤) <  بنابراین  .1
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‖ℎ𝑦‖
𝑌

= 1 = |ℎ𝑦(𝑦)| = |ℎ𝑦(𝜂(𝑦))|. 

ℎ𝑦پس    ∈ ℱ𝑦(𝐵) . پوشا بودن𝑇: 𝐴 → 𝐵 تابع  کندمیایجاب𝑓𝑦  ∈ 𝐴  که طوریبه وجود داردℎ𝑦 = 𝑇(𝑓𝑦) .

𝑇(𝑓𝑦) بنابراین ∈ ℱ𝑦(𝐵)  شود.کامل می 2و اثبات گام 

𝑦 فرض کنیم. 3گام   ∈ 𝑌  و 𝐵𝑦 اشتراک همه 𝑀(𝑓) که باشد ییها 𝑓 ∈ 𝐴 و 𝑇(𝑓) ∈ ℱ𝑦(𝐵) . ت صوراین در

 𝐵𝑦مجموعه ناتهییک زیر 𝜏˗  پایای 𝑋که در است (𝑋‚ 𝑑) .فشرده است 

𝑓𝑦، تابع 2طبق گام برهان:  ∈ 𝐴 که طوریشود بهیافت می𝑇(𝑓𝑦) ∈ ℱ𝑦(𝐵). هر به ازای  کهاز این𝑓 ∈ 𝐴 ؛𝑀(𝑓) 

خاصیت  از𝐵𝑦 با متریک توپولوژی یک فضای فشرده است، برای اثبات ناتهی بودن  𝑋است و فشرده ناتهی یک مجموعه 

𝑛  فرض کنیم .کنیماستفاده می اشتراک متناهی ∈ ℕ و𝑓1‚ … ‚𝑓𝑛 ∈ 𝐴 که طوریبه𝑇(𝑓1)‚ … ‚𝑇(𝑓𝑛) ∈ ℱ𝑦(𝐵)  .

ℎدهیم قرار می = ∏ 𝑇(𝑓𝑗)𝑛
𝑗=1. واضح است که ℎ ∈ 𝐵داریم ، علاوه. به 

‖ℎ‖𝑌 ≥ |ℎ(𝑦)| = ∏|𝑇(𝑓𝑗)(𝑦)|

𝑛

𝑗=1

= ∏ ‖𝑇(𝑓𝑗)‖
𝑌

≥ ‖∏ 𝑇(𝑓𝑗)
𝑛

𝑗=1
‖

𝑌

= ‖ℎ‖𝑌.
𝑛

𝑗=1
 

ℎ‖𝑌‖کند یماین ایجاب = |ℎ(𝑦)| .،ازطرف دیگر  

|ℎ(𝑦)| = |∏ 𝑇(𝑓𝑗)
𝑛

𝑗=1
| = ∏ |𝑇(𝑓𝑗)|

𝑛

𝑗=1
= 1. 

ℎبنابراین  ∈ ℱ𝑦(𝐵)  .ییپوشا 𝑇 ∶ 𝐴 → 𝐵 کند تابع میایجاب𝑓 ∈ 𝐴 که طوریبه وجود داردℎ = 𝑇(𝑓). با توجه به 

 یکنواخت است. بنابراین  حافظ نرم𝑇 ، 1گام 

‖𝑓‖𝑋 = ‖𝑇(𝑓)‖𝑌 = ‖ℎ‖𝑌 = 1. 

𝑥کند میاین ایجاب ∈ 𝑋  که طوریبه شودمی یافت|𝑓(𝑥)| = 𝑥کنیم ادعا می .1 ∈ ⋂ 𝑀(𝑓𝑗)𝑛
𝑗=1. صورتاین غیردر 

𝑙 ∈ {1‚ … ‚𝑛}  که طوریبهوجود دارد𝑥 ∉ 𝑀(𝑓𝑙) کند میکه ایجاب|𝑓𝑙(𝑥)| < ‖𝑓𝑙‖𝑋 =  𝑥در  𝑓𝑙 پیوستگی. 1

𝑥 کهطوریبه وجود دارد (𝑋‚ 𝑑)در  𝑉یک مجموعه باز که کند میایجاب ∈ 𝑉 هر  به ازای و𝑧 ∈ 𝑉  ؛|𝑓𝑙(𝑧)| < 1 .

𝑈دهیم قرار می = 𝑉 ∪ 𝜏(𝑉)صورتاین . در  𝑥 ∈ 𝑈 ،𝑈  مجموعهیک 𝜏˗  فضای متریک  درباز پایای(𝑋‚ 𝑑)  است و

𝑧هر  به ازای ∈ 𝑈 ؛|𝑓𝑙(𝑧)| < 𝑔𝑥تابع  ،1.2 لم . با توجه به1 ∈ 𝐴  ؛ هر  که به ازایطوریبهشود یافت می 𝑧 ∈ 𝑋 

0 ≤ 𝑔𝑥(𝑧) ≤ 1 ،𝑔𝑥(𝑥) = 𝑔𝑥(𝜏(𝑥)) = 𝑧هر و به ازای 1 ∈ 𝑋\𝑈 ؛𝑔𝑥(𝑧) = ∋ 𝑧اگر  .0 𝑈 آنگاه ، 

|𝑔𝑥(𝑧)| +  |𝑓𝑙(𝑧)| < |𝑔𝑥(𝑧)| + 1 ≤ 1 + 1 = 2. 

∋ 𝑧اگر  𝑋\𝑈 آنگاه ، 

.|𝑔𝑥(𝑧)| + |𝑓𝑙(𝑧)| = 0 + |𝑓𝑙(𝑧)| < 1 + |𝑓𝑙(𝑧)| ≤ 1 + ‖𝑓𝑙‖𝑋 = 1 + 1 = 2 

|𝑔𝑥(𝑧)|به ازای هر  پس +  | 𝑓𝑙(𝑧)| < ∋ 𝑧؛  2 𝑋 .  مقدارتابع حقیقی پیوستگیبا توجه به |𝑔𝑥| + |𝑓𝑙| بر 𝑋   و

|𝑔𝑥|‖ شودمینتیجه  (𝑋‚ 𝑑)در  𝑋فشردگی  + |𝑓𝑙|‖𝑋 < جمعی در قدرمطلق  ˗نرم 𝑇که با توجه به این . بنابراین2

  داریماست، 

.‖ |𝑇(𝑔𝑥)| + |𝑇(𝑓𝑙)| ‖𝑌 < 2 
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𝑤از طرف دیگر، به ازای هر  ∈ 𝑌 داریم 

     |𝑇(𝑔𝑥)(𝑤)| + |𝑇(𝑓)(𝑤)| = |𝑇(𝑔𝑥)(𝑤)| + |ℎ(𝑤)|                        

                                               = |𝑇(𝑔𝑥)(𝑤)| + |∏ 𝑇(𝑓𝑗)(𝑤)

𝑛

𝑗=1

|   

                                                                = |𝑇(𝑔𝑥)(𝑤)| + |𝑇(𝑓𝑙)(𝑤)| ∏|𝑇(𝑓𝑗)(𝑤)|

𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑙

  

                                                          ≤ ‖𝑇(𝑔𝑥)‖𝑌 + |𝑇(𝑓𝑙)(𝑤)| ∏‖𝑇(𝑓𝑗)‖
𝑌

𝑛

𝑗=1
𝑗≠𝑙

    

                      = ‖𝑔𝑥‖𝑋 + |𝑇(𝑓𝑙)(𝑤)| 
             = 1 + |𝑇(𝑓𝑙)(𝑤)|  

 < 1 + 1            
= 2.            

|𝑇(𝑔𝑥)| مقدار ˗حقیقیتابع  بنابراین با توجه به پیوستگی + |𝑇(𝑓)|  بر𝑌  و فشردگی𝑌  در(𝑌‚ 𝜌) شود نتیجه می 

                          (2.2)                       ‖|𝑇(𝑔𝑥)| + |𝑇(𝑓)|‖𝑌 < 2.  

 داریم، 𝑇 مطلق بودندر قدرجمعی  ˗نرمبا توجه به  از طرف دیگر،

2 = |1 + 1| = ||𝑔𝑥(𝑥)| + |𝑓(𝑥)|| ≤ ‖|𝑔𝑥| + |𝑓|‖𝑋 = ‖|𝑇(𝑔𝑥)| + |𝑇(𝑓)|‖. 

𝑥تناقض دارد. بنابراین ادعای ما برقرار است. پس  (2.2)با  این ∈ ⋂ 𝑀(𝑓𝑗)𝑛
𝑗=1  و لذا⋂ 𝑀(𝑓𝑗) ≠ ∅𝑛

𝑗=1. بنابراین 

𝑀(𝑓): 𝑓}خانواده  ∈ 𝐴;  𝑇(𝑓) ∈ ℱ𝑦(𝐵)}  خاصیت اشتراک متناهی دارد. پس𝐵𝑦 که به ازای هر . از اینناتهی است

𝑓؛ ∈ 𝐴 𝑀(𝑓) مجموعه یک زیر𝜏˗  پایای 𝑋 فضای متریک  که در است(𝑋‚ 𝑑) گیریم بسته است، نتیجه می𝐵𝑦  یک

فشرده  (𝑋‚ 𝑑)در  𝐵𝑦کند میایجاب (𝑋‚ 𝑑)در  𝑋. فشردگی بسته است (𝑋‚ 𝑑) که دراست  𝑋  پایای ˗𝜏مجموعه زیر

 شود.کامل می 3اثبات گام  است و

𝑥 فرض کنیم. 4گام   ∈ 𝑋 و 𝐴𝑥 اشتراک همه 𝑀(𝑇(𝑓))هایی باشد که 𝑓 ∈ ℱ𝑥(𝐴) .صورتاین در 𝐴𝑥  یک

 فشرده است. (𝑌‚ 𝜌)است که در 𝑌  پایای ˗𝜂 زیرمجموعه ناتهی 

𝑓هر که به ازایبا توجه به اینبرهان:  ∈ 𝐴 ؛𝑀(𝑇(𝑓))  فشرده در فضای متریک ناتهی یک مجموعه(𝑌‚ 𝜌)  است، برای

𝑛فرض کنیم  کنیم.از خاصیت اشتراک متناهی استفاده می 𝐴𝑥اثبات ناتهی بودن  ∈ ℕ  و 𝑓1‚ … ‚𝑓𝑛 ∈ ℱ𝑥(𝐴) . ثابت

⋂ کنیممی 𝑀(𝑇(𝑓𝑗))𝑛
𝑗=1 ≠ 𝑓دهیم قرار می. ∅ = ∏ 𝑓𝑗

𝑛
𝑗=1 .صورت این در𝑓 ∈ 𝐴  شود که به آسانی دیده می و 

𝑓 ∈ ℱ𝑥(𝐴). کند که میاین ایجاب‖𝑓‖𝑋 = 𝑇(𝑓)که اینبا توجه به .1 ∈ 𝐵 ، شوده مینتیج 𝑦 ∈ 𝐵 وجود داردی 

𝑇(𝑓)‖𝑌‖کهطوریبه = |𝑇(𝑓)(𝑦)|چون .𝑇  داریم حافظ نرم یکنواخت است  ،‖𝑇(𝑓)‖𝑌 = ‖𝑓‖𝑋 پس .
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|𝑇(𝑓)(𝑦)| = 𝑗هر  کنیم به ازایادعا می. 1 ∈ {1‚ … ‚𝑛}؛ 𝑦 ∈ 𝑀 (𝑇(𝑓𝑗)).صورت ایندر  . فرض کنیم چنین نباشد

𝑙ی ∈ {1‚ … ‚𝑛}  که طوریشود بهیافت می𝑦 ∉ 𝑀(𝑇(𝑓𝑙)) . بنابراین 

.|𝑇(𝑓𝑙)(𝑦)| < ‖𝑇(𝑓)‖𝑌 = ‖𝑓‖𝑋 = 1 

|𝑇(𝑓𝑙)(𝜂(𝑦))|چون  = |𝑇(𝑓𝑙)(𝑦)|  با توجه به پیوستگی ،𝑇(𝑓𝑙) نقاط  در𝜂(𝑦)  و𝑦 مجموعه گیریم یکنتیجه می 

𝜏˗  در فضای متریک باز پایای(𝑌‚ 𝜌 )  مانند𝑉 که طوریبهشود می یافت𝑦 ∈ 𝑉 هر  به ازای و𝑤 ∈ 𝑉 ؛ 

.|𝑇(𝑓𝑙)(𝑤)| < 1 

𝑘 تابع، 1.2 لمبا توجه به  ∈ Lip(𝑌‚ 𝜌‚ 𝜂)  کهطوریبه وجود دارد ،𝑘(𝑦) = 𝑘(𝜂(𝑦)) = 𝑤 هر به ازای 1 ∈ 𝑉؛ 

0 ≤ 𝑘(𝑤) ≤ 𝑤و به ازای هر 1 ∈ 𝑌\𝑉  ؛𝑘(𝑤) = 𝑘که  واضح است .  0 ∈ 𝐵 پوشا بودن نگاشت .𝑇  از A به 𝐵  

𝑔 تابع کندمیایجاب ∈ A  که طوریوجود دارد به𝑇(𝑔) = 𝑘.  اگر𝑤 ∈ 𝑉،  آنگاه 

.|𝑇(𝑓𝑙)(𝑤)| + |𝑇(𝑔)(𝑤)| = |𝑇(𝑓𝑙)(𝑤)| + |𝑘(𝑤)| < 1 +  |𝑘(𝑤)| ≤ 1 + 1 = 2 

𝑤اگر  ∈ 𝑌\𝑉   آنگاه ، 

|𝑇(𝑓𝑙)(𝑤)| + |𝑇(𝑔)(𝑤)| = |𝑇(𝑓𝑙)(𝑤)| + |𝑘| = |𝑇(𝑓𝑙)(𝑤)| + 0 
                                                             < ‖𝑇(𝑓𝑙)‖𝑌 + 1 = ‖𝑓𝑙‖𝑋 + 1 = 1 + 1 = 2.           

𝑤پس به ازای هر  ∈ 𝑌  ؛|𝑇(𝑓𝑙)(𝑤)| + |𝑇(𝑔)(𝑤)| < پیوستگی و   (𝑌‚ 𝜌)در  𝑌توجه به فشردگی  بنابراین با. 1

|𝑇(𝑓𝑙)| مقدار -تابع حقیقی + |𝑇(𝑔)| بر 𝑌 گیریم نتیجه می‖ |𝑇(𝑓𝑙)| + |𝑇(𝑔)| ‖𝑌 <  کند که میاین ایجاب. 2

(2.3                     ) ‖ |𝑓𝑙| + |𝑔| ‖𝑋 < 2, 

𝑗؛ هر  ازایکه به با توجه به این جمعی در قدرمطلق است. ˗یگ نگاشت نرم  𝑇زیرا  ∈ {1‚ … ‚𝑛} ‖𝑓𝑗‖
𝑋

= ، به آسانی 1

𝑧هر توان نشان داد که به ازایمی ∈ 𝑋 ؛|𝑓(𝑧)| ≤ |𝑓𝑙(𝑧)|؛هر به ازای کند کهمی. این ایجاب𝑧 ∈ 𝑋 

|𝑓(𝑧)| + |𝑔(𝑧)| ≤  |𝑓𝑙(𝑧)| + |𝑔(𝑧)| ≤ ‖ |𝑓𝑙| + |𝑔| ‖𝑋 . 

𝑧هر  گیریم که به ازایه میجنتی  (2.3)بنابراین با توجه به  ∈ 𝑋 ؛ 

|𝑓(𝑧)| + |𝑔(𝑧)| < 2. 

 کند میایجاباین 

(2.4                     )‖ |𝑓| + |𝑔| ‖𝑋 < 2, 

|𝑓|فشرده است و  (𝑋‚ 𝑑)در  𝑋زیرا  + |𝑔|  پیوسته بر   مقدار -حقیقییک تابع𝑋  جمعی  ˗و نرم( 2.4)است. با توجه به

 گیریم، نتیجه می𝑇در قدرمطلق بودن 

(2.5            )‖ |𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)| ‖𝑌 < 2. 

 از طرف دیگر، 

‖ |𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)| ‖𝑌 ≥ |𝑇(𝑓)(𝑦)| + |𝑇(𝑔)(𝑦)| = 1 + |𝑘(𝑦)| 
= 1 + 1 = 2,           

⋂پس ادعای ما برقرار است. بنابراین تناقض دارد.( 2.5)که با  𝑀(𝑇(𝑓𝑗))𝑛
𝑗=1 .با توجه به خاصیت اشتراک  ناتهی است

ℎکه به ازای هر ست. از ایناناتهی   𝐴𝑥گیریم که متناهی نتیجه می ∈ 𝐵 ؛𝑀(ℎ)  یک زیرمجموعه𝜂˗ پایای 𝑌  است که
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 𝑌فشردگی  .است بسته ( 𝑌‚ 𝜌)است که در  𝑌 پایای ˗𝜂مجموعه یک زیر  𝐴𝑥گیریم نتیجه میبسته است،   ( 𝑌‚ 𝜌)در 

 شود.کامل می 4فشرده است. بنابراین اثبات گام  ( 𝑌‚ 𝜌)در 𝐴𝑥 کند میایجاب ( 𝑌‚ 𝜌)در 

𝑥 اگر  .5گام    ∈ 𝑋  و 𝐴𝑥 𝑤 𝑇(ℱ𝑥(𝐴))، آنگاه∋ ⊆ ℱ𝑤(𝐵).  

𝑥فرض کنیم برهان:   ∈ 𝑋  و𝐴𝑥 𝑤 ℱ𝑥(𝐴) 𝑓 فرض کنیم. برای اثبات حکم، ∋ 𝐴𝑥 𝑤 کهاین . از∋ شود نتیجه می ∋

𝑤 ∈ 𝑀(𝑇(𝑓)) .بنابراین|𝑇(𝑓)(𝑤)| = ‖𝑇(𝑓)‖𝑌 = ‖𝑓‖𝑋 = . پس یکنواخت است حافظ نرم 𝑇زیرا ، 1

𝑇(𝑓) ∈ ℱ𝑤(𝐵) شود.کامل می 5. بنابراین اثبات گام 

𝑦 اگر . 6گام    ∈ 𝑌  و 𝑥 ∈  𝐵𝑦 آنگاه ، 𝑇−1  (ℱ𝑦(𝐵)) ⊆ ℱ𝑥(𝐴). 

𝑦فرض کنیم برهان:   ∈ 𝑌 و 𝑥 ∈  𝐵𝑦  . ،کنیمض فربرای اثبات حکم 𝑓 ∈  𝑇−1 (ℱ𝑦(𝐵)) .صورت  این در𝑓 ∈ 𝐴  

𝑇(𝑓) و ∈ ℱ𝑦(𝐵) . بنابراین‖𝑇(𝑓)‖𝑌 = |𝑇(𝑓)(𝑦)| = 𝑓‖𝑋‖و  1 = |𝑓(𝑥)|   زیرا𝑥 ∈ 𝐵𝑦.  پس‖𝑓‖𝑋 =

|𝑓(𝑥)| = 𝑓 . بنابراین1 ∈ ℱ𝑥(𝐴) برقرار است. 6گام  و لذا 

𝑦 اگر .7گام   ∈ 𝑌  و 𝑥 ∈ 𝐵𝑦 ،آنگاه 𝑇(ℱ𝑥(𝐴)) ⊆ ℱ𝑦(𝐵). 

𝑦فرض کنیم  برهان: ∈ 𝑌  و 𝑥 ∈ 𝐵𝑦 .  همچنین فرض کنیم𝑓 ∈   ℱ𝑥(𝐴).  کندمیایجاب 4گام 𝐴𝑥   .ناتهی است

𝑤فرض کنیم  ∈ 𝐴𝑥  .صورت این در𝑤 ∈ 𝑌 5طبق گام  و، 𝑇(𝑓) ∈ ℱ𝑤(𝐵) .کنیم ادعا می𝑤𝜂 = 𝑦𝜂 .این غیردر-

𝑤𝜂صورت، واضح است که  ∩ 𝑦𝜂 = -که مجموعه دنکنمیایجاب ( 𝑌‚ 𝜌)متریک فشرده  فضای در 𝑤𝜂و  𝑦𝜂فشردگی  .∅

𝑦𝜂که طوریبه شوندیافت می ( 𝑌‚ 𝜌)فضای متریک  در  𝑊و   𝑉 پایای ˗𝜂های باز و  ⊆ 𝑉  و𝑤𝜂 ⊆ 𝑊  و. 𝑊 ∩

𝑉 = 𝑘تابع ، 1.2 لمطبق  ∅ ∈ Lip(𝑌‚ 𝜌‚ 𝜂)  به ازای هر   کهطوریبهوجود داردv ∈ 𝑌0،؛ ≤ 𝑘(v) ≤ 1   

 𝑘(𝑦) = 𝑘(𝜂(𝑦)) = vو به ازای هر 1 ∈ 𝑌\𝑉 ؛𝑘(v) = wکه پس با توجه به این .0 ∈ 𝑌\𝑉  گیریم نتیجه می

𝑘(w) = 𝑘که  واضح است. 0 ∈ ℱ𝑦(𝐵) .ییپوشا 𝑇: 𝐴 → 𝐵 کند که تابع میایجاب𝑔 ∈ 𝐴  که طوریبهوجود دارد

𝑇(𝑔) = 𝑘 . پس𝑇(𝑔) ∈ ℱ𝑦(𝐵)  و لذا𝑔 ∈ 𝑇−1 (ℱ𝑦(𝐵)) . کند میایجاب 6گام𝑔 ∈   ℱ𝑥(𝐴). ن یبا توجه به ا

𝑤  که ∈ A𝑥 کندمیایجاب 5، گام 𝑇(𝑔) ∈ ℱ𝑤(𝐵) . بنابراین‖𝑇(𝑔)‖𝑌 = |𝑇(𝑔)(𝑤)| = 𝑤 چون .1 ∈ 𝑊  و

𝑊 ∩ 𝑉 = 𝑤شود می نتیجه ∅ ∈ 𝑌\𝑉.  بنابراین𝑘(w) = 0 𝑇(𝑔)(𝑤) |𝑇(𝑔)(𝑤)|که با  = = تناقض  1

𝑤𝜂دارد. پس ادعای ما برقرار است، یعنی  = 𝑦𝜂 . بنابراین𝑇(𝑓) ∈ ℱ𝑦(𝐵).  پس𝑇(ℱ𝑥(𝐴)) ⊆ ℱ𝑦(𝐵). بنابراین 

 برقرار است. 7گام 

𝑦 اگر .8گام   ∈ 𝑌   و𝑥 ∈ 𝐵𝑦،  آنگاه 𝐵𝑦 = {𝑥‚ 𝜏(𝑥)}. 

𝑦فرض کنیم برهان:    ∈ 𝑌  و.𝑥 ∈ 𝐵𝑦 توجه با 𝜏˗ بودن  پایا𝐵𝑦 ،گیریم نتیجه می𝜏(𝑥) ∈ 𝐵𝑦 .بنابراین  

(2.6                )𝑥𝜏 = {𝑥‚ 𝜏(𝑥)} ⊆ 𝐵𝑦. 

𝑧فرض کنیم  ∈ 𝐵𝑦\{𝑥‚ 𝜏(𝑥)} .صورت در این𝑧 ∈ 𝐵𝑦 و 𝑧𝜏 ∩ 𝑥𝜏 =  𝑋از  𝑈 پایای ˗𝜏بنابراین یک زیرمجموعه . ∅

𝑥𝜏باز است،   (𝑋‚ 𝑑) شود که دریافت می ⊆ 𝑈   و𝑧𝜏 ⊆ 𝑋\𝑈تابع ، 1.2 لم . با توجه به𝑓𝑥 ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)  یافت
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𝑢که به ازای هر طوریشود بهمی ∈ 𝑋 0؛ ≤ 𝑓𝑥(𝑢) ≤ 1 ،𝑓𝑥(𝑥) = 𝑓𝑥(𝜏(𝑥)) = 𝑢و به ازای هر  1 ∈ 𝑋\𝑈 ؛

𝑓𝑥(𝑢) = 𝑓𝑥. واضح است که 0 ∈ ℱ𝑥(𝐴) .که با توجه به این𝑥 ∈ 𝐵𝑦 کند میایجاب 7، گام𝑇(𝑓𝑥) ∈ ℱ𝑦(𝐵) بنابراین .

𝑓𝑥 ∈ 𝑇−1(ℱ𝑦(𝐵)) . گیریم می نتیجه 6گام حال با توجه به𝑓𝑥 ∈ ℱ𝑧(𝐴)  زیرا𝑧 ∈ 𝐵𝑦 بنابراین .|𝑓𝑥(𝑧)| = و  1

𝑧لذا  ∉ 𝑋\𝑈  که با𝑧𝜏 ⊆ 𝑋\𝑈  تناقض دارد. پس 

(2.7                      )𝐵𝑦\{𝑥‚ 𝜏(𝑥)} = ∅. 

𝐵𝑦 {𝑥‚ 𝜏(𝑥)}  گیریمنتیجه می (2.7)و ( 2.6)با توجه به   شود.کامل می 8و اثبات گام  =

Φ: 𝑌𝜂نگاشت  که دهدما این اجازه را میبه  8گام  → 𝑋𝜏 صورت  را بهΦ(𝑦𝜂) = 𝑥𝜏  تعریف کنیم که در آن𝑦 ∈ 𝑌 

𝑥 و  ∈ 𝐵𝑦. 

Φ: 𝑌𝜂 نگاشت .9گام   → 𝑋𝜏 صورتتعریف شده به Φ(𝑦𝜂) = 𝑥𝜏 که در آن 𝑦 ∈ 𝑌 𝑥 ∈ 𝐵𝑦 دوسویی است. ، و  

𝑦‚ 𝑤یک به یک است. فرض کنیم  Φدهیم ابتدا نشان می برهان. ∈ 𝑌 که طوریبهΦ(𝑦𝜂) = Φ(𝑤𝜂).  فرض کنیم

ℎ ∈ ℱ𝑦(𝐵)که . از این𝑇: 𝐴 → 𝐵  ،تابع پوشا است𝑓 ∈ 𝐴 که طوریبه شودیافت می𝑇(𝑓) = ℎ. کندمیاین ایجاب 

𝑓که  ∈ 𝑇−1(ℱ𝑦(𝐵)).  فرض کنیم𝑥 ∈ 𝑋 که طوریبهΦ(𝑦𝜂) = 𝑥𝜏 طبق تعریف .Φ ،𝑥 ∈ 𝐵𝑦 . بنابراین با توجه

𝑓گیریم مینتیجه  6به گام  ∈ ℱ𝑥(𝐴). کهاز این = Φ(𝑤𝜂) 𝑥𝜏 گیریم نتیجه می𝑥 ∈ 𝐵𝑤. کهحال با توجه به این 

𝑓 ∈ ℱ𝑥(𝐴) کند میایجاب 7، گامℱ𝑤(𝐵)  .𝑇(𝑓) ℎپس  ∋ ∈ ℱ𝑤(𝐵)بنابراین . ℱ𝑦(𝐵) ⊆ ℱ𝑤(𝐵) با توجه . اینک

wηگیریم  نتیجه می 4.2 به لم = yη پس .Φ .یک به یک است 

𝑥است. فرض کنیم  پوشا Φ دهیمنشان می حال     ∈ 𝑋.  4طبق گام ،𝐴𝑥 .فرض کنیم  ناتهی است𝑦 ∈ 𝐴𝑥 و 

Φ(𝑦𝜂) = 𝑧𝜏  که𝑧 ∈ 𝑋 .صورت در این𝑧 ∈ 𝐵𝑦. فرض کنیم 𝑓 ∈ ℱ𝑥(𝐴) .که با توجه به این𝑦 ∈ 𝐴𝑥 5، گام 

𝑇(𝑓)کند میایجاب ∈ ℱ𝑦(𝐵)  و لذا𝑓 ∈ 𝑇−1(ℱ𝑦(𝐵)). که بنابراین از این𝑦 ∈ 𝑌  و،𝑧 ∈ 𝐵𝑦   داریم  6طبق گام

𝑓 ∈ ℱ𝑧(𝐴).  پس ℱ𝑥(𝐴) ⊆ ℱ𝑧(𝐴)  داریم 4.2 لمو لذا طبق 𝑥𝜏 = 𝑧𝜏. نابراین بΦ(yη) = 𝑥𝜏  و لذاΦ  .پوشا است

 .برقرار است 9پس گام 

𝑦فرض کنیم  .10گام   ∈ 𝑌، 𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂)، 𝑟 > 𝑓 و 0 ∈ 𝐴. صورتدر این 𝑓 ∈ 𝑟ℱ𝑥(𝐴) کهفقط و فقط وقتی  

𝑇(𝑓) ∈ 𝑟ℱ𝑦(𝐵). 

𝑓کنیم ابتدا فرض میبرهان:    ∈ 𝑟ℱ𝑥(𝐴) .تابع صورت در این 𝑔 ∈ ℱ𝑥(𝐴) که طوریشود بهیافت می𝑓 = 𝑟𝑔.  از

𝑥که این ∈ Φ(𝑦𝜂) شودنتیجه می 6، طبق گام 𝐵𝑦 = 𝑥𝜏  و لذا𝑥 ∈ 𝐵𝑦 . داریم 7طبق گام  پس 𝑇(𝑔) ∈ ℱ𝑦(𝐵). 

ℝ+˗  بودنهمگن 𝑇 کند میایجاب𝑇(𝑟𝑔) = 𝑟𝑇(𝑔) .بنابراین 𝑇(𝑓) = 𝑟𝑇(𝑔) . پس𝑇(𝑓) ∈ 𝑟ℱ𝑦(𝐵)  و لذا

 لزوم برقرار است.

𝑇(𝑓) کنیماینک فرض می    ∈ 𝑟ℱ𝑦(𝐵). بنابراین تابع 𝑘 ∈ ℱ𝑦(𝐵) که طوریبه شودیافت می𝑇(𝑓) = 𝑟𝑘 قرار .

𝑓𝑟م دهیمی =
1

𝑟
𝑓. صورت این در𝑓𝑟 ∈ 𝐴 با توجه به  وℝ+˗ بودن  همگن𝑇 داریم 

T(𝑓𝑟) = T (
1

𝑟
𝑓) =

1

𝑟
𝑇(𝑓) =

1

𝑟
𝑟𝑘 = 𝑘‚ 
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T(𝑓𝑟)کندمیابجکه ای ∈ ℱ𝑦(𝐵) علاوه، داریم . به 

‖𝑓𝑟‖𝑋 =
1

𝑟
‖𝑓‖𝑋 =

1

𝑟
‖𝑇(𝑓)‖𝑌 =

1

𝑟
 ‖𝑟𝑘‖𝑌 = ‖𝑘‖𝑌 = 1. 

|𝑓𝑟(𝑥)| کنیمادعا می = |𝑓𝑟(𝑥)| صورت. فرض کنیم چنین نباشد در این1 < |𝑓𝑟(𝑥)|زیرا  1 ≤ ‖𝑓𝑟‖𝑋 = . با 1

|𝑓𝑟(𝜏(𝑥))|توجه به  = |𝑓𝑟(𝑥)|  پیوستگیو 𝑓𝑟  در𝑥  و𝜏(𝑥) یک مجموعه گیریمنتیجه می 𝜏˗ پایای باز در (𝑋‚ 𝑑) 

𝑥 کهطوریبه شودیافت می 𝑈مانند  ∈ 𝑈 و به ازای هر 𝑧 ∈ 𝑈 ؛|𝑓𝑟(𝑧)| < در  𝑔𝑥 تابع ،1.2لم . با توجه به 1

Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) که به ازای هر طوریبه شودیافت می𝑧 ∈ 𝑋 0،؛ ≤ 𝑔𝑥(𝑧) ≤ 1 𝑔𝑥(𝑥) = 𝑔𝑥(𝜏(𝑥)) = و به  1

𝑧ازای هر  ∈ 𝑋\𝑈 ؛𝑔𝑥(𝑧) = 𝑔𝑥واضح است که  .0 ∈  ℱ𝑥(𝐴). چون 𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂) ، لذا Φ(𝑦𝜂) = 𝑥𝜏  و در

𝑥،نتیجه ∈ 𝐵𝑦   کندمیایجاب 7 گامبنابراین 𝑇(𝑔𝑥) ∈ ℱ𝑦(𝐵). اگر𝑧 ∈ 𝑈 آنگاه ، 

.|𝑓𝑟(𝑧)| + |𝑔𝑥(𝑧)| < 1 + |𝑔𝑥(𝑧)| ≤ 1 + 1 = 2 

𝑧اگر  ∈ 𝑋\𝑈 آنگاه ، 

.|𝑓𝑟(𝑧)| + |𝑔𝑥(𝑧)| = |𝑓𝑟(𝑧)| + 0 ≤ ‖𝑓𝑟‖𝑋 = 1 < 2 

𝑧به ازای هر  پس ∈ 𝑋 ؛|𝑓𝑟(𝑧)| + |𝑔𝑥(𝑧)| < |𝑓𝑟| مقدار ˗تابع حقیقی پیوستگی . بنابراین با توجه به2 + |𝑔𝑥|  بر

𝑋  و فشردگی𝑋  در(𝑋‚ 𝑑) داریم 

(2.8                        )‖ |𝑓𝑟| + |𝑔𝑥|‖𝑋 < 2. 

 گیریم جمعی در قدرمطلق است، نتیجه می ˗یک نگاشت نرم 𝑇که از این

(2.9                   )‖ |𝑇(𝑓𝑟)| + |𝑇(𝑔𝑥)|‖𝑌 = ‖ | 𝑓𝑟| + |𝑔𝑥|‖𝑋. 

 شود( نتیجه می2.9( و )2.8از )

(2.10                   )‖ |𝑇(𝑓𝑟)| + |𝑇(𝑔𝑥)|‖𝑌 < 2. 

𝑦چون   ∈ 𝑌  و‚ 𝑇(𝑔𝑥) ∈ ℱ𝑦(𝐵) 𝑇(𝑓𝑟) لذا داریم ، 

‖|𝑇(𝑓𝑟)| + |𝑇(𝑔𝑥)|‖𝑌 ≥ |𝑇(𝑓𝑟)(𝑦)| + |𝑇(𝑔𝑥)(𝑦)| = 1 + 1 = 2, 

𝑓𝑟تناقض دارد. پس ادعای ما برقرار است. بنابراین  (2.10)که با  ∈ ℱ𝑥(𝐴)  و لذا𝑓 ∈ 𝑟ℱ𝑥(𝐴) . پس کفایت برقرار است

 .شودکامل می 10اثبات گام  و

𝑦 اگر .11گام  ∈ 𝑌 و 𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂) ،آنگاه به ازای هر 𝑓 ∈ 𝐴؛ |𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝑥)|. 

𝑦فرض کنیم  برهان:  ∈ 𝑌 و𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂) .  اگر𝑓 = 0𝑋 داریم 1گام ، آنگاه طبق 𝑇(𝑓) = 0𝑌  و لذا 

.|𝑇(𝑓)(𝑦)| = |0𝑌(𝑦)| = |0| = |0𝑋(𝑥)| = |𝑓(𝑥)| 

𝑓 تابع فرض کنیم ∈ 𝐴\{0𝑋} کهطورییافت شود به |𝑇(𝑓)(𝑦)| ≠ |𝑓(𝑥)| .)یا  صورتایندر  )فرض خلف

|𝑓(𝑥)| < |𝑇(𝑓)(𝑦)|   یا|𝑇(𝑓)(𝑦)| < |𝑓(𝑥)| . 

|𝑓(𝑥)|کنیم فرض میابتدا     < |𝑇(𝑓)(𝑦)| .که این با توجه به𝑓 ∈ 𝐴\{0𝑋}داریم  5.2 ، طبق لم 

(2.11               )|𝑓(𝑥)| + ‖𝑓‖𝑋 = inf  {‖|𝑓| + |𝑔|‖𝑋: 𝑔 ∈ ‖𝑓‖𝑋ℱ𝑥(𝐴)}. 
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|𝑓(𝑥)|،چون  + ‖𝑓‖𝑋 < |𝑇(𝑓)(𝑦)| + ‖𝑓‖𝑋  ( تابع2.11) با توجه بهلذا 𝑔 ∈ ‖𝑓‖𝑋ℱ𝑥(𝐴) شود یافت می

 که طوریبه

(2.12                      )‖ |𝑓| + |𝑔| ‖𝑋 < |𝑇(𝑓)(𝑦)| + ‖𝑓‖𝑋 . 

𝑓‚ 𝑔در قدرمطلق است و جمعی  ˗نرم 𝑇که از این ∈ 𝐴داریم ، 

(2.13                     )‖|𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)|‖𝑌 = ‖|𝑓| + |𝑔|‖𝑋 . 

 شودنتیجه می( 2.12)و  (2.13)از 

(2.14                )‖ |𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)|‖𝑌 < |𝑇(𝑓)(𝑦)| + ‖𝑓‖𝑋 . 

𝑔با توجه به  ∈ ‖𝑓‖𝑋ℱ𝑥(𝐴) برای  10گام  و𝑟 = ‖𝑓‖𝑋، گیریم نتیجه می𝑇(𝑔) ∈ ‖𝑓‖𝑋ℱ𝑦(𝐵). 

|𝑇(𝑔)(𝑦)| کندمیاین ایجاب = ‖𝑓‖𝑋 .پس 

‖ |𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)|‖𝑌 ≥ |𝑇(𝑓)(𝑦)| + |𝑇(𝑔)(𝑦)| = |𝑇(𝑓)(𝑦)| + ‖𝑓‖𝑋 ‚ 

 تناقض دارد.( 2.14)که با 

|𝑇(𝑓)(𝑦)|کنیم میحال فرض     < |𝑓(𝑥)|چون . 𝑇  حافظ نرم یکنواخت است و،𝑓 ∈ 𝐴\{0𝑋}  داریملذا 

.‖𝑇𝑓‖𝑌 = ‖𝑓‖𝑋 > 0 

𝑇(𝑓)کند میاین ایجاب ∈ 𝐵\{0𝑌}.  داریم 5.2بنابراین با توجه به لم 

(2.15           )|𝑇(𝑓)(𝑦) | + ‖𝑇(𝑓)‖𝑌 = inf {‖|𝑇(𝑓)| + |𝑘|‖𝑌: 𝑘 ∈ ‖𝑇(𝑓)‖𝑌ℱ𝑦(𝐵)}. 

| 𝑇(𝑓)(𝑦)|،چون  + ‖𝑇(𝑓)‖𝑌 < |𝑓(𝑥)| + ‖𝑇(𝑓)‖𝑌  تابع (2.15)باتوجه به 𝑘 ∈ ‖𝑇(𝑓)‖𝑌ℱ𝑦(𝐵)  یافت

 که طوریشود بهمی

(2.16           )‖ |𝑇(𝑓)(𝑦) | + |𝑘| ‖𝑌 < |𝑓(𝑥)| + ‖𝑇(𝑓)‖𝑌. 

:𝑇پوشا بودن  𝐴 → 𝐵  و𝑘 ∈ B د تابع نکنمیایجاب𝑔 ∈ 𝐴 که طوریبه شودیافت می𝑘 = 𝑇(𝑔)که. با توجه به این 

𝑔 ∈ 𝐴 ،𝑦 ∈ 𝑌 ،𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂)  و𝑇(𝑔) ∈ ‖𝑇(𝑓)‖𝑌ℱ𝑦(𝐵)،  کند میایجاب 10گام𝑔 ∈ ‖𝑇(𝑓)‖𝑌ℱ𝑥(𝐴).  پس

𝑇(𝑓)‖𝑌‖با توجه به  = ‖𝑓‖𝑋 داریم 𝑔 ∈ ‖𝑓‖𝑋ℱ𝑥(𝐴)تابع  کندمی. این ایجاب𝑔𝑥 ∈ ℱ𝑥(𝐴) به شودیافت می

𝑔که طوری = ‖𝑓‖𝑋𝑔𝑥 .داریم پس ‖𝑔‖𝑋 = ‖𝑓‖𝑋  و|𝑔(𝑥)| = ‖𝑓‖𝑋.  بودنجمعی  ˗نرمبا توجه به  بنابراین،𝑇 

𝑘 = 𝑇(𝑔)  داریم( 2.16) و 

‖ |𝑓| + |𝑔| ‖𝑋 = ‖|𝑇(𝑓)| + |𝑘|‖𝑌 = ‖|𝑇(𝑓)| + |𝑇(𝑔)|‖𝑌 < |𝑓(𝑥)| + ‖𝑇(𝑓)‖𝑌 

                           = |𝑓(𝑥)| + ‖𝑓‖𝑋 = |𝑓(𝑥)| + |𝑔(𝑥)| ≤ ‖ |𝑓| + |𝑔| ‖𝑋 ‚ 

𝑓به ازای هر  که غیر ممکن است. بنابرابن ∈ 𝐴  داریم|𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝑥)|  شود.کامل می 11و اثبات گام 

|𝑇(1𝑋)|. 12 گام  = 1𝑌. 

𝑦 فرض کنیمبرهان:   ∈ 𝑌 .صورت این در𝑦𝜂 ∈ 𝑌𝜂 .دهیم قرار می 𝑥𝜏 = Φ(𝑦𝜂)  که𝑥 ∈ X پس .𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂)  و

  داریم 11گام  لذا طبق

.|𝑇(1𝑋)(𝑦)| = |1𝑋(𝑥)| = |1| = 1 
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|𝑇(1𝑋)(𝑦)|بنابراین  = 1𝑌(𝑦).   چون تساوی اخیر به ازای هر𝑦 ∈ 𝑌  برقرار است، لذا|𝑇(1𝑋)| = 1𝑌.  بنابراین

 برقرار است. 12گام 

:Ψ فرض کنیم .13گام   𝑌𝜂 → 𝑋𝜏  که به ازای هرطوریدوسویی باشد به یک نگاشت ،𝑓 ∈ 𝐴 𝑦 ∈ 𝑌 و 𝑥 ∈ Ψ(𝑦𝜂) 

|𝑇(𝑓)(𝑦)| باشیمداشته  = |𝑓(𝑥)| .صورت این درΨ = Φ  بر𝑌𝜂. 

𝑦فرض کنیم برهان:  ∈ 𝑌دهیم. قرار می𝑥𝜏 = Ψ(𝑦𝜂)   که𝑥 ∈ 𝑋 چون .𝑦 ∈ 𝑌 فرض کنیم ،𝑓 ∈ 𝐴 که طوریبه

𝑇(𝑓) ∈ ℱ𝑦(𝐵) تابع  2. توجه داریم که طبق گام𝑓 صورتاین دردارد.  واجد خاصیت مذکور وجود 

(2.17                      )‖𝑇(𝑓)‖𝑌 = |𝑇(𝑓)(𝑦)| = 1. 

𝑦  کهایناز  ∈ 𝑌، 𝑥 ∈ Ψ(𝑦𝜂)  و𝑓 ∈ 𝐴 ،طبق فرض داریم 

(2.18                  )|𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝑥)|. 

 بنابراین حافظ نرم یکنواخت است. 𝑇، 1با توجه به گام 

(2.19                       )‖𝑇(𝑓)‖𝑌 = ‖𝑓‖𝑋 . 

𝑓‖𝑋‖گیریم نتیجه می (2.18)و ( 2.17) ،(2.19) با توجه به = |𝑓(𝑥)|.  بنابراین𝑥 ∈ Μ(𝑓)ایم . پس نشان داده𝑥  به

𝑇(𝑓)هایی تعلق دارد که Μ(𝑓)اشتراک همه  ∈ ℱ𝑦(𝐵) تعریف .𝐵𝑦 کند میایجاب𝑥 ∈ 𝐵𝑦 8با توجه به گام . حال 

𝐵𝑦 داریم = 𝑥𝜏. با توجه به تعریف  بنابراینΦ داریم Φ(𝑦𝜂) = 𝑥𝜏 از .𝑥 ∈ Ψ(𝑦𝜂)  و دوسویی بودنΨ شود نتیجه می

Ψ(𝑦𝜂) = 𝑥𝜏  پسΨ(𝑦𝜂) = Φ(𝑦𝜂) .که تساوی اخیر به ازای هر این با توجه به𝑦 ∈ 𝑌 شود برقرار است، نتیجه می

Ψ = Φ  بر𝑌𝜂. شود.برقرار است و اثبات قضیه کامل می 13 بنابراین گام 

در قدرمطلق بین جبرهای حقیقی جمعی  ˗همگن نرم ˗+ℝهای پوشای ساختار نگاشت 6.2اینک با استفاده از قضیه    

ها عملگرهای ترکیبی موزون در قدرمطلق دهیم این نگاشتکنیم و نشان میفضای متریک فشرده را تعیین میلیپشیتس بر 

 هستند.

:𝑇 و فضاهای متریک فشرده باشند (𝑌‚ 𝜌)و  (𝑋‚ 𝑑) فرض کنیم. 7.2قضیه  Lipℝ(𝑋‚ 𝑑) → Lipℝ(𝑌‚ 𝜌) یک 

|𝑇(1𝑋) | صورتدر قدرمطلق باشد. در اینجمعی ̠ همگن نرم̠ +ℝ نگاشت پوشای = 1𝑌 لیپشیتس و یک همسانریختی 

φ  از (𝑌‚ 𝜌)   به(𝑋‚ 𝑑) که به ازای هرطوریشود بهیافت می 𝑓 ∈ Lipℝ(𝑋‚ 𝑑) و 𝑦 ∈ 𝑌 ؛ 

.|𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝜑)(𝑦)| 

:𝜏فرض کنیم برهان:  𝑋 → 𝑋 نگاشت همانی بر خود𝑋  و𝜂: 𝑌 → 𝑌 همانی بر  نگاشتدخو𝑌 صورت این باشند. در𝜏 

Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)است،  (𝑋‚ 𝑑)یک برگشت لیپشیتس بر  = Lipℝ(𝑋‚ 𝑑) ،𝜂  یک برگشت لیپشیتس بر(𝑌‚ 𝜌)  است و

Lip(𝑌‚ 𝜌‚ 𝜂) = Lipℝ(𝑌‚ 𝜌). پس 𝑇 یک نگاشت پوشایℝ+˗ در قدرمطلق از جمعی  ˗همگن نرمLip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) 

|𝑇(1𝑋)|کند میایجاب 6.2 است. قضیه Lip(𝑌‚𝜌‚𝜂)به  = 1𝑌 یکتای دوسویی و Φ ∶ 𝑌𝜂 → 𝑋𝜏 شود بهیافت می-

𝑦 اگر  کهطوری ∈ 𝑌  و𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂) به ازای هر ، آنگاه𝑓 ∈ Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) ؛|𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝑥)|. 

𝑦 کند اگرمی ایجاب 𝑋بر  𝜏نگاشت همانی بودن خود ∈ 𝑌  و𝑥𝜏 = Φ(𝑦𝜂) که 𝑥 ∈ 𝑋آنگاه داریم ، 

 [
 D

ow
nl

oa
de

d 
fr

om
 m

m
r.

kh
u.

ac
.ir

 o
n 

20
25

-0
6-

08
 ]

 

                            19 / 23

https://mmr.khu.ac.ir/article-1-3376-fa.html


 
 

 1403چهارم، ، شماره دهم دوره ،های ریاضیپژوهش

 

 

96 

.Φ(𝑦𝜂) = {𝑥‚ 𝜏(𝑥)} = {𝑥} 

𝜑(𝑦)صورت را به 𝑋به  𝑌از  𝜑نگاشت  حال = 𝑥 کنیم که در آن تعریف می𝑦 ∈ 𝑌 و  𝑥  تنها عضوΦ(𝑦𝜂)  .است

𝑦بنابراین به ازای هر  ∈ 𝑌 هر و𝑓 ∈ Lipℝ(𝑋‚ 𝑑)  داریم 

.|𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝜑(𝑦))| 

𝑦‚ 𝑤 است. فرض کنیم یک به یک 𝜑 کنیم کهثابت میاینک      ∈ 𝑌 که طوریبه𝜑(𝑦) = 𝜑(𝑤) .داریم صورتاین در 

{𝜑(𝑦)} = {𝜑(𝑤)} . با توجه به تعریف بنابراین𝜑 داریم Φ(𝑦𝜂) =  Φ(𝑤𝜂) کند میایجاب. این 𝑤𝜂 = 𝑦𝜂زیرا 

 Φپس. یک به یک است {𝑦} = {𝑤} ،است 𝑌 تابع همانی بر 𝜂 بنابراین .زیرا 𝑦 =  𝑤 لذا و 𝜑  .یک به یک است 

𝑥فرض کنیم ، 𝜑برای اثبات پوشا بودن     ∈ 𝑋 .صورت این در{𝑥} = 𝑥𝜏 ∈ 𝑋𝜏.  پوشا بودن Φ ∶ 𝑌𝜂 → 𝑋𝜏 ایجاب

𝑦کند می ∈ 𝑌 که طوریبهشود می یافت𝑥𝜏 = Φ(𝑦𝜂) حال با توجه به همانی بودن .𝜏   بر𝑋  داریم {𝑥} = Φ(𝑦𝜂) .

𝑥کند میایجاب  𝜑تعریف = 𝜑 (𝑦).  بنابراین𝜑 .پوشا است 

𝑦، است. فرض کنیم (𝑋‚ 𝑑) به (𝑌‚ 𝜌) ازیک نگاشت پیوسته  𝜑دهیم نشان میحال    ∈ 𝑌 کنیمثابت می 𝜑  در𝑦 

:𝑓𝜑(𝑦)نگاشت  .پیوسته است 𝑋 → ℂ کنیمزیر تعریف می صورترا به 

.𝑓𝜑(𝑦)(𝑧) = 𝑑(𝑧‚ 𝜑(𝑦))            (𝑧 ∈ 𝑋) 

𝑓𝜑(𝑦)شود به آسانی دیده می  ∈ Lipℝ(𝑋‚ 𝑑) و 𝑓𝜑(𝑦)(𝜑(𝑦)) = 𝑦. چون 0 ∈ 𝑌  و𝑓𝜑(𝑦) ∈ Lipℝ(𝑋‚ 𝑑) لذا ،

 داریم

.|𝑇(𝑓𝜑(𝑦))(𝑦)| = |𝑓𝜑(𝑦)(𝜑(𝑦))| = |0| = 0 

𝑇(𝑓𝜑(𝑦))(𝑦)پس  = 𝜀فرض کنیم . 0 > کند عدد حقیقی میایجاب 𝑦در  𝑇(𝑓𝜑(𝑦))انتخاب شده باشد. پیوستگی  0

𝑤که به ازای هر طوریبهوجود دارد  𝛿مثبتی مانند  ∈ 𝑌  اگر𝜌(𝑤‚ 𝑦) < 𝛿 آنگاه 

.|𝑇(𝑓𝜑(𝑦))(𝑤) − 𝑇(𝑓𝜑(𝑦))(𝑦)| < 𝜀 

𝑤فرض کنیم  ∈ 𝑌 که طوریبه𝜌(𝑤‚ 𝑦) < 𝛿. صورتاین در 

(2.20                 )|𝑇(𝑓𝜑(𝑦))(𝑤) − 𝑇(𝑓𝜑(𝑦))(𝑦)| <  𝜀. 

𝑇(𝑓𝜑(𝑦))(𝑦)از  =  شود کهنتیجه می (2.20)و  0

(2.21                            )|𝑇(𝑓𝜑(𝑦))(𝑤)| < 𝜀. 

 داریم ،از طرف دیگر

(2.22          )|𝑇(𝑓𝜑(𝑦))(𝑤)| = |𝑓𝜑(𝑦)(𝜑(𝑤))|. 

|𝑓𝜑(𝑦)(𝜑(𝑤))|شود نتیجه می (2.21)و  (2.22)از  < 𝜀  و لذا 

.𝑑(𝜑(𝑤)‚ 𝜑(𝑦)) = |𝑑(𝜑(𝑤)‚ 𝜑(𝑦))| = |𝑓𝜑(𝑦)(𝜑(𝑤))| < 𝜀 

𝑦پیوسته است. چون  𝑦در  𝜑 پس  ∈ 𝑌  دلخواه فرض شده بود، لذا𝜑  یک نگاشت پیوسته از(𝑌‚ 𝜌)  به(𝑋‚ 𝑑) .است 
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:𝜑فضای متریک فشرده است و  یک (𝑌‚ 𝜌)که از این  𝑌 → X یک نگاشت دوسویی است که از (𝑌‚ 𝜌)  به(𝑋‚ 𝑑) 

:𝜑−1شود که پیوسته است، نتیجه می 𝑋 → 𝑌  یک نگاشت پیوسته از(𝑋‚ 𝑑) به (𝑌‚ 𝜌) .است 

:𝜑 دهیماینک نشان می    𝑌 → 𝑋  یک نگاشت لیپشیتس از(𝑌‚ 𝜌)  به(𝑋‚ 𝑑) طبق  فرض کنیم چنین نباشد.. است

[4‚  Lemma 2.3] ،های دنباله{𝑦𝑛}𝑛=1
𝑛=1{𝑤𝑛}و ∞

𝑓و تابع  𝑦مانند  𝑌، عضوی از 𝑌در  ∞ ∈ Lipℝ(𝑌‚ 𝜌)  یافت

𝑛که به ازای هر طوریشوند بهمی ∈ ℕ ؛𝑦𝑛 ≠ 𝑤𝑛 ،lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑤𝑛 = 𝑦 در فضای متریک (𝑌‚ 𝜌)  به ازای و

𝑛هر  ∈ ℕ ؛ 𝑓(𝜑(𝑤𝑛)) = 0، 𝑓(𝜑(𝑦𝑛)) = 𝑑(𝜑(𝑦𝑛)‚ 𝜑(𝑤𝑛))  و 

𝑛 <
 𝑑(𝜑(𝑦𝑛)‚ 𝜑(𝑤𝑛))

𝜌(𝑦𝑛‚ 𝑤𝑛)
.                                        

𝑛بنابراین به ازای هر  ∈ ℕ  داریم 

ℒ(𝑌‚ 𝜌)(𝑇(𝑓)) ≥
|𝑇(𝑓)(𝑦𝑛) − 𝑇(𝑓)(𝑤𝑛)|

𝜌(𝑦𝑛 ‚𝑤𝑛)
 

                         ≥
|𝑇(𝑓)(𝑦𝑛)| − |𝑇(𝑓)(𝑤𝑛)|

𝜌(𝑦𝑛‚ 𝑤𝑛)
 

                         =
|𝑓(𝜑(𝑦𝑛))| − |𝑓(𝜑(𝑤𝑛))|

𝜌(𝑦𝑛‚ 𝑤𝑛)
  

                         =
| 𝑑(𝜑(𝑦𝑛)‚ 𝜑(𝑤𝑛))| − |0|

𝜌(𝑦𝑛‚ 𝑤𝑛)
 

                         =
𝑑(𝜑(𝑦𝑛)‚ 𝜑(𝑤𝑛))

𝜌(𝑦𝑛‚ 𝑤𝑛)
 

> 𝑛.                     

𝑇(𝑓)با  این ∈ Lipℝ(𝑌‚ 𝜌)  تناقض دارد. پس𝜑  یک نگاشت لیپشیتس از(𝑌‚ 𝜌)  به(𝑋‚ 𝑑) .است 

:𝜑−1دهیم حال نشان می   𝑋 → 𝑌  یک نگاشت لیپشیتس از(𝑌‚ 𝜌)  به(𝑋‚ 𝑑)  .طبق فرض کنیم چنین نباشد. است

[4‚  Lemma 2.3] ،های دنباله{𝑥𝑛}𝑛=1
𝑛=1{𝑧𝑛}و  ∞

ℎ تابع و 𝑥 مانند 𝑋عضوی از ، 𝑋در  ∞ ∈ Lipℝ(𝑌‚ 𝜌)  یافت

𝑛هر  ازای که بهطوریشوند بهمی ∈ ℕ؛ 𝑥𝑛 ≠ 𝑧𝑛 ، lim
𝑛→∞

𝑑(𝑥𝑛‚ 𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑑(𝑧𝑛‚ 𝑥) = 0 

𝑛؛و به ازای هر  ∈ ℕ ℎ(𝜑−1(𝑥𝑛)) = 𝜌(𝜑−1(𝑥𝑛)‚ 𝜑−1(𝑧𝑛))، ℎ(𝜑−1(𝑧𝑛)) =  و 0

𝜌(𝜑−1(𝑥𝑛)‚ 𝜑−1(𝑧𝑛))

𝑑(𝑥𝑛‚ 𝑧𝑛)
> 𝑛. 

:𝑇 نگاشت پوشا بودن Lipℝ(𝑋‚ 𝑑) → Lipℝ(𝑌‚ 𝜌) تابع  کندمیایجاب𝑓 ∈ Lipℝ(𝑋‚ 𝑑) طوریشود بهیافت می 

𝑇(𝑓)که = ℎ  . حال به ازای هر𝑛 ∈ ℕ داریم 

ℒ(𝑋‚ 𝑑)(𝑓) ≥
|𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑧𝑛)|

𝑑(𝑥𝑛‚ 𝑧𝑛)
≥

|𝑓(𝑥𝑛)| − |𝑓(𝑧𝑛)|

𝑑(𝑥𝑛‚ 𝑧𝑛)
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                          =  
|𝑓 (𝜑(𝜑−1(𝑥𝑛)))| − |𝑓 (𝜑(𝜑−1(𝑧𝑛)))|

𝑑(𝑥𝑛‚ 𝑧𝑛)
   

                    =
|𝑇(𝑓)(𝜑−1(𝑥𝑛))| − |𝑇(𝑓)(𝜑−1(𝑧𝑛))|

𝑑(𝑥𝑛‚ 𝑧𝑛)
  

        =
|ℎ(𝜑−1(𝑥𝑛))| − |ℎ(𝜑−1(𝑧𝑛))|

𝑑(𝑥𝑛‚ 𝑧𝑛)
   

   =
|𝜌(𝜑−1(𝑥𝑛)‚ 𝜑−1(𝑧𝑛)| − |0|

𝑑(𝑥𝑛‚ 𝑧𝑛)
 

 =
𝜌(𝜑−1(𝑥𝑛)‚ 𝜑−1(𝑧𝑛)

𝑑(𝑥𝑛‚ 𝑧𝑛)
                 

                                                                                    . > 𝑛      

𝑓با  این ∈ Lipℝ(𝑋‚ 𝑑)  .پستناقض دارد 𝜑−1  یک نگاشت لیپشیتس از(𝑋‚ 𝑑) به (𝑌‚ 𝜌) .بنابراین است 𝜑  یک

 شود.است و اثبات کامل می (𝑋‚ 𝑑)به  (𝑌‚ 𝜌)همسانریختی لیپشیتس از 

:𝜏فضاهای متریک فشرده باشند،  (𝑌‚ 𝜌)و  (𝑋‚ 𝑑)فرض کنیم . 8.2 تعریف 𝑋 → 𝑋  یک برگشت لیپشیتس بر(𝑋‚ 𝑑) 

:𝜂 و 𝑌 → 𝑌  یک برگشت لیپشیتس بر(𝑌‚ 𝜌)  باشند. همچنین فرض کنیم𝐴 جبر حقیقی یک زیر𝐶(𝑋‚ 𝜏)   باشد که

:𝑇است و  Lip(𝑌‚ 𝜌‚ 𝜂)باشد که شامل  𝐶(𝑌‚ 𝜌)جبر حقیقی یک زیر  𝐵است،   Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)شامل  𝐴 → 𝐵  یک

:Φ، دوسویی یکتای  6.2مطلق باشد. با توجه به قضیه در قدرجمعی  ˗همگن نرم ˗+ℝنگاشت پوشای  𝑌𝜂 → 𝑋𝜏  وجود

𝑓که به ازای هر طوریدارد به ∈ 𝐴 ،𝑦 ∈ 𝑌  و𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂) ؛|𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝑥)| نگاشت .Φ  واجد خاصیت فوق

 نامیم.می 𝑋𝜏به  𝑌𝜂از  𝑇را نگاشت دوسویی وابسته به 

 آوریم.نتیجه زیر را بدست می 6.2اینک با استفاده از قضیه   

:𝜏، ودهفضاهای متریک ب (𝑌‚ 𝜌)و  (𝑋‚ 𝑑) فرض کنیم .9.2 قضیه 𝑋 → 𝑋  یک برگشت لیپشیتس بر(𝑋‚ 𝑑) و 

𝜂: 𝑌 → 𝑌  یک برگشت لیپشیتس بر (𝑌‚ 𝜌) ،باشند 𝐴 یک زیرجبر 𝐶(𝑋‚ 𝜏) که شامل باشد Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏) و است 

𝐵 جبریک زیر 𝐶(𝑌‚ 𝜌) باشد که شامل Lip(𝑌‚ 𝜌‚ 𝜂) فرض کنیم  . همچنیناست𝑇: 𝐴 → 𝐵  یک نگاشت پوشای

ℝ+˗ و  مطلق باشدقدرجمعی در  ˗همگن نرم Φ: 𝑌𝜂 → 𝑋𝜏  نگاشت دوسویی وابسته به 𝑇 به علاوه فرض کینم  . بهباشد

𝑓 ازای هر ∈ 𝐴 داشته باشیم 𝑇(1𝑋 + 𝑓) = 1𝑌 + 𝑇(𝑓). اگر 𝑦 ∈ 𝑌 و 𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂)آنگاه به ازای هر ، 𝑓 ∈ 𝐴؛ 

𝑇(𝑓)(𝑦) = 𝑓(𝑥) یا 𝑇(𝑓)(𝑦) = 𝑓(𝜏(𝑥)) = 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ 𝑦 ، اگربالاخص. ̅̅ ∈ 𝑌  و𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂)به ازای هر ، آنگاه 

𝑇(𝑓)(𝑦)داریم  Lip(𝑋‚ 𝑑‚ 𝜏)در  𝑓 مقدار ˗تابع حقیقی = 𝑓(𝑥). 

𝑦فرض کنیم برهان:  ∈ 𝑌  و 𝑥 ∈ Φ(𝑦𝜂) .به ازای هر ، 6.2 طبق قضیه𝑔 ∈ 𝐴 داریم 

(2.23                       )|𝑇(𝑔)(𝑦)| = |𝑔(𝑥)|. 

𝑓فرض کنیم  ∈ 𝐴. 1صورت در این𝑋 + 𝑓 ∈ 𝐴 . برای  (2.23)بنابراین با توجه به𝑔 = 1𝑋 + 𝑓 داریم 

(2.24                )|𝑇(1𝑋 + 𝑓)(𝑦) | = |(1𝑋 + 𝑓)(𝑥)| = |1 + 𝑓(𝑥)|. 
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𝑇(1𝑋 داریم با توجه به فرض ،از طرف دیگر  + 𝑓) = 1𝑌 + 𝑇(𝑓) . بنابراین 

(2.25           )|1 + 𝑇(𝑓)(𝑦)| = |(1𝑌 + 𝑇(𝑓))(𝑦)| = |𝑇(1𝑋 + 𝑓)(𝑦)|. 

  شودیجه میتن (2.25)و  (2.24از )

(2.26                          )|1 + 𝑇(𝑓)(𝑦)| = |1 + 𝑓(𝑥)|. 

𝑔، برای (2.23)از طرف دیگر با توجه به  = 𝑓 داریم 

(2.27                                         )|𝑇(𝑓)(𝑦)| = |𝑓(𝑥)|. 

𝑓(𝑥) ‚که از این ∈ ℂ 𝑇(𝑓)(𝑦)گیریم که به آسانی نتیجه می( 2.27( و )2.26) ، با توجه به𝑇(𝑓)(𝑦) = 𝑓(𝑥)  یا 

𝑇(𝑓)(𝑦) = 𝑓(𝑥)̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑓(𝜏(𝑥)).  کند.را کامل میاثبات این 
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