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Introduction 

In last decades, the study of algebraic structures associated with combinatorial 

objects and structures has extensively attracted researchers all over the world. 

Among them, one can mention binomial edge ideals of graphs which were 

introduced by Herzog et al. in [9] as well as Ohtani in [16] independently. 

Based on the importance of determinantal ideals in commutative algebra and 

algebraic geometry, binomial edge ideals have become highly interesting and 

popular among many researchers from commutative algebra community. 

Later, some variations of such ideals were considered and one of them is the 

main object of this article. 

Materical and Methods 

Let 𝐺 be a simple graph, i.e., a graph with no loops and multiple edges, with 

the vertex set 𝑉(𝐺)  =  {1, . . . , 𝑛} and the edge set 𝐸(𝐺). On the other hand, 

let 𝐾 be a field and 𝑆 = 𝐾[𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 , 𝑦1, . . . , 𝑦𝑛] be the polynomial ring with 

2𝑛 variables over 𝐾. Then the binomial edge ideal of G, denoted by 𝐽𝐺, is 

defined as 

𝐽𝐺 = (𝑓𝑖𝑗|{𝑖, 𝑗} ∈ 𝐸(𝐺),1 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛), 

where 𝑓𝑖𝑗 = 𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖 . 

Many of algebraic and homological properties of 𝐽𝐺 were investigated by 

several authors, see for example [1-3], [5], [6], [8], [10], [12], [14], [18-22] 

and [24]. In 2014,  Ene et al. in [7]  introduced a generalization of binomial 

edge deals. Let 𝐺1 and 𝐺2 be two graphs such that 𝑉(𝐺1) = {1, . . . , 𝑚} and 

𝑉(𝐺2) = {1, . . . , 𝑛}. Also, suppose that  𝑋 =  (𝑥𝑖𝑗)  is an (𝑚 × 𝑛)-matrix of 

variables 𝑥𝑖𝑗  with 𝑚, 𝑛 ≥ 2.  Let 𝑆 =  𝐾[𝑋] be the polynomial ring over 𝐾 

with variables 𝑥𝑖𝑗 , and let 𝑝𝑒,𝑓 = 𝑥𝑖𝑡𝑥𝑗𝑙 − 𝑥𝑖𝑙𝑥𝑗𝑡  in which 𝑒 = {𝑖, 𝑗} and 𝑓 =

{𝑡, 𝑙} with 𝑖 < 𝑗 and 𝑡 < 𝑙. The binomial edge ideal of the pair of graphs 

(𝐺1, 𝐺2) is then denoted by 𝐽𝐺1,𝐺2
 and defined as 

𝐽𝐺1,𝐺2
= (𝑃𝑒,𝑓|𝑒 ∈ 𝐸(𝐺1), 𝑓 ∈ 𝐸(𝐺2)). 

Several Properties of  𝐽𝐺1,𝐺2
  were considered in [7], [13] and [23].  

In case one of the graphs 𝐺1 or 𝐺2, say 𝐺1, is a complete graph, the 

corresponding ideal is called the generalized binomial edge ideal of 𝐺2. To see 

some results about these types of ideals see for example [4], [15], [17] and 

[25]. In this paper, our focus is on this class of binomial ideals for graphs 

obtained by corona product of two other graphs. Let 𝐺 and 𝐻 be two graphs. 
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Then the corona product 𝐻 ⊙ 𝐺 is the graph obtained from the graph 𝐻 and 

|𝑉(𝐻)| copies of the graph 𝐺 such that if we denote the copy of 𝐺 

corresponding to 𝑣 ∈ 𝑉(𝐻) by 𝐺𝑣 , then all vertices of 𝐺𝑣  are adjacent to 𝐻. 

We are interested in some important invariants such as the height and the Krull 

dimension. Therefore, we need to use the minimal prime ideals of generalized 

binomial edge ideals.  

Results and discussion 

Let 𝐻 and 𝐻′ be two connected graphs with 𝑉(𝐻) ⋂ 𝑉(𝐻′) = ∅. Let ∅ ≠ 𝑇 ⊆
𝑉(𝐻), and for each 𝑣 ∈ 𝑇, let  𝑇𝑣 ∈ 𝒞(𝐻′𝑣) where if 𝑁𝐻(𝑣) ⊆ 𝑇, then 𝑇𝑣 ≠ ∅. 

Then we say that the sets 𝑇 and 𝑇𝑣 for any 𝑣 ∈ 𝑇, satisfies the property 𝒫. This 

description plays an important role in determining minimal prime ideals of the 

generalized binomial edge ideal of a graph. Indeed, the main step for us is to 

determine the minimal prime ideals of 𝐽𝐾𝑚,𝐺 in terms of the sets satisfying the 

above property.  Then we are able to compute the height of 𝐽𝐾𝑚,𝐺  as well as 

the Krull dimension of 
𝑆

𝐽𝐾𝑚,𝐺
. These computations are useful to study 

unmixedness and Cohen-Macaulayness of such ideals and rings. 

Conclusion 

Based on recognizing the minimal prime ideals of 𝐽𝐾𝑚,𝐻⊙ 𝐻′ for two 𝐻 and 𝐻′, 

we can compute the height and the Krull dimension of  
𝑆

𝐽𝐾𝑚,𝐻⊙ 𝐻′
 in terms of 

the  corresponding invariant of the prime ideals 𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐻) and 𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐻′). 

Although the aforementioned formulas are explicit, by adding certain 

conditions to the underlying graphs, like unmixedness or completeness, we 

get simpler formulas to compute those invariants. 
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 مقدمه. 1

 نیطور گسترده مورد توجه محققبه ،یاتیبیترک یو ساختارها اءیوابسته به اش یجبر یساختارها یمطالعه ریاخ یهادهه در

ها اشاره کرد که توسط وابسته به گراف یادوجمله یالی یهاالدهیبه ا توانیم  ان،یم نیقرار گرفته است. از ا ایسراسر دن

 یهاالدهیا تیشدند. با توجه به اهم یطور مستقل و جداگانه معرفبه [16] در ی[ و اوهتان9گ و همکارانش در ]وهرز

جبر  یشاخه نیاز محقق یاریها توجه بسگراف یادوجمله یالی یهاالدهیا ،یو هندسه جبر ییجادر جبر جابه ینانیدترم

گراف ساده با مجموعه رئوس   کی 𝐺 دیکن ضفر ها،الدهیرده از ا نیا قیدق فیتعر یرا به خود جلب نمود. برا ییجاجابه

𝑉(𝐺) = {1, . . . , 𝑛}  یهاالیو مجموعه 𝐸(𝐺) .ل چندگانه، یااست که  یگراف ساده، گراف  کی منظور از نجایدر ا باشد

  و                دانیم کی  𝐾 دیها، ساده هستند. حال فرض کنگراف یمقاله، همه نیطوقه ندارد. در سراسر ا دار وجهت الی

𝑅 = 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛, 𝑦1, … , 𝑦𝑛] 2با  هایاچند جمله یحلقه کی𝑛  یادوجمله یالی الدهیصورت، ا نی. در اشدبا ریمتغ 

 :شودیم فیتعر ریصورت زبه شود،یداده م شینما  𝐽𝐺 که با 𝐺وابسته به گراف 

𝐽𝐺 = (𝑓𝑖𝑗|{𝑖, 𝑗} ∈  𝐸(𝐺), 1 ≤  𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛), 

𝑓𝑖𝑗در آن،  که = 𝑥𝑖𝑦𝑗 − 𝑥𝑗𝑦𝑖. است که اگر  روشن𝐺  گراف کامل𝑛 یرأس 𝐾𝑛 ( رئوس آن  یکه همه یگراف یعنیباشد

 الدهیا کیاست که  ریز سیاز ماتر 2 زیاز سا یکهادها یشده توسط همه دیتول الدهیا 𝐽𝐺به هم متصل هستند(، آنگاه 

 :است که خواص آن شناخته شده است ینانیدترم

[
𝑥1 𝑥2 ⋯ 𝑥𝑛

𝑦1 𝑦2
⋯ 𝑦𝑛

]. 

 یها در دو دههاز گراف یمشهور یهارده یبرا ای 𝐺گراف دلخواه  یبرا 𝐽𝐺 الدهیا یکیو همولوژ یاز خواص جبر یاریبس

مربوط  یاتیبیو ترک یگراف یهایژگیخواص، برحسب و نیغالباً آن بوده است که ا طور کلی وبه اند و هدف،مطالعه شده ریاخ

اشاره  [24]و  [22-18]، [14]، [12]، [10]، [8]، [6]، [5]، [3-1] مراجعبه  توانیمثال، م یباشند. برا انیقابل ب 𝐺به 

 نمود.

  یادوجمله یالی الدهیرا تحت عنوان ا یادوجمله یالی یهاالدهیاز ا یمی[ تعم7نه و همکارانش در ]اِ، 2014سال  در

  دیفرض کن ها،الدهیرده از ا نیا قیدق فیتعر یآن  پرداختند. برا یهایژگیو یبرخ یکردند و به بررس یجفت گراف معرف کی

𝐺1  و 𝐺2 هک یطوردو گراف باشند به 𝑉(𝐺1) = {1, . . . , 𝑚}   و𝑉(𝐺2) = {1, . . . , 𝑛}دیعلاوه فرض کن. به 𝑋 =

(𝑥𝑖𝑗) سیماتر کی 𝑚 × 𝑛 یرهایاز متغ 𝑥𝑖𝑗   باشد و𝑚, 𝑛 ≥ 𝑆.  اگر 2 = 𝐾[𝑋] دانیم یرو هایاچندجمله یحلقه𝐾 

 شودیم فیتعر ریصورت زبه 𝑆در  𝑝𝑒,𝑓 یاباشد، آنگاه دوجمله 𝑋 سیماتر یرهایو با متغ

𝑝𝑒,𝑓 = 𝑥𝑖𝑡𝑥𝑗𝑙 − 𝑥𝑖𝑙𝑥𝑗𝑡 , 

𝑒در آن  که = {𝑖, 𝑗} ،𝑓 = {𝑡, 𝑙} ،𝑖 < 𝑗  و𝑡 < 𝑙. 
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,𝐺1) جفت گراف  یادوجمله یالی الدهیا ،حال 𝐺2) که با𝐽𝐺1,𝐺2
 :شودیم فیتعر ریصورت زبه شود،یداده م شینما 

𝐽𝐺1,𝐺2
= (𝑝𝑒,𝑓|𝑒 ∈ 𝐸(𝐺1), 𝑓 ∈ 𝐸(𝐺2)). 

  𝑓 الیستون متناظر با  و از دو 𝐺1در  𝑒 الیاست که از دو سطر متناظر با  𝑋 سیاز ماتر  2 زیکهاد از سا کی 𝑝𝑒,𝑓واقع،  در

 حاصل شده است. 𝐺2 در

 [13]، [7]اند، مانند قرار گرفته یمورد بررس یدر مقالات زین هاالدهیرده از ا نیا یکیو همولوژ یجبر یهایژگیو یبرخ

از  یکیکه  ینبوده است، در حالت یادوجمله یالی یهاالدهیا یمطالعه یمطالعه تا کنون به گستردگ نیا چه[. اگر23و ]

صورت گرفته است. بدون  یجبر یهایژگیرصد کردن و یبرا یشتریب یهاتلاش ،، گراف کامل باشد𝐺2 ای  𝐺1 یهاگراف

باشد،  یرأس 𝑛  یگراف 𝐺اگر   ،صورت نیباشد. در ا  𝐾𝑚 یرأس 𝑚گراف کامل  𝐺1  دیمسئله، فرض کن تیکاستن از کل

است که اگر  ضح. واشودیم دهینام افتهیمیتعم یادوجمله یالی الدهیا ،𝑆 یهایادر حلقه چندجمله  𝐽𝐾𝑚,𝐺  الدهیآنگاه ا

𝑚 = مثال  یبرا الدهیا نیا یهایژگیاز و یخواهد بود. برخ 𝐺گراف  یبرا یادوجمله یالی الدهیهمان ا ال،دهیا نی، آنگاه ا2

 ییافتهتعمیم یادوجمله یالی یهاالدهیا یرو میما قصد دار زیمقاله ن نیاند. در ا[ مطالعه شده25و ] [17]، [15]، [4]در 

و  ازهاینشیپ یبرخ یپس از معرف تر،قیطور دق. بهمییها را مطالعه نماآن یجبر یهایژگیاز و یو برخ مییها تمرکز نماگراف

گراف  یرا برا افتهیمیتعم یادوجمله یالی الدهیهستند، ا ازیمقاله مورد ن یگراف که در ادامه یهیاز جبر و نظر هاینمادگذار

به  ها،الدهیا نیا مالینیاول م یهاالدهیا یاتیبیترک فیاز توص فاده. با استمیینمایم یها بررسگراف یحاصل از ضرب کورونا

 هیاول یهاگراف وابسته به  یهاالدهیها برحسب اآن یخارج قسمت یبُعد کرول حلقه نیها و همچنارتفاع آن یمحاسبه

 نیا یبرا ترحیصر ییهاشرکت کننده در ضرب کورونا، به فرمول یهاگراف یرو یطیعلاوه، با افزودن شرا. بهمیپردازیم

  رسیم.یم یجبر یناورداها

 

 هایو نمادگذار هاازینشیپ یبرخ. ۲

 𝑉(𝐺)گراف با مجموعه رئوس  کی  𝐺 دیها ساده هستند. فرض کنهمه گراف نجایکه در بخش قبل اشاره شد، در ا طورهمان

𝑣،اگر  .باشد  𝐸(𝐺) هایالیو مجموعه  ∈ 𝑉(𝐺) رأس  یهاهیهمسا یآنگاه مجموعه 𝑣 را با نماد𝑁𝐺(𝑣)  میدهیم شینما 

 :میداردر واقع و 

𝑁𝐺(𝑣) = {𝑤 ∈ 𝐺|{𝑣, 𝑤} ∈ 𝐸(𝐺)}. 

 شینما  �̃�با نماد  یگراف را گاه نی. امیریرا در نظر بگ 𝑉(𝐺) رئوس مجموعه یگراف کامل رو که لازم است یادامه، گاه در

 .میدهیم

𝑇 دیکن فرض ⊆ [𝑛]. منظور از  ،صورت نیدر ا𝐺 − 𝑇 است که از حذف رئوس  یگراف𝑇   متصل به آن رئوس از  یهاالیو

𝐺  ب،یترت نیا به .دیآیدست مبه 𝐺گراف  − 𝑇 یبرا ییالقا رگرافیز کی 𝐺  اگر  ،یاست. در حالت کل𝑊 ⊆ 𝑉(𝐺) آنگاه ،
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رئوس آن  یعهوکه مجم  𝐺از  یرگرافیعبارت است از ز م،یدهیم شینما 𝐺𝑊با نماد آن را که  𝑊 یرو 𝐺 ییالقا رگرافیز

𝑊   است و دو رأس از𝑊  در𝐺𝑊  هرگاه در  به هم متصل هستند𝐺  نیبه هم متصل باشند. بنابرا زین 𝐺 − 𝑇 = 𝐺𝑉(𝐺)\𝑇. 

گراف حاصل را  یهمبند یهالفهو، تعداد م 𝐺هرگاه حذف آن از   م،ییگو یرا برش  𝐺رأس از گراف  کیکه  دیاوریخاطر ب به

 دهد. شیافزا 𝐺نسبت به 

𝑖هر  یاست، هرگاه برا یرأس برش تیخاص یدارا 𝐺 یبرا 𝑇 مییگو حال، ∈ 𝑇 رأس ،𝑖 گراف یبرا یرأس برش کی 

𝐺(𝑉(𝐺)\𝑇)⋃{𝑖} میدهیعلاوه،  قرار مباشد. به: 

𝒞(𝐺) = {∅}⋃ {𝑇| است 𝐺 دارای خاصیت رأس برشی برای 𝑇}. 

𝐺  یهمبند یهالفهوم دیکن فرض − 𝑇 صورت ، به𝐺1, … , 𝐺𝑐𝐺(𝑇) و  باشند𝑚 ≥  :میدهیباشد. قرار م حیصح یعدد 2

𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐺) = (𝑥𝑖𝑗|(𝑖, 𝑗) ∈ [𝑚] × 𝑇) + 𝐽𝑘𝑚,�̃�1
+ ⋯ + 𝐽𝑘𝑚,�̃�𝑐𝐺(𝑇)

 

[𝑚]  در آن که = {1, . . . , 𝑚}که  دید توانیم ی. به سادگ𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐺)  اول شامل  الدهیا𝐽𝐾𝑚,𝐺  [ نشان 17است. در ]

,𝑃𝑇(𝐾𝑚به فرم   قاًیدق𝐽𝐾𝑚,𝐺  مالینیاول م یهاالدهیداده است که ا 𝐺)  هستند که𝑇 ∈ 𝒞(𝐺)  میعلاوه دارو به: 

𝐽𝐾𝑚,𝐺 = ⋂ 𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐺)

𝑇∈𝒞(𝐺)

. 

𝐼که اگر  میکنیم یادآوری ⊆ 𝑆 آنگاه ارتفاع ،𝐼 با  نجایکه آن را در اht 𝐼 عبارت است از م،یدهیم شینما 

ht 𝐼 = min {ht 𝑃|است 𝐼 یک ایدهال اول مینیمال 𝑃}, 

علاوه، بُعد کرول به و
𝑆

𝐼
 عبارت است از: 

dim 
𝑆

𝐼
= 𝑚𝑛 − ht 𝐼. 

 (:دینی[ را بب11)] میینمایوجود دارد که به آن اشاره م ینانیدترم یهاالدهیدر مورد ارتفاع ا دیو مف کیکلاس یاجهینت

𝐼𝑡(𝑋)اگر . 1 لم ⊆ 𝑆  زیاز سا یکهادها یشده توسط همه دیتول الدهیا 𝑡  باشد که𝑡 ≥  :می، آنگاه دار2

ht 𝐼𝑡(𝑋) = (𝑚 − 𝑡 + 1)(𝑛 − 𝑡 + 1). 

 یعنی ،است  𝐺رئوس گراف  یمناسب برا یرهایبا متغ هایاچندجمله یحلقه یعیطور طببه ،𝑆𝐺سراسر مقاله، منظور از  در

 است. 𝑚تا  1ها از اول آن سیاند و هستند  𝐺ها متناظر با رئوس گراف دوم آن سیکه اند ییرهایآن متغ

 :میهمبند باشد، آنگاه دار یگراف  𝐺است که اگر  روشن
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𝑃𝜙(𝐾𝑚, 𝐺) = 𝐽𝐾𝑚,𝐾𝑛
= 𝐼2(𝑋). 

 :می، دار1طبق لم  نیبنابرا

ℎ𝑡 𝑃𝜙(𝐾𝑚, 𝐺) = ℎ𝑡 𝐽𝐾𝑚,𝐾𝑛
= (𝑚 − 1)(𝑛 − 1).                                        (1) 

𝐽𝐾𝑚,�̃�𝑖با توجه به ساختار   جه،ینت در
 :میباشد، دار یرأس 𝑛𝑖 ها، 𝐺𝑖از   کیهر  نکهی، با فرض ا𝑖هر  یبرا  

ℎ𝑡𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐺) = 𝑚|𝑇|

+ ∑ ℎ𝑡𝐽𝐾𝑚,�̃�𝑖
= 𝑚|𝑇| +

𝑐𝐺(𝑇)

𝑖=1

∑ (𝑚 − 1)(𝑛𝑖 − 1)

𝑐𝐺(𝑇)

𝑖=1

                                           

= 𝑚|𝑇| + (𝑚 − 1)(𝑛 − |𝑇| − 𝑐𝐺(𝑇))

= (𝑚 − 1)(𝑛 − 𝑐𝐺(𝑇)) + |𝑇|.                 (2) 

 

 ضرب کورونای دو گراف. حاصل3

𝐻ضرب کورونای دو گراف باشند. در این صورت حاصل 𝐺و  𝐻فرض کنید  ⊙ 𝐺   از𝐻  و𝐺  عبارت است از گرافی که از

𝑣آید. با این ترتیب که اگر کپی متناظر با رأس دست میبه  𝐺کپی از گراف  |𝑉(𝐻)|  و تعداد 𝐻گراف  ∈ 𝑉(𝐻)   از

𝐻کنیم.  به این ترتیب، گراف  وصل می 𝑣را به رأس  𝐺𝑣رئوس  یبنامیم، آنگاه همه  𝐺𝑣را   𝐺گراف   ⊙ 𝐺   دارای

|𝑉(𝐻)| + |𝑉(𝐻)||𝑉(𝐺)|  .رأس است 

𝐻فرض کنید  .1مثال  = 𝐾3  و𝐺 = 𝑃3 ،ضرب د. در این صورت حاصلرأسی باشن 3ترتیب یک مثلث و یک مسیر به

𝐻کورونای  ⊙ 𝐺  است. 1، به صورت شکل 

 

 

 

 

𝑲𝟑 گراف .1شکل  ⊙ 𝑷𝟑. 

ضرب مهم است. برای های شرکت کننده در حاصلضرب کرونای دو گراف، روشن است که ترتیب گراف. از تعریف حاصلتذکر

را ببینید. برای  2تغییر دهیم، گراف حاصل متفاوت خواهد بود. شکل  1را در مثال  𝑃3و   𝐾3های ترتیب گراف چنانچهمثال، 

𝐾3مثال،  ⊙ 𝑃3   دارد، در حالی که  2رئوسی از درجه𝑃3 ⊙ 𝐾3 نیست. 2 یدارای هیچ رأسی از درجه 
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𝑷𝟑 گراف .۲شکل  ⊙ 𝑲𝟑. 

 

 یافتهای تعمیمال یالی دوجملهعد ایدهارتفاع و بُ .4

ضرب کورونای دو گراف، ابتدا حاصل ییافتهتعمیمای ال یالی دوجملههای اول مینیمال ایدهالبرای توصیف ترکیبیاتی ایده

 کنیم.یادآوری می  [13]را از  𝒫تعریف خاصیت 

𝑉(𝐻)طوری که به دو گراف همبند باشند ′𝐻و 𝐻 فرض کنید       ∩ 𝑉(𝐻′) = ∅. حال، فرض کنید ∅ ≠ 𝑇 ⊆ 𝑉(𝐻) 

𝑣و برای هر ∈ 𝑇 ،یمجموعهزیر 𝑇𝑣  از𝑉(𝐻𝑣
′ 𝑇𝑣ه را به این صورت در نظر بگیرید ک ( ∈ 𝒞(𝐻𝑣

′  علاوه، اگرو به (

𝑁𝐻(𝑣) ⊆ 𝑇  آنگاه بتوان نتیجه گرفت که ،𝑇𝑣 ≠ 𝑣برای هر   𝑇𝑣و  𝑇های . در این صورت، گوییم که مجموعه∅ ∈ 𝑇 ،

 کنند. صدق می 𝒫در خاصیت 

ضرب کورونای دو گراف همبند در های با خاصیت رأس برشی برای حاصل، مجموعه 𝒫با استفاده از تعبیر خاصیت        

 اند.طور کامل مشخص شدهبه [13]زیر در  یگزاره

𝑉(𝐻)طوری که  دو گراف همبند باشند، به  ′𝐻و  𝐻فرض کنید  .1گزاره  ∩ 𝑉(𝐻′) =  :داریم ،. در این صورت∅

𝒞(𝐻 ⊙ 𝐻′) = {∅} ∪ {𝑇 ∪ (⋃ 𝑇𝑣

𝑣∈𝑇

) 𝑣 در خاصیت 𝒫 صدق میکنند : ∈ 𝑇 برای هر 𝑇𝑣 و 𝑇}. 

,𝑃𝑇(𝐾𝑚های به فرم  الدانیم ایدهاز آنجایی که می 𝐻 ⊙ 𝐻′)   که𝑇 ∈ 𝒞(𝐻 ⊙ 𝐻′)ال های اول مینیمال ایدهال، ایده

𝐽𝐾𝑚,𝐻⊙𝐻′  ییافتهای تعمیمال یالی دوجملهعد ایدهتوانیم ارتفاع و بُهستند، اکنون می 𝐻 ⊙ 𝐻′ های الرا برحسب ایده

 طور دقیق تعیین نماییم. به ′𝐻و  𝐻 یهیافتای تعمیمیالی دوجمله

𝑉(𝐻)طوری که  بهرأس باشند  𝑛2گرافی همبند با   ′𝐻رأس و  𝑛1گرافی همبند با  𝐻فرض کنید  .۲گزاره ∩ 𝑉(𝐻′) =

 :. در این صورت، داریم∅

ℎ𝑡 𝐽𝐾𝑚,𝐻⊙𝐻′ = min {ℎ𝑡𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐻) + ∑ ℎ𝑡𝑃𝑇𝑣
(𝐾𝑚, 𝐻𝑣

′ )

𝑣∈𝑇

+ 𝑛2(𝑚 − 1)(𝑛1 − |𝑇|),

(𝑚 − 1)(𝑛1 + 𝑛1𝑛2 − 1): 𝑣 در خاصیت 𝒫 صدق میکنند ∈ 𝑇 برای هر 𝑇𝑣  .{𝑇 و 
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 دانیم که اثبات. می

ℎ𝑡 𝐽𝐾𝑚,𝐻⊙𝐻′ =  min{ℎ𝑡𝑃𝑈(𝐾𝑚, 𝐻 ⊙ 𝐻′): 𝑈 ∈ 𝒞(𝐻 ⊙ 𝐻′)}. 

𝑈حال، اگر  ∈ 𝒞(𝐻 ⊙ 𝐻′) 1، آنگاه طبق گزاره ،𝑈 = 𝑈یا    ∅ = 𝑇 ∪ (⋃ 𝑇𝑣𝑣∈𝑇 𝑣برای هر   𝑇𝑣و  𝑇که    ( ∈ 𝑇 ،

𝑈کنند. اگر صدق می 𝒫 در خاصیت =  :(، داریم1، آنگاه طبق رابطه  )∅

                                      (3)   ℎ𝑡 𝑃𝑈(𝑘𝑚, 𝐻 ⊙ 𝐻′) = (𝑚 − 1)(𝑛1 + 𝑛1𝑛2 − 1). 

𝑈اگر  = 𝑇 ∪ (⋃ 𝑇𝑣𝑣∈𝑇 𝑣برای هر   𝑇𝑣و  𝑇که   ( ∈ 𝑇 در خاصیت ،𝒫  (، داریم:2کنند، آنگاه طبق رابطه )صدق می 

           (4)  ℎ𝑡  𝑃𝑈(𝐾𝑚, 𝐻 ⊙ 𝐻′) = (𝑚 − 1)(𝑛1 + 𝑛1𝑛2 − 𝑐𝐻⊙𝐻′(𝑈)) + |𝑈|. 

 از طرفی، داریم:

𝑐𝐻⊙𝐻′(𝑈) = 𝑐𝐻(𝑇) + ∑ 𝑐𝐻𝑣
(𝑇𝑣)𝑣∈𝑇 ,                                                     (5)   

𝐻را از  𝑇زیرا اگر مجموعه رئوس  ⊙ 𝐻′  حذف کنیم، آنگاه به اجتماع مجزای گراف(𝐻 − 𝑇) ⊙ 𝐻′  و𝑛1 − |𝑇|  تا

𝐻رسیم که در آن، می ′𝐻کپی از − 𝑇    گرافی با𝑐𝐻(𝑇)  همبندی است. حال، اگر برای هر  یمولفه𝑣 ∈ 𝑇ی، مجموعه 

𝑐𝐻𝑣ها به  حذف کنیم، از هر یک از آن ′𝐻هایرا از هر یک از کپی 𝑇𝑣رئوس 
(𝑇𝑣) رسیم.همبندی می یمولفه 

|𝑈|حال، با توجه به اینکه   = |𝑇| + ∑ |𝑇𝑣|𝑣∈𝑇( داریم:4( در رابطه )5، با جایگذاری رابطه ،) 

ℎ𝑡𝑃𝑈(𝐾𝑚, 𝐻 ⊙ 𝐻′) = (𝑚 − 1)(𝑛1 − 𝑐𝐻(𝑇)) + |𝑇| + (𝑚 − 1)(|𝑇|𝑛2 − ∑ 𝑐𝐻𝑣
(𝑇𝑣)

𝑣∈𝑇

) 

                                      + ∑|𝑇𝑣| + 𝑛2(𝑚 − 1)(𝑛1 − |𝑇|).                                                          (6)

𝑣∈𝑇

 

 دانیم کهاما می

ℎ𝑡 𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐻) = (𝑚 − 1)(𝑛1 − 𝑐𝐻(𝑇)) + |𝑇|, 

 و همچنین

ℎ𝑡 𝑃𝑇𝑣
(𝐾𝑚, 𝐻𝑣

′ ) = (𝑚 − 1) (𝑛2 − 𝑐𝐻𝑣
(𝑇𝑣)) + |𝑇𝑣|. 

 ( داریم: 6اخیر در رابطه ) یدر نتیجه، با جایگذاری دو رابطه

ℎ𝑡𝑃𝑈(𝐾𝑚, 𝐻 ⊙ 𝐻′)

= ℎ𝑡𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐻) + ∑ ℎ𝑡

𝑣∈𝑇

𝑃𝑇𝑣
(𝐾𝑚, 𝐻𝑣) + 𝑛2(𝑚 − 1)(𝑛1 − |𝑇|).               (7) 
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                             ∎رسیم.     می  ′ℎ𝑡 𝐽𝐾𝑚,𝐻⊙𝐻مطلوب برای  ی( به نتیجه7( و )3بنابراین، با استفاده از روابط )

:𝐾[𝐺]دهیم   ، قرار می𝐺برای سادگی برای هر گراف   =
𝑆𝐺

𝐽𝐾𝑚,𝐺
. 

𝑉(𝐻)طوری که   بهرأس باشند  𝑛2گرافی همبند با   ′𝐻رأس و 𝑛1ند با بگرافی هم 𝐻فرض کنید  .1نتیجه  ∩ 𝑉(𝐻′) =

 داریم: ،. در این صورت∅

𝑑𝑖𝑚𝐾[𝐻 ⊙ 𝐻′] = max {dim
𝑆𝐻

𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐻)
+ ∑ dim

𝑆𝐻𝑣
′

𝑃𝑇𝑣
(𝐾𝑚, 𝐻𝑣

′ )
𝑣∈𝑇

+ 𝑛2(𝑛1 − |𝑇|), 

                             𝑛1 + 𝑛1𝑛2 + 𝑚 − 1: 𝑣 در خاصیت 𝒫 صدق میکنند ∈ 𝑇 برای هر 𝑇𝑣 و 𝑇}. 

 اثبات. از آنجایی که 

dim 𝐾[𝑥𝑖𝑗: (𝑖, 𝑗) ∈ [𝑚] × 𝑉(𝐻 ⊙ 𝐻′)] = 𝑚(𝑛1 + 𝑛1𝑛2), 

 داریم:

dim 𝐾[𝐻 ⊙ 𝐻′] = 𝑚(𝑛1 + 𝑛1𝑛2) − ℎ𝑡 𝐽𝐾𝑚,𝐻⊙𝐻′ . 

 شود، زیرا داریم:مورد نظر حاصل می ی، نتیجه2بنابراین، طبق گزاره 

dim
𝑆𝐻

𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐻)
= 𝑚𝑛1 − ℎ𝑡𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐻), 

𝑣و برای هر  ∈ 𝑇، 

dim
𝑆𝐻𝑣

′

𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐻𝑣
′ )

= 𝑚𝑛2 − ℎ𝑡𝑃𝑇𝑣
(𝐾𝑚, 𝐻𝑣

′ ), 

 داریم: وضوحو نهایتاً، به

𝑛2𝑚(𝑛1 − |𝑇|) − 𝑛2(𝑚 − 1)(𝑛1 − |𝑇|) = 𝑛2(𝑛1 − |𝑇|). 

∎ 

با هم برابر باشند.  𝐼های اول مینیمال الایده یرا نامخلوط گوییم، هرگاه ارتفاع همه 𝑆از حلقه  𝐼ال کنیم که ایدهیادآوری می

 ، داریم:[13]در  2.3با استفاده از گزاره 

,𝑚فرض کنید  .3گزاره  𝑛  طوری که  اعدادی صحیح باشند به𝑛 ≥ 𝑚 ≥ رأسی و همبند باشد، آنگاه  𝑛گرافی   𝐺. اگر 2

 های زیر معادل هستند:گزاره
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1) 𝐽𝐾𝑚,𝐺  نامخلوط است؛ 

𝑇برای هر (  2       ∈ 𝒞(𝐺) داریم ،𝑐𝐺(𝑇)(𝑚 − 1) − |𝑇| = 𝑚 − 𝐽𝐾𝑚,𝐾𝑛به ویژه،  . 1
 نامخلوط است. 

,𝑛1طوری که رأسی باشد، به 𝑛2 گرافی همبند  ′𝐻رأسی و  𝑛1گرافی کامل  𝐻فرض کنید  .۲نتیجه  𝑛2 ≥ 𝑚 ≥ و    2

𝐽𝐾𝑚,𝐻′   نامخلوط است. در این صورت 

dim 𝐾[𝐻 ⊙ 𝐻′] = max{
𝑆𝐻𝑣

′

𝑃𝑇𝑣
(𝐾𝑚, 𝐻𝑣

′ )
+ 𝑛1 + 𝑛1𝑛2 + 𝑚 − 1 − |𝑇|(𝑛2 + 1): 

𝑣 در خاصیت 𝒫 صدق میکنند ∈ 𝑇 برای هر 𝑇𝑣 و 𝑇}. 

𝑚در حالت خاص، اگر  =  ، آنگاه 2

dim 𝐾[𝐻 ⊙ 𝐻′] = 𝑛1 + 𝑛1𝑛2 + 1. 

∅اثبات. برای   ≠ 𝑇 ⊆ 𝑉(𝐻)   و𝑇𝑣   برای هر𝑣 ∈ 𝑇 که در خاصیت 𝒫 د، داریم:نکنصدق می 

dim 
𝑆𝐻

𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐻)
+ ∑ dim

𝑆𝐻𝑣
′

𝑃𝑇𝑣
(𝐾𝑚, 𝐻𝑣

′ )
𝑣∈𝑇

 + 𝑛2(𝑛1 − |𝑇|)   

= (𝑛1 + (𝑚 − 1)𝑐𝐻(𝑇) − |𝑇|) + (|𝑇|𝑛2 + (𝑚 − 1) ∑ 𝑐𝐻′
𝑣

𝑣∈𝑇

(𝑇𝑣)

− ∑|𝑇𝑣|

𝑣∈𝑇

+ 𝑛2(𝑛1 − |𝑇|) = 𝑛1 + 𝑛1𝑛2 + 𝑚 − 1 − |𝑇| + |𝑇|(𝑚 − 1), 

𝐽𝐾𝑚,𝐻𝑣و فرض نامخلوط بودن  3که آخرین جمعوند با استفاده از گزاره 
𝑣برای هر  ′ ∈ 𝑇 شود. در ، در عبارت بالا ظاهر می

 نتیجه، داریم:

dim
𝑆𝐻

𝑃𝑇(𝐾𝑚, 𝐻)
+ ∑ dim

𝑆𝐻𝑣
′

𝑃𝑇𝑣
(𝐾𝑚, Hv

′ )
+ 𝑛2(𝑛1 − |𝑇|) =

𝑣∈𝑇

𝑛1 + 𝑛1𝑛2 + 𝑚 − 1

+ |𝑇|(𝑚 − 2) 

                                                                                                       ≥ 𝑛1 + 𝑛1𝑛2 + 𝑚 − 1, 

𝑚 زیرا ≥  ∎ آید.دست میو از محاسبات بالا، حکم به 1. بنابراین طبق نتیجه 2

𝑛1 فرض کنید  .3نتیجه  ≥ 𝑚 ≥ 𝑛2و 2 ≥ 𝑚 + گرافی باشد که از  𝐺علاوه، فرض کنید به .اعدادی صحیح باشند  1

𝐾𝑛1چسباندن هر یک از رئوس گراف کامل 
𝐾𝑛2به یک کپی از گراف کامل   

 دست آمده باشد. در این صورت، داریم:به 

dim 𝐾[𝐺] = 𝑛1(𝑚 − 1) + 𝑛1𝑛2 + 1. 
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𝑚در حالت خاص، اگر  = dim 𝐾[𝐺]، آنگاه 2 = 𝑛1 + 𝑛1𝑛2 + 1. 

𝐻ضرب کورونای توان حاصلرا می 𝐺کنیم که اثبات. ابتدا توجه می = 𝐾𝑛1
′𝐻و    = 𝐾𝑛1−1 یعنی ،𝐻 ⊙ 𝐻′  در نظر

∅گرفت. حال، فرض کنید   ≠ 𝑇 ⊆ 𝑉(𝐻). 

𝑇𝑣 کامل است، اگر  ′𝐻چون  ∈ 𝒞(𝐻′) ،نگاهآ  𝑇𝑣 = 𝑣، برای هر 𝑇𝑣  و  𝑇. حال اگر ∅ ∈ 𝑇 دارای ،𝒫    باشند، آنگاه

𝑇 ⊂ 𝑉(𝐻)  ،زیرا در غیر این صورت ،𝑁𝐻(𝑣) = 𝑉(𝐻) − {𝑣} ⊆ 𝑇    و باید داشته باشیم𝑇𝑣 ≠ که غیرممکن  ∅

 ، یعنی2است. پس با توجه به در نظر گرفتن بیشترین مقدار در نتیجه 

max{𝑛1 + 𝑛1𝑛2 + 𝑚 − 1 + |𝑇|(𝑚 − 2}: ∅ ≠ 𝑇 ⊂ 𝑉(𝐻)}, 

|𝑇|باید  = 𝑛1 −  را نظر بگیریم و در نتیجه، داریم:  1

dim 𝐾[𝐺] = dim[𝐻 ⊙ 𝐻′] = 𝑛1 + 𝑛1𝑛2 + 𝑚 − 1 + (𝑛1 − 1)(𝑚 − 2)

= 𝑛1 + 𝑛1𝑛2 + (𝑚 − 2)(𝑛1 − 1 + 1) + 1 = 𝑛1(𝑚 − 1) + 𝑛1𝑛2 + 1, 

 ∎ شود.و حکم اثبات می
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