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Introduction 

Let 𝐺 be a finite simple graph with 𝑛 vertices, and let 𝑆 = 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] be the 

polynomial ring over a field 𝐾. The edge ideal of 𝐺 is a squarefree monomial 

ideal of 𝑆 defined as 𝐼(𝐺) = (𝑥𝑖𝑥𝑗:  {𝑥𝑖 , 𝑥𝑗} is an edge of 𝐺 ). Edge ideals, 

first introduced by Villarreal in [10], serve as a bridge between commutative 

algebra and combinatorics, allowing for algebraic properties of ideals to be 

explored using combinatorial tools. Since the introduction of this concept the 

study of these ideals has increasingly drawn the attention of researchers. The 

most significant aspect lies in correlating the algebraic properties and 

invariants of these ideals into combinatorial invariants of the underlying 

graph, and vice versa. In this context, investigating the behaviour of powers 

of these ideals and understanding their connection to the structure of the 

underlying graph is of particular importance and interest. One of such 

problems is exploring the behaviour of the depth function of the ideal. For a 

graded ideal 𝐼 in the polynomial ring 𝑆 over a field, the depth function of the 

ideal 𝐼 is defined as f(k) = depth(
S

Ik).  The significance of this topic is rooted 

in a beautiful result by Brodmann [1], which states that the function 𝑓 

stabilizes. Identifying the final value of this function, as well as examining the 

behaviour of 𝑓 for smaller values of  𝑘  (i.e., the behaviour of the initial powers 

of the ideal) has been studied in numerous papers (see [2,3,4,6,7,8,9,10] and 

the reference therein). When 𝐼 is the edge ideal of a graph 𝐺, the aim is to find 

properties of the graph 𝐺 that correspond to properties of the depth function. 

Even in this case, the behaviour of the initial powers of the ideal can be 

complex. Herzog and Hibi [5] classified edge ideals of graphs whose second 

power has depth zero and showed that such a property for depth can be 

interpreted purely combinatorial. Specifically, they proved that the second 

power of the edge ideal of a graph 𝐺 has depth zero if and only if 𝐺 is a 

connected graph with a dominating induced cycle of length 3. In this paper, 

inspired by the work of Herzog and Hibi we study the third power of edge 

ideals of graphs and provide a combinatorial classification of edge ideals 

whose third powers have depth zero. 

 

Material and Methods 

 To characterize the edge ideals I(G) with depth (
S

I(G)3) = 0 we need to 

classify graphs 𝐺 for which the ring  
S

I(G)3  has a nonzero socle element. First, 

we show that the existence of some dominating induced subgraphs in 𝐺 imply 
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the existence of nonzero socle elements in the ring  
S

I(G)3. On the other hand, 

using the fact that a nonzero monomial which is a socle element of a power of 

a squarefree monomial ideal, has a bounded component vector we show that 

if the socle of  
S

I(G)3  is nonzero, then 𝐺 has dominating induced subgraphs of 

particular form.   

  

Results and discussion 

We give a characterization for the family of graphs whose edge ideals have 

third powers of depth zero. More precisely, for a finite simple graph G with 

the edge ideal I(G), we show that the following conditions are equivalent. 

1. depth(
S

I(G)3) = 0. 

2. G has a dominating induced subgraph 𝐻 of one of the 

following forms  

 

 A cycle of length three. 

 A disjoint union of two cycles of length 

three. 

 𝐻 consists of two cycles of length three 

glued in one  

 A graph on five vertices with a cycle of 

length five. 

 A connected graph on four vertices which 

contains a cycle of length three. 

This result in particular demonstrates that if the second power of the edge ideal 

of a graph has depth zero, then the third power also has depth zero. 

 

 Conclusion 

A combinatorial description for the edge ideals I(G) of finite simple graphs G 

with depth (
S

I(G)3) = 0 is presented. 

 
How to cite: Moradi, Somayeh. (2025). Depth of the third power of edge ideals of graphs. Mathematical Researches, 11 

(1), 72 – 84. 
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  های کلیدی:واژه

 ، آل یالی گرافایده

  ،عمق

 .آلهای یک ایدهتوان

 

آل هایی که عمق توان دوم ایدهم. گرافپردازیها میآل یالی گرافدر این مقاله به مطالعه عمق توان سوم ایده

هایی بندی گرافاند. در این مقاله به دستهبندی شده[ دسته5یالی آنها صفر است توسط هرزوگ و هیبی در ]

 آل یالی آنها صفر است.پردازیم که عمق توان سوم ایدهمی

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 .84 – 72 (،1) 11، های ریاضیپژوهش. هاگراف آل یالیعمق توان سوم ایده(. 1404) مرادی، سمیه: استناد
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 مقدمه

آل ها را از رخی ایدهها ابزاری است که با ایجاد پلی بین جبر جابجایی و ترکیبیات مطالعه خواص جبری بآل یالی گرافایده

ها به طور آل، مطالعه این ایده[10]کند. پس از معرفی این مفهوم توسط ویلارئال در طریق ابزارهای ترکیبیاتی میسر می

ها مرتبط آلترین جنبه در مطالعه این ایدهای توسط محققان شاخه جبر جابجایی ترکیبیاتی مورد توجه بوده است. مهمفزاینده

-نظم کاستلنوو و ها مانند عمق، بعد تصویریآله عبارت دیگر ترجمه خواص جبری و ناورداهای جبری این ایدهکردن یا ب

ها و بررسی اینکه آلهای این ایدهمامفورد به ناورداهای ترکیبیاتی گراف زمینه و بالعکس است. در این زمینه مطالعه رفتار توان

کنند و چگونه با ساختار گراف زمینه مرتبط هستند از اهمیت و توجه افزایش توان تغییر میآل چگونه با ناورداهای جبری ایده

 ای برخوردار است. ویژه

باشد. در حالت کلی برای آل است( میترین مسائل در این حوزه بررسی رفتار تابع عمق )که تابعی از توان ایدهیکی از مهم

𝑓(𝑘)به صورت  𝐼آل روی یک میدان، تابع عمق ایده S هایایاز حلقه چندجمله 𝐼آل همگن ایده = 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(
𝑆

𝐼𝑘)  تعریف

𝑘دهد برای دارد که نشان می [1]شود. اهمیت مطالعه این موضوع ریشه در نتیجه زیبایی از برادمن می ≫ دارای  𝑓، تابع 0

𝑘رند به طوری که برای هر وجود دا 𝑐و  𝑘0یک مقدار ثابت است. به عبارت دیگر اعداد صحیح  ≥ 𝑘0  داریم𝑓(𝑘) = 𝑐 .

آل در های ابتدایی ایدهیا همان رفتار توان 𝑘0برای اعداد کمتر از  𝑓رفتار تابع بررسی و همچنین  𝑐و  𝑘0یافتن چنین اعداد 

آل یالی ایده 𝐼جعه شود. زمانی که مرا [2,3,4,6,7,8,9,10]اند. در این زمینه به مقالات متعددی مورد مطالعه قرار گرفته

که متناظر با خواصی از تابع عمق باشند مدنظر است.  حتی در چنین حالتی  𝐺است، یافتن خواصی از گراف  𝐺 گرافی مانند

وم آنها هایی را که عمق توان دآل یالی گرافهرزوگ و هیبی ایده[5] تواند پیچیده باشد. در آل میهای ابتدایی ایدهرفتار توان

توان به صورت کاملا ترکیبیاتی تفسیر کرد.  به بیان بندی کردند و نشان دادند که چنین ویژگی از عمق را میصفر است دسته

گرافی همبند باشد و یک دور  𝐺صفر است اگر و تنها اگر  𝐺آل یالی گراف تر آنها نشان دادند که عمق توان دوم ایدهدقیق

 داشته باشد.  3 گر به طولالقایی احاطه

هایی آل یالی گرافبندی ترکیبیاتی از ایدهها را مورد مطالعه قرار داده و یک دستهآل یالی گرافدر این مقاله توان سوم ایده

هایی از دهیم چنین شرایطی معادل با وجود دستهدهیم. در واقع نشان میکه عمق توان سوم آنها صفر است ارائه می

 𝐺آل یالی گراف دهد که اگر عمق توان دوم ایدهاست. این مطلب به ویژه نشان می  𝐺گر در گراف ی احاطههای القایزیرگراف

 صفر باشد، عمق توان سوم آن نیز صفر است.

 نیازهامفاهیم و پیش .1

 𝐺سراسر این مقاله  . دراندکه در ادامه مورد استفاده قرار گرفته پردازیممیو نمادهایی  مفاهیم، به بیان تعاریف در این بخش

بنابراین همه جا منظور از گراف، یک گراف ساده است.  است. 𝐸(𝐺)یالی و مجموعه 𝑉(𝐺)رأسی  گراف ساده با مجموعهیک 

𝑥 برای رأس ∈ 𝑉(𝐺)  همسایگی باز𝑥  در𝐺 شود:به صورت زیر تعریف می 
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𝑁𝐺(𝑥) = {𝑦 ∈ 𝑉(𝐺): {𝑥, 𝑦} ∈ 𝐸(𝐺)}. 

𝑁𝐺(𝑥)نامیم هر گاه می 𝐺های گراف را یک رأس تن 𝑥رأس  = نامیم هر می 𝐺را یک برگ از گراف  𝑥. همچنین رأس ∅

|𝑁𝐺(𝑥)|گاه   = 𝑁𝐺[𝑥]به صورت  𝐺در  𝑥همسایگی بسته رأس . 1 = 𝑁𝐺(𝑥) ∪ {𝑥} همچنین برای  شود.تعریف می

𝐴 مجموعه ⊆ 𝑉(𝐺)، دهیم قرار می𝑁𝐺[𝐴] =  ⋃ 𝑁𝐺[𝑥]𝑥∈𝐴 . 

𝐴 برای مجموعه ⊆ 𝑉(𝐺) زیرگراف القایی ،𝐺 رأسی روی مجموعه 𝐴  که آن را با𝐺[𝐴] دهیم، زیرگرافی از نشان می𝐺 

از  𝐻زیرگراف القایی مجاور باشند.  𝐺مجاورند هر گاه در  𝐺[𝐴]در   𝑦و  𝑥است و دو رأس  𝐴رأسی آن  است که مجموعه

یا خود  متصل باشد،  𝐻به رأسی در گراف  𝐺نامیم هر گاه هر رأس از گراف می  𝐺گر ف القایی احاطهرا یک زیرگرا 𝐺گراف 

𝑁𝐺[𝑉(𝐻)]است هر گاه   𝐺گر زیرگراف القایی احاطه 𝐻زیرگراف القایی   باشد. به عبارت دیگر 𝐻رأسی از  = 𝑉(𝐺) . 

را  𝐺یک مسیر وجود داشته باشد. در غیر این صورت  𝐺ر دو رأس شود هر گاه بین هیک گراف همبند نامیده می 𝐺گراف 

را یک گراف کامل  𝐺گراف  نامند.می 𝐺های همبندی را مولفه 𝐺های همبند ناهمبند گویند. همچنین بزرگترین زیرگراف

دهیم. گراف ستاره با مرکز رأس نشان می 𝐾𝑛رأس را با نماد  𝑛مجاور باشند. گراف کامل با  𝐺نامند هر گاه هر دو رأس می

𝑥  گرافی است که هر یال آن به صورت{𝑥, 𝑦}  است که𝑦  رأسی از𝐺  است. یک دور همیلتونی در گراف𝐺  دوری است که

 شود هر گاه همبند باشد و شامل هیچ دوری نباشد.  یک درخت نامیده می  𝐺باشد. گراف  𝐺های شامل تمام رأس

ممکن در  با بیشترین تعداد یال جورسازی. یک است 𝐺ی دو به دو مجزای هاای از یال، مجموعه 𝐺 فدر  گرا جورسازییک 

 با نامیده شده و  𝐺عدد جورسازی ماکسیمم،  های یک جورسازینامند و تعداد یالرا یک جورسازی ماکسیمم می 𝐺 گراف

کند یک را به هم وصل می 𝐶هر یالی که دو رأس غیرمجاور در  𝐺از گراف  𝐶برای دور  .شودنمایش داده می 𝑚(G)   نماد

 شود. نامیده می 𝐶وتر 

𝑉(𝐺)ی رأسی یک گراف با مجموعه 𝐺فرض کنید   = {𝑥1, … , 𝑥𝑛} یالیآل باشد. ایده 𝐺  که با𝐼(𝐺) شودنشان داده می .

𝑆های ایی چندجملهآلی از حلقهایده = 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ی میدان مفروض رو𝐾 شود:است که به صورت زیر تعریف می 

𝐼(𝐺) = (𝑥𝑖𝑥𝑗:  است 𝐺یالی از  {𝑥𝑖, 𝑥𝑗} ). 

𝑆 فرض کنید  = 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ها روی میدان ایچندجملهحلقه𝐾 ای جملهباشد. برای تک𝑢 = ∏ 𝑥𝑖
𝑎𝑖𝑛

𝑖=1 از  𝑆 ،

 شود:یر تعریف میبه صورت ز 𝑢ساپورت 

𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) = {𝑥𝑖:   𝑎𝑖 > 0}. 

 دهیم.نشان می 𝑑𝑒𝑔𝑢(𝑥𝑖)نامیم و آن را با نماد می 𝑢 در   𝑥𝑖را درجه   𝑎𝑖همچنین 

 اند:بندی شدهآل یالی آنها صفر است توسط هرزوگ و هیبی به صورت زیر دستههایی که عمق توان دوم ایدهگراف
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 ارزند:باشد. در این صورت موارد زیر هم 𝐼(𝐺)آل یالی گرافی با ایده 𝐺فرض کنید  [.2.1، قضیه 5] 1.2ضیه ق

1)  𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(
𝑆

𝐼(𝐺)2) = 0    

2)  𝐺  دارد. 3گر به طول گرافی همبند است و یک دور القایی احاطه 

 

 ها با عمق صفرتوان سوم ایده آل یالی گراف .2

𝑆 د فرض کنی. 1.3تعریف  = 𝐾[𝑥1, … , 𝑥𝑛] ها روی میدانایچندجملهحلقه 𝐾  ،باشد𝑚 آل مدرج ماکسیمال ایده𝑆 

 شود:شود و به صورت زیر تعریف مینشان داده می 𝑆𝑜𝑐(𝑀)با نماد  𝑀مدول با تولید متناهی باشد. پایه -𝑆یک  𝑀 باشد و

𝑆𝑜𝑐(𝑀) = 0:𝑀 𝑚 = {𝑢 ∈ 𝑀:   𝑟𝑢 = 0,   ∀𝑟 ∈ 𝑚}. 

𝑀فرض کنید  .2.3مثال  = 𝑆/(𝑥4, 𝑦3, 𝑥3𝑦)  که در اینجا𝑆 = 𝐾[𝑥, 𝑦]  ها روی میدان ایچندجملهحلقه𝐾  .است

𝑚در این صورت  = (𝑥, 𝑦) آل مدرج ماکسیمال ایده𝑆 است و 

𝑆𝑜𝑐(𝑀) = ((𝑥4, 𝑦3, 𝑥3𝑦):𝑆 𝑚)/(𝑥4, 𝑦3, 𝑥3𝑦). 

,𝑥4)توان دید که می 𝑦3, 𝑥3𝑦):𝑆 𝑚 = (𝑥3, 𝑥2𝑦2)بنابراین . 𝑆𝑜𝑐(𝑀) = (𝑥3, 𝑥2𝑦2)𝑀  . 

 مورد نیاز است. 5.3لم زیر در اثبات قضیه  

)𝑑𝑒𝑝𝑡ℎباشد. در این صورت  𝑆های ایآلی از حلقه چندجملهایده 𝐼فرض کنید  .3.3لم 
𝑆

𝐼
) = اگر و تنها اگر   0

𝑆𝑜𝑐 (
𝑆

𝐼
) ≠ 0 . 

)𝑑𝑒𝑝𝑡ℎداریم : برهان
𝑆

𝐼
) = ∋ 𝑓باشد. این معادل است با اینکه عضو ناصفر  𝐼آل اول وابسته یک ایده 𝑚اگر و تنها اگر  0

𝑆  وجود داشته باشد به طوری که𝑚 = 𝐼: 𝑓  و𝑓 ∉ 𝐼 چنین شرایطی برای .𝑓   معادل است با اینکه𝑓̅ عضوی ناصفر از

𝑆𝑜𝑐 (
𝑆

𝐼
 . باشد   (

دهیم نشان می 6.3آل یالی آنها صفر است. در قضیه دهد که عمق توان سوم ایدهها را ارائه میای از گرافگزاره زیر خانواده

آل یالی ایدههایی است که عمق توان سوم بندی کاملی از گرافدر واقع دسته 4.3های ارائه شده در گزاره که خانواده گراف

 آنها صفر است. 

 اند.نمایش داده شده 1 در شکل 4.3گزاره  4های توصیف شده در بند ، گراف4.3به منظور درک بهتر برهان گزاره 
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 هستند. 3راس که دارای دور به طول  4های همبند با . گراف1شکل 

 گر داشته باشد:ی زیر را به عنوان زیرگراف القایی احاطههایکی از گراف 𝐺فرض کنید گراف . 4.3گزاره 

 3(  دور به طول 1

 که مجزا هستند. 3( اجتماع دو دور به طول 2

 که دقیقا در یک راس مشترک هستند. 3(  دو دور به طول 3

 است. 3راس که دارای دور به طول  4( گرافی همبند با 4

 ست.راس که دارای دور همیلتونی ا 5( گرافی با 5

)𝑑𝑒𝑝𝑡ℎدر این صورت 
𝑆

𝐼(𝐺)3) = 0. 

,𝑥1}گرافی با مجموعه رأسی 𝐺 فرض کنید : برهان 𝑥2, … , 𝑥𝑛} باشد و  𝐻گریک زیرگراف القایی احاطه 𝐺  باشد که به

)𝑆𝑜𝑐دهیم ( باشد. در هر حالت نشان می5( تا )1های ذکر شده در )شکل یکی از گراف
𝑆

𝐼(𝐺)3) ≠   3.3. آنگاه طبق لم 0

𝑢آید. برای هر نتیجه به دست می ∈ 𝑆  کلاس خارج قسمتی𝑢  در حلقه𝑆/𝐼(𝐺)3  را با𝑢̅ دهیم.نشان می 

,𝑥1}با مجموعه رأسی  3دوری به طول  𝐻 کنید فرض  (1 𝑥2, 𝑥3} دهیم باشد. قرار می𝑢 = 𝑥1
2𝑥2

2𝑥3 به وضوح  .

𝑢 ∉ 𝐼(𝐺)3 داریم .𝑥1𝑢 = (𝑥1𝑥2)2(𝑥1𝑥3) ∈ 𝐼(𝐺)3  ،𝑥2𝑢 = (𝑥1𝑥2)2(𝑥2𝑥3) ∈ 𝐼(𝐺)3 

𝑥3𝑢و = (𝑥1𝑥2)(𝑥1𝑥3)(𝑥2𝑥3) ∈ 𝐼(𝐺)3از آنجا که گراف .  𝐻گریک زیرگراف القایی احاطه 𝐺  است، برای

3عدد صحیح  < 𝑖 ≤ 𝑛 ، عدد صحیح𝑗 ∈ 𝑥𝑖𝑥𝑗موجود است به طوری که  [3] ∈ 𝐼(𝐺) حال اگر  .𝑗 = 3 ،

𝑥𝑖𝑢آنگاه = (𝑥1𝑥2)2(𝑥3𝑥𝑖) ∈ 𝐼(𝐺)3 .اگر 𝑗 = 𝑥𝑖𝑢 آنگاه، 2 = (𝑥1𝑥2)(𝑥1𝑥3)(𝑥2𝑥𝑖) ∈ 𝐼(𝐺)3 .

𝑗برای  = 1  ،𝑥𝑖𝑢 = (𝑥1𝑥2)(𝑥2𝑥3)(𝑥1𝑥𝑖) ∈ 𝐼(𝐺)3 بنابراین .𝑢̅ ∈ 𝑆𝑜𝑐(
𝑆

𝐼(𝐺)3)   و در نتیجه

𝑆𝑜𝑐(
𝑆

𝐼(𝐺)3
) ≠ 0 . 
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,𝑥1}های رأسی با مجموعه 3اجتماع دو دور مجزای به طول  𝐻  گراف کنیدفرض  (2 𝑥2, 𝑥3}  و{𝑥4, 𝑥5, 𝑥6} 

𝑢دهیم باشد. قرار می = ∏ 𝑥𝑗
6
𝑗=1 از آنجا که .𝐻 یک زیرگراف القایی 𝐺 ،داریم  است 𝑢 ∉ 𝐼(𝐺)3توان . می

𝑥1𝑢دید که   = (𝑥1𝑥2)(𝑥1𝑥3)(𝑥4𝑥5)𝑥6 ∈ 𝐼(𝐺)3متغیر  . به طور مشابه برای هر𝑥𝑖  1که ≤ 𝑖 ≤ 6 ،

𝑥𝑖𝑢داریم   ∈ 𝐼(𝐺)3 حال فرض کنید .𝑖 > است، بدون کم شدن  𝐺گر احاطه القایی یک زیرگراف 𝐻. چون 6

𝑥𝑖𝑥1توان فرض کرد از کلیت می ∈ 𝐼(𝐺) در نتیجه .𝑥𝑖𝑢 = (𝑥𝑖𝑥1)(𝑥2𝑥3)(𝑥4𝑥5)𝑥6 ∈ 𝐼(𝐺)3 این .

𝑢̅ دهد که نشان می ∈ 𝑆𝑜𝑐(
𝑆

𝐼(𝐺)3). 

,𝑥1}های رأسی با مجموعه 3تشکل از دو دور به طول م 𝐻  گراف کنیدفرض  (3 𝑥2, 𝑥3}  و{𝑥3, 𝑥4, 𝑥5}  باشد که

𝑢دهیم مشترک هستند. قرار می 𝑥3در رأس  = ∏ 𝑥𝑗
5
𝑗=1ها داریما مقایسه درجه. ب𝑢 ∉ 𝐼(𝐺)3توان دید . می

𝑥3𝑢که  = (𝑥1𝑥3)(𝑥2𝑥3)(𝑥4𝑥5) ∈ 𝐼(𝐺)3( برای هر 2. همچنین مشابه حالت )𝑥𝑖   داریم𝑥𝑖𝑢 ∈

𝐼(𝐺)3 بنابراین .𝑢̅ ∈ 𝑆𝑜𝑐(
𝑆

𝐼(𝐺)3). 

,𝑥1}با مجموعه رأسی گرافی همبند  𝐻  فرض کنید (4 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4}  باشد به طوری که𝑥1, 𝑥2, 𝑥3  یک دور در𝐻 

,𝑥1}است و  𝑥4} ∈ 𝐸(𝐻)دهیم  . قرار می𝑢 = 𝑥1
2𝑥2𝑥3𝑥4 داریم. با مقایسه درجه ها𝑢 ∉ 𝐼(𝐺)3به علاوه . 

 𝑥1𝑢 = (𝑥1𝑥2)(𝑥1𝑥3)(𝑥1𝑥4) ∈ 𝐼(𝐺)3, 

𝑥2𝑢 = (𝑥1𝑥2)(𝑥2𝑥3)(𝑥1𝑥4) ∈ 𝐼(𝐺)3, 

𝑥3𝑢 = (𝑥1𝑥3)(𝑥2𝑥3)(𝑥1𝑥4) ∈ 𝐼(𝐺)3, 

𝑥4𝑢 = (𝑥2𝑥3)(𝑥1𝑥4)(𝑥1𝑥4) ∈ 𝐼(𝐺)3. 

𝑖حال فرض کنید  > 𝑗. در این صورت اندیس 4 ∈ ,𝑥𝑖}وجود دارد به طوری که  [4] 𝑥𝑗} ∈ 𝐸(𝐺) اگر .𝑗 =

𝑥𝑖𝑢، آنگاه داریم 1 = (𝑥1𝑥𝑖)(𝑥1𝑥4)(𝑥2𝑥3) ∈ 𝐼(𝐺)3 اگر .𝑗 =  ، آنگاه 2

𝑥𝑖𝑢 = (𝑥2𝑥𝑖)(𝑥1𝑥4)(𝑥1𝑥3) ∈ 𝐼(𝐺)3. 

𝑗حالت های  = 𝑗مشابه حالت  3,4 = 𝑢̅هستند. بنابراین  2 ∈ 𝑆𝑜𝑐(
𝑆

𝐼(𝐺)3)   و در نتیجه𝑆𝑜𝑐(
𝑆

𝐼(𝐺)3) ≠

0 . 

,𝑥1راس باشد که دارای دور همیلتونی  5ا گرافی ب 𝐻  فرض کنید (5 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4, 𝑥5  ای برای تک جملهاست. آنگاه

𝑢 = ∏ 𝑥𝑗
5
𝑗=1  داریم𝑢 ∉ 𝐼(𝐺)3 و𝑥𝑖𝑢 ∈ 𝐼(𝐺)3  1برای هر ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  بنابراین .𝑢̅ ∈ 𝑆𝑜𝑐(

𝑆

𝐼(𝐺)3). 

 گیرد.مورد استفاده قرار می[ در اثبات قضیه بعد 5نتیجه زیر از منبع ]
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𝐼فرض کنید  [(2.1، نتیجه 5)] 5.3لم  ⊂ 𝑆  مربع باشد. در این صورت برای هر عضو  ای خالی ازجملهآل تکیک ایده

𝑥1ناصفر 
𝑎1 ⋯ 𝑥𝑛

𝑎𝑛 + 𝐼𝑘 ∈ 𝑆𝑜𝑐(
𝑆

𝐼𝑘) داریم ،𝑎𝑖 ≤ 𝑘 − 1برای هر  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 . 

 پردازیم.صلی این مقاله میاکنون به بیان نتیجه ا

 ارزند:باشد. موارد زیر هم 𝐼(𝐺)آل یالی گرافی با ایده 𝐺فرض کنید  .6.3قضیه 

1) 𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ(
𝑆

𝐼(𝐺)3
) = 0. 

2) 𝐺  گر دارد.را به عنوان زیرگراف القایی احاطه 4.3گزاره ( در 5( تا )1های )یکی از گراف 

 است. برقرار 4.3( طبق گزاره 1) ⇐( 2) برهان:

)𝑑𝑒𝑝𝑡ℎ( فرض کنید 2) ⇐( 1)
𝑆

𝐼(𝐺)3) = ) 𝑆𝑜𝑐، 3.3. در این صورت طبق لم 0
𝑆

𝐼(𝐺)3) ≠ . با توجه به تعریف برای 0

𝐼آل هر ایده ⊂ 𝑆   داریم𝑆𝑜𝑐 (
𝑆

𝐼
) = (𝐼:𝑆 𝑚)/𝐼 هر گاه .𝐼 ای باشد جملهآل تکیک ایده(𝐼:𝑆 𝑚) آلی نیز ایده

) 𝑆𝑜𝑐ای است. لذا جملهتک
𝑆

𝐼(𝐺)3) شود. فرض کنید ها تولید میایجملهتوسط تک𝑢̅ ∈ 𝑆𝑜𝑐(
𝑆

𝐼(𝐺)3)  عضوی ناصفر باشد

𝑢به طوری که  ∈ 𝑆 داریم ای است. جملهیک تک𝑢 ∉ 𝐼(𝐺)3  و𝑥𝑗𝑢 ∈ 𝐼(𝐺)3  1برای هر ≤ 𝑗 ≤ 𝑛 فرض کنید .

𝑢 = ∏ 𝑥𝑖
𝑎𝑖𝑛

𝑖=1  .دهیم قرار می𝑉 = 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢)  و زیرگراف القایی𝐺  روی مجموعه رأسی𝑉  را با𝐻 دهیم. نشان می

𝑥𝑗𝑢های در این صورت رابطه ∈ 𝐼(𝐺)3 و 𝑢 ∉ 𝐼(𝐺)3 دهند که نشان می𝐻  گر یک زیرگراف القایی احاطه𝐺  است. برای

𝑒یال دلخواه  = {𝑥𝑟 , 𝑥𝑠} دهیم قرار می𝒙𝑒 = 𝑥𝑟𝑥𝑠دهیم که گراف . ابتدا نشان می𝐻  رأس تنها ندارد. به برهان خلف

𝑥𝑖𝑢باشد. از آنجا که  𝐻یک رأس تنهای  𝑥𝑖فرض کنید  ∈ 𝐼(𝐺)3های ، یال𝑒3 و 𝑒2 ،𝑒1  از𝐺  )که لزوما متمایز نیستند(

𝒙𝑒1موجودند به طوری که 
𝒙𝑒2

𝒙𝑒3
هستند، زیرا 𝐻 در واقع یال  𝑒2 ،𝑒1 و 𝑒3های کند. یالرا عاد می 𝑥𝑖𝑢ای جملهتک 

 𝑒2 ،𝑒1 و 𝑒3های است، هیچ کدام از یال 𝐻یک رأس تنهای  𝑥𝑖است. چون  𝐺زیرگراف القایی  𝐻هستند و   𝑉زیرمجموعه 

𝒙𝑒1ستند. بنابراین  نی 𝑥𝑖شامل 
𝒙𝑒2

𝒙𝑒3
𝑢کند.  در نتیجه  را عاد می 𝑢ای جملهتک  ∈ 𝐼(𝐺)3 .که یک تناقض است ، 

𝑁𝐻(𝑥𝑖)باشد و  𝐻یک برگ  𝑥𝑖: اگر 1ادعا  = {𝑥𝑗} آنگاه ،𝑎𝑖 = 𝑎𝑗و  1 = 2 . 

𝑥𝑖باشد. از آنجا که  𝐻یک برگ  𝑥𝑖: فرض کنید 1برهان ادعا  ∈ 𝑠𝑢𝑝𝑝(𝑢) داریم ،𝑎𝑖 ≥ داریم  5.3طبق لم . همچنین 1

𝑎𝑖 ≤ 𝑥𝑖𝑢. از طرفی 2 = 𝒙𝑒1
𝒙𝑒2

𝒙𝑒3
𝑤 ای برای تک جمله𝑤 ∈ 𝑆 های و  یال𝑒3 و 𝑒2 ،𝑒1  از𝐻 دقت کنید که .𝑥𝑖 

𝑢کند، زیرا در غیر این صورت را عاد نمی 𝑤ای تک جمله ∈ 𝐼(𝐺)3 بنابراین از آنجا که .𝑥𝑖
𝑎𝑖+1 ای جملهتک𝑥𝑖𝑢  را عاد

𝑎𝑖کند و می + 1 ≥ است، تنها یال  𝐻یک برگ  𝑥𝑖هستند. چون  𝑥𝑖شامل رأس  𝑒2 ،𝑒1 و 𝑒3، حداقل دو یال از بین 2

,𝑥𝑖}ل ، یا𝐻در  𝑥𝑖شامل  𝑥𝑗}  است. لذا حداقل دو یال از بین𝑒3 و 𝑒2 ،𝑒1   با{𝑥𝑖, 𝑥𝑗}   برابر هستند. اگر هر سه یال با
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{𝑥𝑖, 𝑥𝑗}  برابر باشند، طبق تساوی𝑥𝑖𝑢 = 𝒙𝑒1
𝒙𝑒2

𝒙𝑒3
𝑤  داریم𝑎𝑗 ≥ در نتیجه دقیقا  در تناقض است. 5.3که با لم  3

,𝑥𝑖}با   𝑒2 ،𝑒1 و 𝑒3بین دو یال از  𝑥𝑗} دهد که برابر هستند. این نشان می𝑎𝑖 = 𝑎𝑗و  1 ≥  5.3از طرفی طبق لم  .2

𝑎𝑗داریم  ≤ 𝑎𝑗. لذا 2 =  ندارد.  𝐾2مولفه همبندی یکریخت با گراف کامل  𝐻. به ویژه 2

 حداکثر یک برگ دارد.  𝐻: گراف 2ادعا 

هایی برگ 𝑥2و  𝑥1حداقل دو برگ دارد و بدون کم شدن از کلیت فرض کنید   𝐻: به برهان خلف فرض کنید 2برهان ادعا 

𝑁𝐻(𝑥1)باشند. فرض کنید  𝐻 از  = {𝑥𝑖}، 𝑁𝐻(𝑥2) = {𝑥𝑗}  و𝑒1 = {𝑥1, 𝑥𝑖}  و𝑒2 = {𝑥2, 𝑥𝑗} . 1طبق ادعا 

𝑎1داریم  = 𝑎2 = 𝑎𝑖و   1 = 𝑎𝑗 = 𝑖دهیم . نشان می2 ≠ 𝑗چنین نباشد و . فرض کنید 𝑖 = 𝑗 از آنجا که .

deg (𝑢) ≥ 𝑘که  𝑘 ، عدد صحیح 5 ≠ 1,2, 𝑖  وجود دارد به طوری که𝑥𝑘 ای جملهتک𝑢 برای هر عدد کندرا عاد می .

𝑁𝐻(𝑥𝑘)دهیم می با این ویژگی نشان𝑘 صحیح  = {𝑥𝑖} همانطور که قبلا نشان داده شد گراف .𝐻  رأس تنها ندارد. بنابراین

𝑥𝑠رأس  ∈ 𝑁𝐻(𝑥𝑘)   وجود دارد. اگر𝑠 ≠ 𝑖 آنگاه ،(𝑥1𝑥𝑖)(𝑥2𝑥𝑖)(𝑥𝑘𝑥𝑠) ای جملهتک𝑢 کند و در نتیجه را عاد می

𝑢 ∈ 𝐼(𝐺)3 که یک تناقض است. بنابراین ،𝑁𝐻(𝑥𝑘) = {𝑥𝑖}  و𝑥𝑘  یک برگ از𝐻 است برای هر 𝑘 ≠ 1,2, 𝑖 این یعنی .

𝐻  گراف ستاره با مرکز𝑥𝑖  است. از𝑥1𝑢 ∈ 𝐼(𝐺)3  داریم𝑥1𝑢 = 𝒙𝑒1
𝒙𝑒2

𝒙𝑒3
𝑤  های برای یال𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 ∈ 𝐸(𝐻) .

𝑑𝑒𝑔𝑥1𝑢(𝑥1)چون  = هاست. پس بدون متعلق به دقیقا دو تا از این یال 𝑥1رأس  ،کندمینرا عاد  𝑤ای جملهتک  𝑥1و  2

𝑒1کم شدن از کلیت داریم  = 𝑒2 = {𝑥1, 𝑥𝑖} همچنین چون .𝐻  گراف ستاره با مرکز𝑥𝑖 ،است 𝑒3 = {𝑥𝑖, 𝑥𝑟}  که𝑥𝑟 

𝑎𝑖کند که است. این ایجاب می 𝐻یک برگ  ≥ 𝑖در تناقض است. بنابراین فرض  5.3که با لم  3 = 𝑗 باطل است و داریم 

𝑖 ≠ 𝑗 .  اگر عدد صحیح𝑘 ≠ 𝑥𝑖}،وجود داشته باشد که   1 , 𝑥𝑘} ∈ 𝐸(𝐻)  آنگاه(𝑥1𝑥𝑖)(𝑥2𝑥𝑗)(𝑥𝑖𝑥𝑘) ای هجملتک

𝑢 کند و را عاد می𝑢 ∈ 𝐼(𝐺)3 که یک تناقض است. لذا ،𝑥𝑖  نیز یک برگ𝐻  داریم  1است. پس طبق ادعا𝑎𝑖 = . این 1

𝑎𝑖با  =  حداکثر یک برگ دارد. 𝐻در تناقض است. بنابراین  2

شامل یک دور است.  𝐻د. بنابراین یک جنگل نیست، زیرا هر درخت حداقل دو برگ دار 𝐻شود که از ادعای دوم نتیجه می

𝑢چون  ∉ 𝐼(𝐺)3 گراف ،𝐻 یال ندارد. به عبارت دیگر داریم  3ای با جورسازی𝑚(𝐻) ≤ دارای  𝐻. در نتیجه هر دور در 2

گیریم و در هر حالت نشان های زیر را در نظر میباشد. حالت 𝐻طول بزرگترین دور در  𝑑است. فرض کنید  5طول حداکثر 

 است.  4.3( در گزاره 5( تا )1های )یکی از گراف 𝐻دهیم می

𝑑:  فرض کنید 1حالت  = |𝑉(𝐻)|. اگر 5 ≥ 𝑚(𝐻)توان دید که رأس تنها ندارد، می 𝐻، چون 6 ≥ ، که یک تناقض 3

|𝑉(𝐻)|است. پس  = ر برقرا 4.3گزاره ( در 5مورد )رأس است که دارای دور همیلتونی است. یعنی  5گرافی با  𝐻و  5

 است.
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𝑑:  فرض کنید 2حالت  = :𝐶و  4 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4  در  4دوری به طول𝐻 دهیم باشد. نشان می|𝑉(𝐻)| = . به برهان 4

|𝑉(𝐻)|خلف فرض کنید  > 𝑚(𝐻). چون 4 = 𝑥𝑖رأس تنها ندارد، برای هر 𝐻و گراف  2 ∈ 𝑉(𝐻) ∖ 𝑉(𝐶)  داریم

𝑁𝐻(𝑥𝑖) ⊆ 𝑉(𝐶) رأس .𝑥𝑖 ∈ 𝑉(𝐻) ∖ 𝑉(𝐶)  را در نظر بگیرید. اگر𝑥𝑖  یک برگ𝐻  باشد، با رأسی از دور𝐶   مثلا𝑥1 

𝑎𝑖داریم  1مجاور است. در نتیجه طبق ادعا  = 𝑎1و  1 = کند را عاد می 𝑢ای جملهتک (𝑥3𝑥4)(𝑥1𝑥𝑖)(𝑥1𝑥2). آنگاه 2

𝑢و  ∈ 𝐼(𝐺)3دهد کهاقض است. این نشان می، که یک تن 𝑥𝑖  در𝐻  برگ نیست. به عبارت دیگر هر رأس𝑥𝑖 ∈ 𝑉(𝐻) ∖

𝑉(𝐶)  با حداقل دو رأس از𝐶  مجاور است. چون طبق فرض𝐻  ندارد، هر رأس  5دور به طول𝑥𝑖  با ویژگی ذکر شده با دقیقا

𝑥𝑖رنیستند. حال یک رأس ثابت  مجاو 𝐶 مجاوراست که آن دو رأس خودشان در 𝐶از دو رأس  ∈ 𝑉(𝐻) ∖ 𝑉(𝐶)  را در

𝑁𝐻(𝑥𝑖)نظر بگیرید و بدون کم شدن از کلیت فرض کنید  = {𝑥1, 𝑥3} در این صورت برای هر رأس دلخواه دیگر .𝑥𝑗 ∈

𝑉(𝐻) ∖ 𝑉(𝐶)  نیز داریم𝑁𝐻(𝑥𝑗) = {𝑥1, 𝑥3}صورت   این ، زیرا در غیر𝑁𝐻(𝑥𝑗) = {𝑥2, 𝑥4} های و یال{𝑥3, 𝑥4} ،

{𝑥1, 𝑥𝑖}  و{𝑥2, 𝑥𝑗}  در  3یک جورسازی از اندازه𝐻 پذیر نیست.  همچنین داریم دهند که امکانتشکیل می𝑎1 = 1 ،

𝑢کند و را عاد می 𝑢ی اجملهتک (𝑥3𝑥4)(𝑥1𝑥𝑖)(𝑥1𝑥2)زیرا در غیر این صورت  ∈ 𝐼(𝐺)3 که یک تناقض است. به ،

𝑎3طور مشابه  = 𝑥𝑖𝑢. داریم  1 = 𝒙𝑒1
𝒙𝑒2

𝒙𝑒3
𝑤  های برای یال𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 ∈ 𝐸(𝐻) ای جملهو تک𝑤  که توسط 

𝑥𝑖از آنجا که شود. عاد نمی𝑥𝑖
,𝑒1های یال به دو یال از بین 𝑥𝑖 رأس کند،را عاد می 𝑥𝑖𝑢ای جملهتک 2 𝑒2, 𝑒3  .متعلق است

𝑁𝐻(𝑥𝑖)چون  = {𝑥1, 𝑥3}  و𝑎1 = 𝑎3 = 𝑒1 شکلبه  یالدو ، این 1 = {𝑥1, 𝑥𝑖}  و𝑒2 = {𝑥3, 𝑥𝑖} .در   هستند

𝑒3داریم  𝑒3نتیجه برای یال  ⊆ {𝑥2, 𝑥4} ∪ (𝑉(𝐻) ∖ 𝑉(𝐶)) .    رأسچون برای هر      𝑥𝑗 ∈ 𝑉(𝐻) ∖ 𝑉(𝐶)  

𝑁𝐻(𝑥𝑗)داریم  = {𝑥1, 𝑥3}گیریم که  ، نتیجه می𝑒3 = {𝑥2, 𝑥4}  آنگاه .𝑥1, 𝑥2, 𝑥4, 𝑥3, 𝑥𝑖   در  5یک دور به طول

𝐻   است که با𝑑 = |𝑉(𝐻)|قض دارد. بنابراین تنا  4 = 4 . 

𝐻دارای یک وتر است. به برهان خلف فرض کنید چنین نباشد. در این صورت داریم   𝐶دهیم دور حال نشان می = 𝐶   و

𝑢 = ∏ 𝑥𝑖
𝑎𝑖4

𝑖=1  که𝑎𝑖 ≥ 1برای هر  1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑎𝑖داریم  5.3طبق لم از طرفی  .4 ≤ 1برای هر  2 ≤ 𝑖 ≤ چون  . 4

deg (𝑢) ≥ 𝑎1توان فرض کرد ، بدون کم شدن از کلیت می5 = ,𝑥1𝑥2های .  از رابطه2 𝑥1𝑥4, 𝑥2𝑥3, 𝑥3𝑥4 ∈ 𝐼(𝐺) ،

𝑎1 = 𝑢 و 2 ∉ 𝐼(𝐺)3گیریم که ، نتیجه می𝑎2 = 𝑎4 = 𝑥1𝑢. بنابراین داریم 1 = 𝑥1
3𝑥2𝑥3

𝑎3𝑥4 ∈ 𝐼(𝐺)3.  به

,𝑒1های عبارت دیگر یال 𝑒2, 𝑒3 ∈ 𝐸(𝐻)  که هر سه شامل𝑥1  هستند موجودند به طوری که 𝒙𝑒1
𝒙𝑒2

𝒙𝑒3
 ایجملهتک 

𝑥1
3𝑥2𝑥3

𝑎3𝑥4 کند. چون را عاد می𝐶  کند که یکی از وتر ندارد، این ایجاب می𝑥2
𝑥4و  2

𝑥1 ایجملهتک 2
3𝑥2𝑥3

𝑎3𝑥4  را عاد

یعنی یکی از حالات مذکور در دارد.  3دوری به طول  𝐻دارای یک وتر است و گراف  𝐶دور کند که غیرممکن است. بنابراین 

 برقرار است. 4.3گزاره ( در 4)

𝑑:  فرض کنید 3حالت  = :𝐶و  3 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3  در  3دوری به طول𝐻  باشد. اگر|𝑉(𝐻)| = یک دور به  𝐻، آنگاه  3

|𝑉(𝐻)|برقرار است. حال فرض کنید  4.3گزاره ( در 1مورد )است و  3طول  >  𝐻گیریم که . ابتدا حالتی را در نظر می3

همبندی  از مولفهواقع است که متفاوت  𝐻ای همبندی از باشد که در مولفه 𝐻رأسی از  𝑥𝑖گرافی ناهمبند باشد. فرض کنید 

مولفه همبندی  𝐻تر اشاره شد مجاور است. همانطور که قبل 𝑥𝑗رأس تنها نیست با رأسی مانند  𝑥𝑖است. چون  𝐶شامل 

|𝑁𝐻(𝑥𝑖)|توان فرض کرد ندارد. پس بدون کم شدن از کلیت می 𝐾2یکریخت با گراف کامل  ≥ 𝑥𝑘. رأس 2 ∈ 𝑁𝐻(𝑥𝑖) 
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𝑘را که  ≠ 𝑗 های در نظر بگیرید. اگر یکی از رأس𝑥𝑗  و𝑥𝑘  برگی از𝐻  داریم   1باشد، آنگاه طبق ادعا𝑎𝑖 = . در نتیجه 2

(𝑥𝑖𝑥𝑗)(𝑥𝑖𝑥𝑘)(𝑥1𝑥2) ای جملهتک𝑢 کند و را عاد می𝑢 ∈ 𝐼(𝐺)3 که یک تناقض است. لذا ،𝑥𝑗  برگ𝐻 ت. چون نیس

𝑚(𝐻) ≤ 𝑁𝐻(𝑥𝑗)م داری 2 = {𝑥𝑖, 𝑥𝑘} . در نتیجه𝐶′: 𝑥𝑖, 𝑥𝑗 , 𝑥𝑘   در  3دوری به طول𝐻  است. اگر|𝑉(𝐻)| > 6 ،

𝑚(𝐻)آنگاه  ≥ |𝑉(𝐻)|که تناقض است. بنابراین  3 = ( 2مورد ) یعنیاست.  3دو دور مجزای به طول  اجتماع  𝐻و  6

 رار است. برق 4.3گزاره در 

|𝑉(𝐻)|همبند باشد. اگر  𝐻حال فرض کنید  = |𝑉(𝐻)|برقرار است. پس فرض کنید  4.3گزاره ( در 4مورد )، آنگاه 4 ≥

 گیریم:. دو حالت زیر را در نظر می5

𝑉(𝐻)مجموعه : 1.3زیرحالت  ∖ 𝑉(𝐶)  شامل یالی از𝐻   است. چون𝐻  همبند است یال{𝑥𝑖, 𝑥𝑗} ⊆ 𝑉(𝐻) ∖ 𝑉(𝐶) 

,𝑥𝑖}. بدون کم شدن از کلیت فرض کنید مجاور است  𝐶با رأسی از دور  𝑥𝑖وجود دارد به طوری که  𝑥1} ∈ 𝐸(𝐻) با توجه .

𝑎𝑖داریم  5.3به لم  ≤ 𝑎𝑖. اگر 2 = 𝑢 کند و در نتیجهرا عاد می 𝑢ای جملهتک (𝑥2𝑥3)(𝑥𝑖𝑥𝑗)(𝑥1𝑥𝑖)، آنگاه 2 ∈

𝐼(𝐺)3.بنابراین  ، که یک تناقض است𝑎𝑖 = نیست. برای هر عدد  𝐻برگی از  𝑥𝑗کند که این ایجاب می 1. طبق ادعا 1

𝑘 ≠ 𝑖  که{𝑥𝑗 , 𝑥𝑘} ∈ 𝐸(𝐻) اگر ،𝑘 ∉ 𝑉(𝐶) آنگاه ،𝑚(𝐻) ≥ 𝑘که تناقض است. همچنین اگر  3 ∈ ، آنگاه {2,3}

𝐻  که با دارد 5یک دور به طول 𝑑 = 𝑘تناقض دارد. پس  3 = 𝑥𝑖و  1 , 𝑥𝑗 , 𝑥1  در گراف  3یک دور به طول𝐺  است که

𝑚(𝐻)مشترک است. دقت کنید که در این حالت نامساوی  𝐶با دور  𝑥1در رأس  ≤ |𝑉(𝐻)|کند که ایجاب می 2 = 5. 

 برقرار است.  4.3گزاره (  در 3مورد )یعنی 

𝑉(𝐻)مجموعه : 2.3زیرحالت  ∖ 𝑉(𝐶)  شامل هیچ یالی از𝐻  نیست. با توجه به فرض|𝑉(𝐻)| ≥ دهیم نشان می 5

𝑉(𝐻)نیست، هر رأس در  4همبند است و شامل دور به طول  𝐻افتد. در واقع چون چنین حالتی اتفاق نمی ∖ 𝑉(𝐶)  یک

𝑉(𝐻)مجاور است. از آنجا که  𝐶است که با دقیقا یک رأس از دور  𝐻برگ از  ∖ 𝑉(𝐶)  شامل حداقل دو عضو است، این

 تناقض دارد. 2دارای حداقل دو برگ است. اما این با ادعا  𝐻بدان معنی است که 
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